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Chapitre

Préparations

Résumé

Ce chapitre a pour objectif d’effectuer des révisions de bases des années précédentes : ensembles usuels,
calculs fractionnaires et de puissances, développement et factorisation, équations et inéquations.

« J'ai trouvé cette chose étonnante : on peut représenter par les nombres toutes
sortes de Vérités. »

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1717)



Chapitre 0 : Préparations

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(D connaitre les ensembles USUELS. . ... ...ttt e e O

(®» savoir calculer et simplifier des résultats :

e ensimplifiant des fractions. ......... ..o m|
e endéveloppantetenfactorisant ........... ...t |
e en calculant avec des PUISSANICES . . ... vu ittt ittt O
e en simplifiant des racines CAITEES .. .......ouintnin ittt e e e et ieeaenenns m|
(® savoir résoudre des qUEStiONS et INEQUATIONS . . ... ettt ettt e e e e i eeaeenans O
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Chapitre 0 : Préparations

. Ensembles de nombres

Définition 0.1. Ensembles usuels

On dispose des cinq ensembles usuels suivants :

¢ L'ensemble N des entiers naturels
N={0;1;2;3;...}

Lensemble Z des entiers relatifs

Z={...;—4;-3;—2;—1;0;1;2;3;...}

Lensemble D des nombres décimaux, c’est-a-dire les nombres ayant un nombre fini de chiffres
apres la virgule.

. s 1 . p .
Lensemble Q des nombres rationnels, c’est-a-dire les nombres s’écrivant sous la forme —, ou p
q

est un entier relatif, et g un entier naturel.
Lensemble R de I’ensemble des nombres réels.

Notation
On note x € K pour indiquer que le nombre x appartient a I’ensemble K.

Exemple 0.1
Par exemple,

1
geQ, 0,41eD, +v2€R

Définition 0.2.

Soient E et F deux ensembles. On dit que E est inclus dans F, et on note E C F, si tout élément x de E
appartient également a F.

Propriété 0.1.

On dispose des inclusions suivantes :

NcZcDcQcR

Démonstration

Par définition, N c Z, et Z c D (car les entiers relatifs ont un nombre fini de chiffres apres la virgule, a
savoir 0). Q C R par définition également. Il reste a voir que D C Q.

Soit a € D. Alors a possede un nombre fini de chiffres apreés la virgule; on note d le nombre de chiffres
apres la virgule. Alors,

b=10%aecZ
et donc
a= b €Q
"~ 10d

A. Crouzet 9 ©@®®O



Chapitre 0 : Préparations

Notation
On note
RY=[0;+c0[={x€R, x>0}
De méme, on note
R™=]—00;0]={x€R, x<0}
On note R* =]0;+o0[, et de méme pour R*. Les notations +,— et * s’étendent a tous les ensembles vus
précédemment.

Exercice 0.2
Décrire les ensembles Z* ,Z*, N~ et Q.

Solution
Rapidement, Z* sont les entiers strictement négatifs, Z, =N, N_ = {0} et Q~ sont les rationnels négatifs.

| = Exercice 1. |

Il. Calculs

1. Calcul fractionnaire

Les regles de calcul sur les fractions doivent étre maitrisées dés le début d’année. Rappelons-les :

Propriété 0.2.
PourtoutacRet b eR*:
0 0 a a a a
b 1 -1
a —a a
-b b b
a 1 1
—=a—-=—a
b b b
1 b
5 oa’
pour k € R*
a kxa
b kxb
etsiceRetd eR*:
$ a d
=X
i b Cc
Exercice 0.3
3 2
5 3 7 4+17
CalculerA= %, B=2,C=3x— et D=
2’76 18 11+4
Solution
En appliquant ce qui précede, on a rapidement :
15 1 7
A=—, B=-, C=-
14 9 6
Enfin, attention : on ne simplifie pas comme on le veut dans une fraction (il faut d’abord factoriser). Ici
21 7
15 5

A. Crouzet 10 ©@®®O



Chapitre 0 : Préparations

I= Exercice 2.

2. Développement et factorisation

Développer une expression c’est I'écrire sous la forme d'une somme; factoriser c’est I'écrire sous la forme
d’un produit. Par exemple :

(x +1)(x +2)= x2+3x +2 est un développement

x2+2x = x(x +2) est une factorisation

Les identités suivantes sont a connaitre :

Propriété 0.3. Identités remarquables
On dispose des identités suivantes :

e Pourtousréelsaetb :
(a+ b)Y =a*+2ab+ b*
(a—b)Y=a*—2ab+ b*
a’*—b*=(a—b)a+Db)
e Pourtousréelsaetbh:
(a+bP=a®*+3a’b+3ab*+b®
(a—bP=a®*-3a’*b+3ab*—b®
a*—b3=(a—b)a*+ab+b?
a*+b*=(a+Db)a*—ab+b?)

Exercice 0.4
Développer, pour tout réel x, (x + 1), (x +1)3,(1—x)? et (1— x)3. Factoriser 4— x? et 8 + x3.

Solution
En utilisant les identités remarquables :

(x+1P2=x?+2x+1
(x+1P=x3+3x2+3x+1
Q1—x)P=x2—2x+1
(1—xP=1-3x+3x*—x3
4—x?=(2—x)2+x)
8+ x=(2+x)4—2x+x?)

I'& Exercices6et?7.

3. Puissances

Rappelons la définition de la puissance entiére d'un nombre réel :

Définition 0.3.

Soit a un réel non nul, et n € N. On définit a” de la maniere suivante :
o gV= 1;
e a'=axax---xasin=1.
| ——

n fois (o]

A. Crouzet 11 ©@®®O



Chapitre 0 : Préparations

De plus, on note

On définit ainsi a” pour n € Z.

Exemple 0.5
Ona26=2x2x2x2x2x2=64,(—12)' =—12 et (1409091)° = 1.

Propriété 0.4.

Soient a et b deux réels non nuls, et n, m deux entiers relatifs.
* (puissances différentes)

a xXxa =a N

¢ (puissances identiques)

a” a\n
a”xb"=(axb)" et —:(—)
( ) o =D
Exercice 0.6
Simplifier
5% x3%2x23 21x1073
A=— et ———.
153 3 x 102

Solution

En utilisant la propriété précédente :

40
A=51 X3_1X23=?
21 1073 s
=—x =7x10
37 102

I'&  Exercices 3 et 4.

Racine carrée

Commencons par un rappel de la définition de la racine carrée d'un réel positif :

Définition 0.4. Racine carrée

Soit a € R*. 1l existe un unique réel positif, noté /a, vérifiant
(Va)=a.

Ce nombre 4/a est appelé racine carrée de a.

Remarque
On dispose des valeurs remarquables suivantes :

J0=0, v1=1, v4=2 et +/9=3

Attention

On ne dispose pas de la racine carrée d'un nombre strictement négatif. Ainsi, la fonction racine carrée

n'est définie que sur R,.

A. Crouzet 12
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Chapitre 0 : Préparations

Propriété 0.5.

Soient a et b deux réels positifs. Alors

Vaxb:\/ﬁxx/z

etsi b #0, alors
va

4
b~ Vb

Attention
En regle général, Va + b # va+ v/ b! Par exemple, vI+1= 2 et ce nest pas égal a vI+ vI=2.

Exercice 0.7

9
Simplifier v8, V48 et \ R

Solution
Rapidement

V8=vV4x2=2v2, V48=443 et — ==
32 442 8

I= Exercice 5.

lll. Equations, inéquations

1. Equations

Une équation est une égalité faisant apparaitre une, ou plusieurs inconnue(s). En général, les inconnues sont
notées x,y,z,....

Exemple 0.8

Léquation x?+ x =3 — x est une équation faisant intervenir une variable. Léquation x +y = 1 —
intervenir deux variables, x et y.

1 .
v fait

Définition 0.5.

Résoudre une équation, c’est déterminer I'ensemble de toufes les valeurs de I'inconnues vérifiant 'équa-
tion; on parle alors d'une solution de ’équation, et on recherche toutes les solutions de I’équation.

Méthode
La premiere chose a faire est de trouver les valeurs interdites (division par 0, par exemple).

Pour résoudre ensuite une équation, il n’y a pas de méthode universelle : on applique toutes propriétés
possibles (multiplication, division) en raisonnant si possible par équivalence pour trouver les solutions.

Exercice 0.9
Résoudre I'équation

+
x+2 X

Solution
Déja, il faut éviter —2 et 0. On se place sur R\{—2;0}. Alors, en multipliant par x(x +2) (qui ne s’annule

A. Crouzet 13 ©@®®O



Chapitre 0 : Préparations

alors pas) :

1 x+1
+

x+2 X

=1équivauta x +(x +1)(x +2) = x(x +2)

soit x + x?+3x+2=x?+2x
ce qui donne 2x =—2

etdonc x =—1

Cette solution est autorisée (car différente de 0 et —2). On a procédé par équivalence, et on peut conclure
que I'ensemble des solutions est {—1}, ce qu'on note, en général

& ={-1}

Remarque

On aurait pu, au lieu de mettre des mots en francais, écrire <=. En général, on évitera '’enchainement
de symbole équivalent et implication, souvent illisible. On y reviendra dans le chapitre suivant.

IS Exercices 8, 9et 10.

2. Inéquations

Une inéquation est une inégalité faisant apparaitre une, ou plusieurs inconnue(s).

Résoudre une inéquation, c’est trouver toutes les solutions de I'inéquation, c’est-a-dire trouver toutes les
valeurs de I'inconnue vérifiant 'inégalité.

Meéthode

|
|
: Pour résoudre une inéquation, on procéde comme pour les équations, en utilisant les regles de calculs
| pour les inégalités.

Propriété 0.6. Régles sur les inégalités

Pour tous réels x et y

e Pourtoutréel k, x < y sietseulementsi x +k< y+k;

e pourtoutréel k>0, x < y sietseulementsik xx <k x y;

e pourtoutréel k<0, x < y sietseulementsikxx =k x y;
On retiendra que multiplier par un nombre strictement positif conserve 'ordre, alors que multiplier par
un nombre strictement négatif renverse I’ordre.

Remarque
La propriété précédente est valable en remplacant < par <, > et >.

Exemple 0.10

Résoudre I'inéquation
—2(x—4)=23x—2

Solution
Pour tout réel x :

—2(x—4)>3x—2so0it —2x+8>3x—2
etdonc —5x >—10
puis x <2
Ainsi, I'inégalité est vérifiée pour tout x <2:

S ={xeR, x<2}=]—00;2]

A. Crouzet 14 ©@®®O
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I's Exercices 11, 12,13, 14, 15, 16, 17 et 18.

A. Crouzet 15 ©@®®O



[ JOl®;

[ JOl®;

[ JOl®;

[ JOl®;

[ JOl®;

[ JOl®;

Chapitre 0 : Préparations

Exercices
Préparations

Exercices

Ensembles

Exercice 1 Non inclusion (5 min.)
Montrerque Z¢ N, D ¢ Z et Q ¢ D.

Calculs

Exercice 2 Fractions (10 min.)
Calculer les expressions suivantes. On donnera le résultat sous la forme d’une fraction irréductible.

4 (13 12 4
A=-—x|——— B=--—-1
3 4 6 3
1 1 1
c=3t? po3=2
5, T2.3
6 5 8
Exercice 3 Puissances (10 min.)
Simplifier les expressions suivantes.
_ 4x10”x9x107° B_4><72—25><3
T 1,2x102 R TEVE
32x27
=0 D=4x(22-2*7?—64

Exercice 4 Sur (—=1)" (5min.)
Calculer (—1)" pour n=0,1,2,...,5. Que constate-t-on? Déterminer la valeur de (—1)” pour tout entier naturel
n.

Exercice 5 Racines (15min.)
1. Calculer les expressions suivantes et donner le résultat sous la forme a v'b avec a et b entiers, b le plus

petit possible.
A=+54-3v96—5+24 B =160 x V40 x v90
2. Calculer les expressions suivantes et donner le résultat sous la forme a + b /¢ avec a, b et ¢ entiers.
C=(3v10—5v3)" D=(3v5+2v6)
3. Calculer les expressions suivantes et donner le résultat sous la forme d'un nombre entier.
E=(3-2+5)(3+2v5) po 24V45
9480

Développement, factorisation

Exercice 6 Factorisation (10 min.)
Factoriser chacune des expressions littérales suivantes :

A. Crouzet 16 ©@®®O



Chapitre 0 : Préparations

A=64x2—-100 D=(x+5)"—81
B=—(9x—-2)x(4x+9)+(B3x—8)x(9x—2) E=(—8x+2P+(—8x+2)x(8x+4)
C=16x>—24x+9 F=9x+7)x(3x+3)+9x+7

@00 Exercice 7 Développement (10 min.)
Développer chacune des expressions littérales suivantes :

A=(4x+4)x(4x—4) E=(-5x+9)x(8x—2)—7x—8
B=(5x+10) F=(9x+2)x(—3x—5)+4
C=(10x—2)x(10x+2) G=(—8x+4)x(9x—8)+2x?

(1 10)2
D=(-x——
8 3

Equations

@00 Exercice 8 Equations (10 min.)
Résoudre les équations suivantes :
1) Cx—1)(x+1)=x+1.
x2-2
2) ——=x+4.
x+1
o000 Exercice 9 Second degré (15 min.)
Soit f la fonction définie par f : x — —0.5 x> —7 x —22.5.
1. (a) Montrer que pour tout x €R,ona: f(x)=—0.5(x +9)(x +5).
(b) Montrer que pour tout x €R, ona: f(x)=—0.5(x +7)* +2.
2. Résoudre les équations suivantes en choisissant la forme appropriée de f.
(@ f(x)=0
(b) f(x)=—225
(© f(x)=2

ee0O Exercice 10 Second degré - plus difficile (15 min.)
On note (E) 'équation 2x? +11x —4=0.
1. Montrer que I'équation (E) admet deux solutions, qu’on notera x; et x, et qu’'on ne calculera pas.
. Donner les valeurs de x; + x, et x; x,.

2
1
3. En déduire la valeur de — + —.
Xy X2
4

. Calculer x?+ x;.

5. Calculer x13 + ch3 .
1

+ .
x1+1 x2+1

6. Calculer

Inéquations

o000 Exercice 11 Inéquation (5 min.)

Résoudre I'inéquation :
—6x+5 3x—10_9x+8

=

6 2 3

@00 Exercice 12 Inéquation (5 min.)
Résoudre I'inéquation :
4x—-5 6x+9 9x+5

<
9 4 6

@00 Exercice 13 Inéquation (10 min.)
Résoudre I'inéquation :
2x—1)(1-3x)<0

A. Crouzet 17 ©@®®O
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Exercice 14 Inéquation (10 min.)
Résoudre I'inéquation :

3x+52(x+6)x(3x+5)
Exercice 15 Inéquation (10 min.)
Résoudre I'inéquation :
(x+1)(x—2)
—>0
2x+1

Exercice 16 Inéquations (10 min.)
Résoudre dans R I'inéquation (2x +3)(3x —5)(7—x) < 0.

Exercice 17 Inéquation (10 min.)
Résoudre dans R I'inéquation 2x(x + 1) > (1 —3x)(x +1).

Exercice 18 Inéquations (10 min.)
Résoudre dans R I'inéquation x3 — x <2x?—2.

A. Crouzet 18
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Corrigés

Préparations

Corrigés des exercices

Exercice 1
On donne un contre exemple pour chaque cas. Ainsi :
—l1€Zmais —1¢N

0,1€Dmais0,1¢7Z

le(@ i 1§Z]D)
— €Qmais —
3 3

Le dernier résultat venant du fait qu’il y a une infinité de chiffres apres la virgule pour %

Exercice 2
On utilise les propriétés des fractions. On obtient alors :
4 (39—24)
A=—
3 12
415 5
312 3
. 4 3 1
DemémeB=—-——-=—,
3 3 3
1.6
= + =
_37"3
€= 5_8
66
7
_ 3
T 1
6
7
=—-x(—6)=—14
3 % (=6)
et
2_3
_ 66
16, 15
0T D
-1 40 20
6 31 93
Exercice 3

On utilise les régles sur les puissances et les fractions. On obtient ainsi :

_ 4x3x107
B §><102
_12x5
T 6
_ 2%(7*—=23x3)
43(4—1)
72-23x3 25
42x3 48

2
xuﬁ=5x1&=4x1&

A. Crouzet
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32x33

(322
_35_ 1 . 1
38 33 27

D= (23_25)2 _82

=(28-25-8)2°—2°+8)
(252" =25)=210_29=2%2—1)=2=512

Exercice 4
Rapidement :

C1°=1 (-1'=-1, (1=l

Ainsi, pour tout entier naturel n, (—1)"” =1 si n est pair, —1 sinon.

Exercice 5

1. On utilise la régle v'a x b = v/a+'b pour a et b deux réels positifs. Ainsi :

A=2x35—3v/3%x25—5v/23x3
=3v6—12V6—10v6=-19v6

B=+v5x25xv/23x5x4/32x2x5
= /53 x 29 x 32 = 240V10

2. On développe par I'identité remarquable et on conclut :

C=(3v10)*—2 x 3v/10 x 5¥/3+ (5V3)*
=90—30+v/30+75=165—30v30

D =(3v5)° +2x 35 x 2/6+(2V6)
=45+12v/30+24=69+12v30

(_1)3 = _]-r

(-D*=1 et (-1)P°=-1

3. On développe et utilise les formules sur les racines.

Exercice 6

E=32—(2v/5)?=9-20=—11

24
9
8

====2
3\V16 34

83

On utilise les identités remarquables, ou les méthodes de factorisation usuelles. Cela donne ainsi :

A=(8x)*—10?=(8x —10)(8x + 10)
B=(9x—2)[—(4x+9)+(B3x+8)]=9x—2)(—x—1)
C=(4x)?—2x(4x)x3+3*=(4x—3)
D=(x+5°—9"=(x+5—9)(x +5+9)=(x —4)(x +14)
E=(

F=(

A. Crouzet

—8x+2)[(-8x+2)+(8x+4)]=6(—8x+2)
9x+7)[(3x+3)+1]=(9x+7)(3x +4)

20
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Exercice 7
Apres développement, en utilisant soit les identités remarquables (A, B, C et D), soit la double distributivité :
A=(4x)?—42=16x>—16
B=25x%+100x +100
C=100x*—4
1 10 m 1 5, 5 m

1
D=—x’—2x—-x—x+ =—x X+
64 8 3 9 64 6 9

E=(—40x*+10x+72x —18)—7x —8=—40x*+75x —26
F=(—27x?—45x—6x—10)+4=—27x>—-51x—6
G=(—72x%*+64x +36x—32)+2x*=—70x%+100x —32

Exercice 8
1. Onregroupe dans un méme membre, et on factorise :

Cx—1x+)=(x+1)e=(x+1)2x—1-1)=0

S (x+1)(2x=2)=0

Ce produit de facteurs est nul si et seulement si 'un de ses facteurs est nuls. Donc (2x —1)(x +1)=x+1siet
seulement si x +1=0o0u2x—2=0, c'est-a-dire si et seulement si x =—1 ou x = 1.
Bilan : I'ensemble des solutions est & = {—1;1}.
2. Onremarque tout d’abord qu’on ne peut résoudre 'équation que sur R\{—1}. Sur cet ensemble, I'équation

est s’écrit alors
x2—2=(x+4)(x+1)<5x+6=0

et donc l'unique solution possible est —g qui est bien dans R\{—1}.
Bilan :1'équation a pour ensemble de solutions . = {—g .

Exercice 9
1. 1l suffit de développer les deux formes données pour vérifier le résultat. La forme de I'énoncé est appelée
forme développée, 1a forme (a) est la forme factorisée, et la forme (b) est la forme canonique.
2. (a) Pour cette équation, on utilise la forme factorisée. Léquation devient —0.5(x +9)(x +5) =0 et cela nous
donne ainsi

& ={-5;-9}
(b) On utilise la forme développée. Léquation devient —0,5x% —7x = 0, c’est-a-dire x(—0,5x —7) = 0. Ainsi,
I'équation possede deux solutions : x =0 et —0,5x —7=0, soit x =—14.

S ={—14;0}
(c) Pour cette derniere, on utilise la forme canonique et I'équation devient —0, 5(x + 7)> = 0. Ainsi

& ={=7}

Exercice 10

1. On calcule le discriminant : A =112 —4 x 2 x (—4) = 153.

2. On peut alors factoriser 2x2 +11x —4 = 2(x — x;)(x — x,). Si on développe et on identifie, on obtient
2x2+11x—4=2x2—2(x; + X)X +2X1 X

Ainsi, x; + ,=—4 et xx=—3=-2.

3. On met au méme dénominateur, et on utilise la question précédente :
1 1 x+x
X1 X X1 Xo

11
-4
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4. On développe (x; + x,)*. Cela donne (x; + x,)* = x7 +2x; X, + x. Ainsi :

112 137
x12 + x22 = (x1 + x2)2—2x1x2 = (—?) —2X (—2) = T
5. On factorise :
x4 1) = (3 + %)(x7 — X% + x7)

En utilisant les résultats précédents :

=g (o)
6. On met au méme dénominateur et on développe pour retrouver les résultats précédents.
1 + I xnt+x+2
x1+1 x+1 (g+1)(xn+1)
B X1 +x,+2
NG X+l
Ainsi
L S —7+2 _ 7
X+l x+1 —2—%+1 13
Exercice 11

On regroupe dans un seul membre et on met au méme dénominateur :
—6x+5 3x—10_ 9x+8 . ,. —b6x+5 3x—10 9x+8
= c’est-a-dire - - =0

6 2 3 6 2 3

. —6x+5 9x—30 18x+16
soit — - =
6 6 6

—6x+5—(9x—30)—(18x +16)
ou encore 6 =20

\

. —33x+19
ce qui donne — e 20

puis —33x+192>0
19
et finalement x < —

Ainsi, I’ensemble des solutions est

19
y - :|_Oo’ _]
33

Exercice 12
On commence par multiplier par 36 pour simplifier les fractions :
4x—5 6x+9 9x+5

s 2 < 5 <= 4(4x—5)—9(6x+9)<6(9x +5)

—-92x <71
71

S X>——
92

Ainsi, & = |-Z;+00].

Exercice 13
On dresse le tableau de signe rapidement (fonctions affines ici) :

X —0Q +00

D] =

1
3

2x—1 — - 0 +

1—3x + 0 — +

2x—1)(1—-3x) -0 + 0 -

A. Crouzet 22
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Ainsi, 'ensemble des solutions est & = |—o0;—1[ U ]3;+00].

Exercice 14
On passant tous les termes dans un méme membre, on obtient

3x+5—(x+6)x(3x+5)=0

soit, en factorisant :
Bx+5)(1—(x+6)=20=(3x+5)(—x—5)=0

On dresse alors le tableau de signes suivant, en résolvant cette inéquation sur R :

x —00 -5 -2 +00
3x+5 — - 0 +
—x—5 + 0 - -

(3x+5)(—x—5) -0 + 0 -

On en déduit alors que 'ensemble des solutions de 'inéquation est

o]

Exercice 15
On dresse le tableau de signes sur R\ {—3 }, —3 étant une valeur interdite :

x —oo -1 -1 2 +00
x+1 - 0 + + +
x—2 - - - 0 +
2x +1 - - 0 + +
B S B

On en déduit que I'ensemble des solutions de I'inéquation est

§”=]—1,—%[U]2, +00]

Exercice 16
On dresse le tableau de signe, sachant que I’on peut étudier I'inéquation sur R :

X —00 -3 2 7 +00
2x +3 - 0 + + +
3x—5 - - 0 + +
7T—Xx + + + 0 -
(2x +3)(3x —5)(7—x) + 0 - 0 + 0 -

On peut alors conclure : I'ensemble des solutions de I'inéquation (2x +3)(3x —5)(7— x) < 0 est
3

yz]_i' g[u]% +oo[
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Exercice 17
On passe tout dans un méme membre, et on factorise :

2x(x+1)2(1-3x)(x+1)<=(x+1)2x—(1—3x))=0
= (x+1)5x—1)=0

Il nous reste a faire un tableau de signe, en étudiant I'inéquation surR :

x —00 -1 : +00
x+1 - 0 + +
5x—1 - - 0 +
(x+1)5x—1) + 0 - 0 +

Lensemble des solutions est alors )
& =]—o00,—1]U [E' +oo[

Exercice 18
On commence par factoriser :

B—x=x(x*-1D)=x(x—-1)(x+1) et 2x’—2=2(x*-1)=2(x—1)(x+1)
On passe tout dans un méme membre, et on factorise :
B—x<2x*—1) = (x—1)(x+1)(x—2)<0

Il nous reste a faire un tableau de signe :

X —00 —1 1 2 +00
x+1 - 0 + + +
x—1 - - 0 + +
x—2 — — - 0 +
(x+1)(x —1)(x —2) - 0 + 0 — 0 +

Lensemble des solutions est donc
& =]—o00,—1]U[1, 2]
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Chapitre

Raisonnement et vocabulaire
ensembliste

— Résumé

Ce chapitre introductif est tres important. Il pose les bases nécessaires a 'ensemble de l'année :

e les principes de raisonnement (récurrence, contraposée, absurde);

* les notions liées aux ensembles;

¢ les notions de bases sur les applications, qui feront l'objet de chapitres supplémentaires.
Meéme si ce chapitre est un peu abrupt, il faut régulierement y revenir pour maitriser 'ensemble des
éléments présents.

« La logique est I'hygiéne des mathématiques. »
André Weil (1906 — 1998)

25



Chapitre 1 : Raisonnement et vocabulaire ensembliste

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

® mener un raisonnement par (0 015 =) s Lo O

(® maitriser les raisonnements élémentaires :

¢ le raisonnement Par CONtTAPOSEE. .. ... vuutntn ettt ettt ettt et e e e e enaeneens O
e leraisonnement parl’absurde.......... ... |
* lajustification d’équivalence et d'implication ..............cooiiiiiiiiiiiiii i O

(® connaitre les notions essentielles sur les ensembles :

e ladéfinition d’ensemble. .. ...... ... ot |
LI AT 000 s 0 10 1'a 1<) oY= o1 & (o ) o N O
® 16 COMPIEMENTAITE . . ..ottt ettt ettt ettt e e e e ettt e e eeeens m|
e I'ensemble des Parties. ... .....uiuinii it e m|
® 1e Produit CaArtESIEI. ... oottt m|

(@ connaitre les notions importantes liées aux applications :

¢ la définition d’injection et les méthodes associées...............c..ooiiiiiiiiiiiiiiiiiininn.. m|
¢ la définition de surjection et les méthodes associées................oooiiiiiiiiiiiiiiiiiiin., O
¢ la définition de bijection et les méthodes assoCi€es.............covuiiiiiiiiiiiiiiinnen... m|
e Ja définition d'iMage direCte. .. ......o.uinttn ittt e m|
¢ Ja définition d'image réCiPrOqUE. . . .......uutu ittt e m|
e Ja définition de restriCtion . ... ......iuii it m|
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Chapitre 1 : Raisonnement et vocabulaire ensembliste

I. Raisonnement par récurrence

1. Principe de récurrence

Le raisonnement par récurrence est un raisonnement important des mathématiques. Pour le comprendre,
nous allons partir d'un exemple :

Exemple 1.1
On considere la proposition P(n) dépendant d'un entier 7 : «2" > n+1»
Vérifions que cette propriété est vraie pour n=0,1,2,3,4:
Pourn=0: 2°=1>0+1=1
Pourn=1: 2'=2>1+1=2
Pourn=2: 22=4>2+1=3
Pourn=3: 23=8>3+1=4
Pourn=4: 2'=16>4+1=5
On peut continuer les vérifications pour tous les entiers que 1'on souhaite, mais on ne pourra jamais

affirmer que la proposition est vraie pour tout entier n. Pour démontrer cette proposition, on va faire
appel au raisonnement par récurrence.

Soit P(n) une proposition dépendant d'un entier, et r, un entier fixé.

¢ Si P(ny,) est vraie (initialisation),
e et si pour tout entier n > ny, P(n) = P(n + 1) (hérédité),
alors P(n) est vraie pour tout entier n > .

Démonstration

Ceci est un axiome des mathématiques : c’est une propriété de base, qui ne se démontre pas, mais qui
semble «logique » .

Lidée est simple : si on peut poser la premiére brique d’'un mur, et si a chaque fois qu'on a posé une
brique, on peut en poser une autre par dessus, on peut effectivement construire un mur complet (infini,
certes).

Remarque
Si, pour tout entier n > ny, P(n) = P(n +1), on dit que la propriété P est héréditaire.

Solution
Démontrons maintenant la propriété P(n): «2" = n+1» pour n = 0 par récurrence :

* initialisation : pour n=0,0onabien2°=1>0+1=1.

 hérédité : supposons que la propriété P(n) soit vraie pour un certain »n fixé. Onadonc2” > n+1:
c’est ’hypothése de récurrence
On veut alors démontrerP(n+1), cestadire2™' > (n+1)+1

Si2">n+1 alors 2x2" 2 2(n+1) car2>0
puis 2L > 2p 42
donc 2l _(p+1+1) 2 2n+2—(n+1+1)
et enfin 2l _(p+2) = n=0 carnz=0
On a donc bien 2" > (n + 1)+ 1 : la proposition P(n + 1) est donc vérifiée, et P est donc hé-
réditaire.

On a bien démontrer l'initialisation et I'hérédité : on a donc démontré par récurrence que la propriété
P(n) est vraie pour tout entier 7 :
VneN, 2">2n+1
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Exercice 1.2
Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :

n
nn+1
1. Vnx1, 1+...+n=2k=%
k=1

n
nn+1)2n+1
2. ¥n>=1, 12+...+n2=2k2=M
k=1 6

Solution

. P n(n+1)
1. Soit P la proposition définie pourtoutn>1parP, :«1+...4+ n=—7—».

e Initialisation : pour n =1, on a d'une part la somme qui est réduite a un élément, 1, et d’autre
part @ =1.Donc P, est vraie.

e Hérédité : supposons que la proposition P,, soit vraie pour un certain n > 1, et montrons que
P41 estvraie.

Par hypothese de récurrence, on a donc
n(n+1)
2
Or,14+2+...+(n+1)=(1+2+...n)+(n+1). D’apres 'hypothése de récurrence, on a donc
nn+1 n n+2 n+1)(n+2
1+...+n+(n+1)=¥+(n+l)=(n+l)(5+l):(n+l) 5 =( )2( )

Ainsi, la proposition P, est vraie, et la propriété P est donc héréditaire.
D’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est donc vraie pour tout entier n > 1:

1+2+...+n=

nn+1
Vn>1, 1+...+n=%
nn+1)2n+1
2. Soit Q la proposition définie pour tout n > 1 par Q,, : « 12+...+n2:w».

¢ Initialisation : pour n =1, on a d’'une part 1 = 1, et d’autre part 1(1“)(% =2=1.DoncQ,
est vraie.

» Hérédité : supposons que la proposition Q,, soit vraie pour un certain »n > 1, et montrons
que Q,,,; estvraie.
Par hypothese de récurrence, on a donc

12+2%+...+n°= —n(n+123(2n+1)
Comme précédemment, on a alors
P+.. . +n°+(n+1)F= —n(n+125(2n+1) +(n+1)2=(n+1)(—n(2n+1) +(n+1))
soit
12+...+nz+(n+1)2=(n+l)znz+n—6+6wr6 =(n+1)2nz+++6

Or,(n+2)2(n+1)+1)=(n+2)2n+3)=2n?+7n+6. Donc,
(n+2)2n+3) (n+1)(n+2)2(n+1)+1)
6 B 6
Ainsi, la proposition Q,,;; est vraie, et la propriété Q est donc héréditaire.
D’apreés le principe de récurrence, la proposition Q,, est donc vraie pour tout entier n>1:
nn+1)2n+1)
6

P+... +n2+n+1P2=n+1)

Vn=1, 1°+...+n%=

REFERENCE HISTORIQUE

Meéme si des traces de principe de récurrence ont été trouvées dans les travaux de Pascal (XVlle siécle), ce [---]
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sont Richard Dedekind en 1888 et indépendamment Giuseppe Peano en 1889 qui énoncent le principe
de récurrence tel qu’on le connait.

Le raisonnement par récurrence est également utile pour démontrer des résultats de divisibilité.

Exemple 1.3
Montrer par récurrence que, pour tout entier n, 10" —(—1)" est un multiple de 11.

Solution
Soit P(n) la proposition « 10” —(—1)" est un multiple de 11 »
* initialisation : pour n =0, 10°—(-1)°=0=0x 11.
* hérédité : supposons P(n) vraie pour un certain ». On peut donc écrire 10" —(—1)" =11 x p ou p
est un nombre entier. On a alors

10" = 1lxp+(-1)"
10x10" = 10x11xp+10x(=1)"
10" = 110p+10.(-1)"
10" — (=)™ = 110p+10.(-1)" —(=1)"!
1On+1_(_1)”+1 = 11x 10p+(_1)n[10_(_1)]
10n+1 _(_1)n+1 — 11 x 10p +(—1)n x 11
10n+1_(_1)n+1 = 11x [10p+(—1)n]

Donc 10"*! —(—1)"**! est bien un multiple de 11 : P(n + 1) est vraie.
D’apres le principe de récurrence, on a donc bien démontré P(n) pour tout 7.

2. Récurrence double, récurrence forte

Dans certains cas, la récurrence précédente ne peut étre utilisée, car on a besoin de plus d’informations. On
peut utiliser alors un des deux principes suivants :

Axiome 1.2. Principe de récurrence double

Soit P(n) une proposition dépendant d'un entier 7.

¢ SiP(0) et P(1) sont vraies.

e et si, pour tout entier naturel n, (P(n) et P(n+1)) = P(n+2)
alors P(n) est vraie pour tout entier 7.

Axiome 1.3. Principe de récurrence forte

Soit P(n) une proposition dépendant d'un entier 7.

¢ Si P(0) est vraie.

e et si, pour tout entier naturel n, (P(0),P(1),...,P(n)) = P(n+1)
alors P(n) est vraie pour tout entier 7.

Remarque
On utilisera souvent la récurrence double lorsqu'une relation fait intervenir a la fois n, n+1 et n+2.

Exemple 1.4

Soit u la suite définie par u, =2, u; =3 et pour tout entier naturel n, u,, =3u,.; —2u,. Montrer que,
pour tout entier naturel n, u, =1+2".
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Solution
Soit P la proposition définie pour tout entier n par P(n): «u, =1+2"».
* initialisation: pour n=00na u;=2=1+2%etpour n=10na u; =3 =1+2'. Ainsi P(0) et P(1)
sont vraies.
 hérédité : supposons que les propositions P(n) et P(n + 1) sont vraies pour un certain entier n fixé.
Par hypothese de récurrence, on a donc que u,, =1+42" et u,,,; = 142", Alors, par définition de
u,ona
Upi2 =3Upy1—2Uy
= 3(1+2")—2(1+2")
~—
HR.
=3+43.2"1—2-22"=1432"" 2" =1 422" =1 42"

Ainsi, P(n + 2) est vraie.
D’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est donc vraie pour tout entier n > 1:

Yn, u,=1+2"

| I's Exercice 1.

II. Raisonnement

1. Symboles mathématiques

Nous utiliserons trés souvent plusieurs symboles mathématiques. Ils ne doivent étre utilisés que dans des
phrases mathématiques! Ce ne sont pas des abréviations.

* V signifie « pour tout » ou « quel que soit» .
¢ Jsignifie «il existe » .
¢ lsignifie «il existe un unique » .

On utilise /, | ou simplement «, » pour signifier « tel que » .

Exemple 1.5
Vx eR, 3y €R, y = x + 1 signifie : « pour tout réel x, il existe un unique réel y telque y =x+1».

Exercice 1.6

Traduire les phrases mathématiques suivantes :
e Vx20,3y>20,y2=x
e JxeR, x2+1=x%+x

Solution

* La premiére se traduit par « pour tout réel x positif, il existe un unique y positif tel que y = x ».
Ainsi, cette phrase traduit I'existence de /x pour tout réel x positif.

¢ La deuxiéme se traduit par «il existe un réel x tel que x>+1 = x%+ x » . Elle traduit donc I'existence
d’une solution a I'équation x2+1= x2+ x.

2. Négation

Définition 1.4.

La négation d'une proposition P est la proposition qui est vraie quand P est fausse, et qui est fausse
quand P est vraie. On la note P.

Exemple 1.7
La négation de la proposition x > 1 est x < 1.
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Proposition 1.1.

Lorsqu’on nie une proposition (on écrit sa négation), on échange quantificateur universel et quantifica-
teur existentiel.

Remarque

LanégationdeV x €R,... estdonc 3 x €R,.... Ainsi, pour réfuter une proposition universelle, il suffit
d’exhiber un contre-exemple.

Exercice 1.8

Déterminer la négation de la proposition: 3meR, V x €R, f(x) > m.

Solution
Lanégationest:V meR, 3x R, f(x)<m.

3. Implication et équivalence

Nous disposons aussi de certains connecteurs logiques :

e < :c'est’équivalence, le « si et seulement si» .
* &et=>:lesimplications.

Remarque

Lorsque 'on a A= B, on dit que B est la condition nécessaire, et A la condition suffisante. En effet, il
suffit d’avoir A pour avoir B, et il est nécessaire d’avoir B si on a A.
Lorsqu’on aA <= B, A et B sont des conditions nécessaires et suffisantes.

Définition 1.5.

Si A= B (sens direct), alors sa réciproque est B=A.
Si on a a la fois le sens direct et sa réciproque, on a alors I’équivalence.

Remarque

Ainsi, pour démontrer que certains résultats sont équivalents, on raisonnera par double implications :
on démontrera tout d’abord que A= B, puis que B = A pour conclure que A et B sont équivalentes.

4. Raisonnement direct, par contraposée, et par |'absurde

Théoreme 1.2.

On al’équivalence entre A= B (raisonnement direct) et B = A (raisonnement par contraposée).
Pour démontrer un résultat du type A= B, il est souvent plus commode d’utiliser un raisonnement par
contraposée : on suppose que I'on a B et on démontre qu’alors on a A.

Exemple 1.9
Démontrer que x #0= x2#0

Solution

Un raisonnement direct est compliqué a faire rigoureusement. En revanche, la contraposée de x # 0=
x2#0est x2=0= x =0, qui est vrai. Donc on a bien x 0= x> #0
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Remarque

On peut enfin utiliser un raisonnement par I'absurde : si on veut montrer A= B, on suppose que I'on a
A et B en méme temps, et on essaie d’aboutir a une contradiction.

Exercice 1.10
Démontrer que x # 0= x2 # 0 par I'absurde.

Solution

Par I’absurde, on suppose que x # 0 et que x% = 0. Mais alors, si x> =0, x =0. Or x # 0 : c’est absurde!
Ainsi, notre hypothese de départ est fausse, et x2 #0.

5. Egalité

Méthode
Pour démontrer une égalité :

quantifie les variables.

|

|

|

|

| @® on introduit les variables nécessaires avec les mots « soit » , ou « pour tout » , c’est-a-dire que 'on
|

|

: @ en partant d'un des deux membres, on aboutit a I’autre membre par des égalités successives.

|

|

(® on conclut.

Exemple 1.11
Montrer que pour tous réels a et b, a®>— b®=(a— b)(a®+ab + b?).

Solution
Soient a et b deux réels. Alors, en développant le membre de droite :
(a—Db)a*+ab+b*)=a(a’*+ab+b*)—b(a’*+ab + b?)
=a® +@b +ab —ba’ —ab’—b®
—a3_p3

Ainsi, pour tous réels a et b, a®— b3 =(a—b)a*+ab + b?).

6. Equation et inéquation

Lorsqu’on résout une équation ou une inéquation, il est important de raisonner par équivalence. Si on raisonne
par implication, il est nécessaire de vérifier les résultats obtenus.

Pour résoudre une équation, on peut :

¢ partir de I'équation qu’on modifie (par équivalence) pour aboutir au résultat;
¢ regroupe tous les termes dans un méme membre, et on factorise;
¢ ou enfin, on regroupe tous les termes dans un méme membre, et on étudie une fonction.

Exemple 1.12
Résoudre dans R I'équation In(x) = x —1.

Solution

L'équation s’écrit également In(x)— x + 1 =0. Soit f la fonction définie sur R* par f(x)=In(x)—x +1.
Elle est dérivable sur R, etsa dérivée est

1—x

1
€R*, fllx)=—-1=
VxeR], [fi(x) . e
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On obtient ainsi le tableau de signe et variations suivant :

X 0 1 +00
f(x) + 0 -
0

f(x) /’ \

Ainsi, I'équation f(x)=0admet une unique solution : x = 1.

Méthode
Pour résoudre une inéquation :

@® on quantifie les variables nécessaires avec les mots « soit » , ou « pour tout » .

@ on part de I'’équation ou I'inéquation, et on résout en appliquant différentes propriétés par équiva-
lence

(® ou alors on regroupe tous les termes dans un méme membre, et on factorise, pour dresser un
tableau de signe.

(@ on conclut.

Rappel
Les propriétés suivantes n’ont pas a étre justifiées.
¢ On ne modifie pas une équation en ajoutant un méme nombre, en multipliant ou divisant par un
méme nombre non nul, en simplifiant ou en appliquant une fonction strictement monotone.
¢ Ajouter un terme a une inégalité ne change pas le sens de celle-ci, de méme que multiplier I'inéga-
lité par un méme nombre positif. En revanche, multiplier par un nombre négatif une inégalité
change le sens de celle-ci.

Quand on résout une inéquation, on justifiera toutes les étapes non triviales, par exemple en utilisant les
variations d'une fonction.

Exemple 1.13
Résoudre I'inéquation 3x —3 <1—2x.

Solution
On raisonne par équivalence :

3x—3<1-2x<=5x—-3<1
<=5x<4

4
— X< -
5

Ainsi, & = ]—oo; %[

Remarque

On peut utiliser des mots en francais (« c’est-a-dire » , « si et seulement si«, «soit» ) pour remplacer le
symbole <=, mais aussi pour I'implication (« donc » , « puis »...).

lll. Ensembles
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1. Ensembles et éléments
Définition 1.6.

On appelle ensemble toute collection d’ objets, appelés éléments de cet ensemble.

Pour signifier que I’élément x appartient a un ensemble E, on note x € E. Si x n’appartient pas a E, on
écrit x ¢E.

Exemple 1.14

N, Z,Q,R sont des ensembles usuels. On a v2 € R, mais v2 ¢ Z.
{x1,..., x,} est'ensemble constitué uniquement de x;,... x,,.

Définition 1.7.

Lensemble constitué d’aucun élément est appelé ensemble vide, et est noté @.

Attention

On note @ et non {@}. {7} représente ’ensemble contenant I’ensemble vide.

2. Union, intersection

Définition 1.8.

Soient E et F deux ensembles.

¢ On appelle intersection de E et de F, noté ENF, 'ensemble constitué des éléments qui sont a la
fois dans E et dans F.

¢ On appelle réunion (ou union) de E et de F, noté EUF, 'ensemble constitué des éléments qui
sont dans E ou dans F (voire dans les deux).

E E

& y

ANB AUB

Exemple 1.15
SiA={1;2;4} et B={2;4;5} alors

AUB={1;2;4;5} et ANB={2;4}

3. Inclusion, sous-ensemble

Définition 1.9.

Soit E un ensemble. On dit que F est inclus dans E, et on note F C E, si tous les éléments de F sont aussi
des éléments de E. On dit alors que F est une partie (ou un sous-ensemble) de E.

Exemple 1.16
NCR,{0,1} c{0,1,2}.
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Définition 1.10.

Soit E un ensemble. On appelle ensemble des parties de E, et on note #(E), 'ensemble formé des
sous-ensembles de E.

Exemple 1.17
OnaZ({a,b})={2,{a},{b}.{a,b}}.

Exercice 1.18
Déterminer 2 ({a, b, c}).

Solution
SiE={a,b,c}, alors
P (E)={2,{a},{b},{c} {a,b},{a,c},{b,c},{a, b, c}}

Théoreme 1.3.

Soit E un ensemble possédant n éléments (avec n = 1). Alors & (E) posséde 2" éléments.

Démonstration

Pour construire un sous-ensemble de E, il faut prendre certains éléments de E et pas d’autres. Si on note
X1;-..; X, les éléments de E, alors pour chaque élément x;, on peut soit le prendre, soit ne pas le prendre;
il y a donc 2 possibilités pour chaque élément. Puisqu’il y a n éléments, et que le choix se fait de maniere
indépendante, il y a donc

2%...x2=2" sous-parties

————

n fois

IS Exercice 4.

4. Complémentaire

Définition 1.11.

Soit E un ensemble et A un sous-ensemble de E. On a[_)pelle complémentaire de A, et on note A ou CeA,
I'ensemble des éléments de E qui ne sont pas dans A: A=E\A.

E

»|

I
(=]
=
>

Exemple 1.19
SiE=1{1;2;3;4;5} et A={1;2;4} alors A= {3;5}.

Théoréme 1.4. Lois de de Morgan

Soit E un ensemble, et soient A, B deux sous-ensembles de E.
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Meéthode

Pour montrer une égalité entre deux ensembles, on utilise la double inclusion : si C c D et D c C alors
nécessairement C =D.

Démonstration
e Soit x €AUB. Cela veut dire qu'il n’est pas dans AUB. Donc il n’est ni dans A, ni dans B : il est donc
dansANB.
* Soit € ANB. Il n’est donc pas dans A, et il n’est pas dans B : il n’est donc pas dans AU B. Ainsi,
Xx €AUB.

Lautre égalité se montre de la méme maniere.

I'& Exercices 2 et 3.

5. Produit cartésien
Définition 1.12.

Soient E et F deux ensembles. On appelle produit cartésien de E et F, noté E x F, '’ensemble formé des
couples (a,b)avecacEet b €F.

Exemple 1.20
SiE={a,b}etF={-1,1} alors E xF ={(a,—1),(a,1),(b,—1),(b, 1)}.

Remarque
e SiE=F, on note en général E x E=E2.

¢ On peut généraliser a un produit fini d’ensemble E; x...xE, = l_[ E

Exemple 1.21
Les deux exemples classiques sont R = {(x, y), x €R, y €R} et
R"={(x,,...,x,), x;€R,...,x, €R}

Ainsi, par exemple, (1;—4+/2) € R? et (0;0;1) € R®.

IV. Applications

1. Définition

Définition 1.13.

Soient E et F deux ensembles. Une application (ou fonction) f de E vers F est une transformation qui, a
chaque élément x de E, associe un unique élément y de F. L'élément y de F est alors noté f(x) et est
appelé image de x par f. x est alors un antécédent de y = f(x) par f.

L'ensemble E est appelé ensemble (ou domaine) de définition.

Notation

On note f : E — F pour signifier que f est une application de E vers F.
Lensemble des fonctions de E vers F est noté Z (E, F).
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Exemple 1.22

R - R R - R L
e et x+y  sontdes applications.
X — e (xy y) — T+x2+y2

Remarque

Il'y a, en réalité, une différence entre application et fonction. On peut parler généralement de la fonction
logarithme népérien, sans indiquer qu’elle n’a pas de sens sur R™. En revanche, on parlera de 'applica-
tion logarithme népérien définie sur R}. Dans la pratique, on utilisera quasi-systématiquement le mot
fonction.

Définition 1.14.

Lensemble des points du plan cartésien de coordonnées (x, f(x)) ou1 x est un élément du domaine de
définition de f est appelé courbe représentative de la fonction f.

Remarque
Sil’ensemble de définition d'une fonction n’est pas indiqué, il est convenu que cet ensemble de définition
est le plus grand ensemble sur lequel f(x) existe.

Exercice 1.23
Déterminer le domaine de définition de la fonction f : x — v/ x2—4.

Solution
La fonction f est définie si et seulement si x> —4 > 0. Puisque x2—4 =(x —2)(x +2), et apres tableau de
signe rapide, on obtient 7y =]— 00; —2]U[2;+00[.

2. Opérations sur les fonctions

Définition 1.15.

Soient f et g deux fonctions définies sur le méme ensemble E. Soit A un réel.
* On appelle f + g la fonction définie sur E par (f + g)(x) = f(x)+ g(x).
e On appelle f x g la fonction définie sur E par (f x g)(x) = f(x) x g(x).
On appelle A f la fonction définie sur E par (A f)(x) = A f(x).
On appelle f + A la fonction définie sur E par (f +A)(x)= f(x)+A.
f flx
(x

¢ Si g ne s’annule pas sur E, on appelle é la fonction définie sur E par (E) (x)= EE

A. Crouzet 37 ©@®®O



Chapitre 1 : Raisonnement et vocabulaire ensembliste

Exemple 1.24
Soient f est la fonction définie sur R par f(x) = x? et g la fonction définie sur R par g(x) = e* + 1.
Déterminer f + g et g.

Solution

Par définition, f + g est la fonction définie sur R par (f + g)(x)=x?>+e* + 1 et A

g est la fonction définie

xZ
ertl”

Définition 1.16.

Soit f une fonction définie sur E et prenant ses valeurs dans F.

Soit g une fonction définie sur F et a valeur dans G.

La fonction qui, a tout réel x de E, fait correspondre le réel g(f(x)) est appelée fonction composée de f
suivie de g. On a ainsi

sur R par g(x) =

E—» F -G
x— f(x) —g(f(x)

Cette fonction est notée go f.

Exemple 1.25

R R R R .
Soitf:{ « : 2 etg:{ P : —1 .Déterminer fogetgof.

Solution

On a, pour tout réel x,
gof(x)=x*—1let fog(x)=(x—1)

Remarque
Dans le résultat précédent, on remarque que go f # f og. On dit que la composée n’est pas commutative.

Meéthode

|
|
: Pour déterminer la composée de deux fonctions, on étudiera d’abord les domaines de définition pour
| déterminer le domaine de définition de la fonction composée.

Exemple 1.26
Soit f: x— x>—1etg:x— /x.Déterminer go f.

Solution
go f(x)n’est définie que si f(x)> 0 (car g est la fonction racine, définie sur R*). Or

f(x)20& x €]—o00;—1]U[1;+09]

Ainsi, g o f est définie sur | —oco;—1]U[1;4+00[ par go f(x)=+v x2—1

Proposition 1.5. associativité
Si f:E—F, g:F—G, h:G— H sont trois fonctions, alors
ho(gof)=(hog)of=hogof

I'& Exercices 5 et 6.
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3. Injection, surjection

a. Injection

Définition 1.17.

On dit qu'une fonction f : E — F est injective si f ne prend jamais deux fois la méme valeur :

V(x,x)eE? x #x' = f(x)# f(x)

Remarque
On dispose également de la formulation équivalente suivante (il s’agit de la contraposée de la précédente) :

V(x,x)€E? f(x)=f(x )= x=x

Meéthode

Pour montrer qu'une fonction est injective, on prend deux éléments x et x’ de E vérifiant f(x)= f(x’).
On montre alors que nécessairement x = x’.

Exemple 1.27
Montrer que la fonction f définie sur R par f(x)=e*"! est injective.

Solution

En effet, soient x, x” € R? tels que f(x) = f(x’). On a donc e**! = !, c’est-a-dire x +1 = x’+1 en
composant par la fonction logarithme népérien. On a donc bien x = x’.

Remarque
f :E— F n’est pas injective si et seulement si

I(x,x)eE? f(x)=f(x)etx £ x’

Méthode
Pour montrer qu'une fonction n’est pas injective, on cherche un contre-exemple.

Exemple 1.28
Montrer que la fonction f définie sur R par f(x)= x? n’est pas injective.

Solution
En effet, 1 #—1 et pourtant 1> = (—1)* =1.

Théoréeme 1.6.

Si f:E—Fetg:F — Gsont deux applications injectives, alors g o f : E — G est aussi injective.

Démonstration

Soient x et x” deux éléments de E tels que go f(x) = go f(x). Alors, puisque g(f(x)) = g(f(x")), et comme
g estinjective, on a nécessairement f(x) = f(x’). Or, f est aussi injective : on a donc x = x’. go f est bien
injective.

b. Surjection
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Définition 1.18.

On dit qu'une fonction f : E — F est surjective si tout élément de F posseéde au moins un antécédent par
fdansE:
VyeF,dxe€E, y=f(x)

Meéthode

Pour prouver qu'une fonction f est surjective, il suffit donc de trouver une solution x al’équation f(x)=y
pour tout élément y de F.

Exemple 1.29
Montrer que la fonction f : R — R, définie pour tout x par f(x)=2x —1 est surjective.

Solution
En effet, pourtout y eR, y = f(x) = x = YTH Il existe donc au moins un antécédent a y par la fonction

f.

Meéthode

Pour montrer qu'une fonction n’est pas surjective, on exhibe une valeur qui ne peut étre atteinte par la
fonction.

Exemple 1.30
Montrer que la fonction f : R — R, définie pour tout réel x par f(x)=e* n’est pas surjective.

Solution
Puisque, pour tout réel x, e* > 0, la valeur 0 n'est jamais atteinte par f. Ainsi, f n’est pas surjective.

Remarque
On constate cependant que la fonction précédente est surjective sur R*.

Théoreme 1.7.

Si f:E—Fetg:F — Gsontdeuxapplications surjectives, alors g o f : E — G est aussi surjective.

Démonstration

Soit z un élément de G. Puisque g est surjective, il existe un élément y € F tel que g(y)=z. De plus, f
est surjective, donc il existe un élément x € E tel que f(x)= y. Mais alors

g(f(x)=gly)=2
Donc x est un antécédent de z par la fonction go f.

c. Bijection

Définition 1.19.

On dit qu'une fonction f : E — F est bijective si elle est a la fois injective et surjective. Ainsi, f est bijective
si, et seulement si, chaque élément de F posséde un unique antécédent par f dans E :

VyeFd x€E y=f(x)
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Meéthode

Pour démontrer qu'une fonction f : E — F est bijective, il faut montrer que, pour tout y € F, 'équation
f(x)=y posséde une unique solution dans E.

Exemple 1.31
Montrer que la fonction f définie sur R par f(x)= x —4 est bijective.

Solution
En effet, pour tout y e R, on a
fx)=yox—4=y=x=y+4

Il existe donc bien un unique antécédent a y par f.

Exemple 1.32
Lapplication idg : E — E définie pour tout x de E par idg(x) = x est une bijection de E dans E.

Proposition 1.8.

La fonction idg est le neutre pour la composition :
VfeZEF),L VgeIFE foidg=idgog=g

Démonstration
En effet, pour tout x €E :

foidg(x)= f(idg(x)) = f(x) caridg(x) = x
etpourtout x €F:

idg o g(x) =idg(g(x)) = g(x) car idg(u) = u avecici u = g(x)

Théoreme 1.9.

Soit f : E — F une fonction. f est bijective si, et seulement si, il existe une unique fonction g : F — E, telle
que fog=idgetgo f =idg.
La fonction g est appelée fonction réciproque de f, et est notée g = f~1.

Exemple 1.33
Soit f : R — R définie par f : x — 2x — 1. Soit g : R — R définie par g : x — %31. Montrer que f et g sont
bijectives, et réciproques I'une de I'autre.

Solution
On constate que, pour tout x €R,

fog(x)=2

Ainsi, f est bijective, et sa bijection réciproque est la fonction g.

+1 2x—1)+1
ad —1=xetg0f(x)=%=x

Meéthode

Pour déterminer la fonction réciproque d'une fonction f, on résout 'équation f(x)= y d’inconnue x.
On obtiendra x = g(y) et g représente alors la fonction réciproque.

Exemple 1.34
Soit f : R —R* la fonction définie pour tout réel x par f(x)=e**'. Déterminer f~'.
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Solution
Soit x eR et y €R*. Alors

x+1

fix)=yee

qui a un sens car y > 0. Ainsi x = g(y) avec g : R* — R définie pour tout réel x > 0 par g(x)=In(x)—1.
Donc ft=g.

=y x=In(y)-1

Meéthode

Lorsqu'on donne [ et g et qu'on demande de montrer que g = £, il suffit de montrer que f o g =id et
gof=id

Exemple 1.35

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 4x — 2. Montrer que f~! est la fonction définie sur R par
=252

Solution
Notons g:y — yT”. Alors, pour tous réels x et y,on a
+2 +2
f°g(y)=f(yT)=4(yT)—2=y
(4x—2)+2
goflx)=gldx—2)=—7——=x

Ainsi,on abien fog=Idgetgof=Idg:g=f"1.

Théoréme 1.10.
Soient f :E — F et g : F — G deux fonctions bijectives. Alors g o f : E — G est bijective, et on a

(gofy'=f"og™

Démonstration
En effet,

(f—log_l)o(gof):f_log_logof:f—loidFof:f—lof:idE
et

(gof)o(flog)=gofoflogl=goidpog'=gog'=idg

D’apres le théoréme précédent, g o f est bijective, d’application réciproque f~'og™t.

I= Exercice 7.

4. Image directe, image réciproque

Définition 1.20.

Soit f : E — F une fonction.

¢ SiACE, on appelle image directe de A par f, et on note f(A), 'ensemble composé par les images
par f des éléments deA:

f@)={yeF, IxeA f(x)=y}

 SiBCF, on appelle image réciproque de B par f, et on note f~!(B), 'ensemble composé par les
antécédents par f des éléments de B :

f7'B)={x€E, f(x)eB}
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Exemple 1.36
Soit f : x — x +2. Déterminer f ([0;1]) et £~ ([0;1]).

Solution
Ona:

F0;1)=[2;3] et f(([0;1])=[-2—1]

Attention

On ne confondra pas 'image réciproque d’'un ensemble f~(B) et I'application réciproque d’une applica-
tion f~! lorsque celle-ci existe.

Proposition 1.11.

Soit f : E — F une application. f est surjective si et seulement si f(E)=F.

Démonstration

Si f est surjective, tout élément de F admet au moins un antécédent dans E. Donc f(E)=F.
Réciproquement, si f(E) = F, alors pour tout élément y € F, il existe un x € E tel que f(x) =y : par
définition, f est surjective.

I'& Exercice 8.

5. Restriction
Définition 1.21.

Soit f : E — F une fonction, et G C E. On appelle restriction de f a G, et on note f'|g I'application définie
sur G par

VxeG, flglx)=f(x)

Exemple 1.37
Soit f : R — R définie pour tout réel x par f(x)= x2. f n’est pas injective. En revanche, f | est injective.
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Exercices

Raisonnement et vocabulaire ensembliste

Exercices

Récurrences

000 Exercice 1 Récurrences (40 min.)
Démontrer par récurrence les résultats suivants :
n(n+1) )2

.Vn=1l, 1®+2%+---+n= 5

2. Sia estunréel fixé a >—1,
Vn, (1+a)">1+na (inégalité de Bernoulli)
3. Si u estla suite définie par u, =7 et pour tout entier n, u,,,; =2u, —3, alors
Vn, u,=2"74+3
4. Sig#1, alors N
1—g”
Vn, 1+qg+--+q"= %

5.Yn>1, 143+45+--+2n—1)=n?

Ensemble

000 Exercice 2 Ensembles (5 min.)
Soient les ensembles suivants :
A={1,2,3,4,5,6,7}, B={1,3,57}, C=1{2,4,6}, et D=1{3,6}
Déterminer BND,CND,BUC,BUD. Déterminer les complémentaires dans A de B,C et D.

@00 Exercice 3 Lois de de Morgan et distributivités (10 min.)
Soient E un ensemble, et A, B et C des sous-ensembles de E. Montrer par double inclusion les résultats suivants :
« AUB=ANB
« ANB=AUB
e AUBNC)=(AUB)N(AUC)
¢ AN(BUC)=(ANB)UANC).

o000 Exercice4 Ensemble des parties (5min.)
Déterminer les éléments de £ ({0, 1,2})

Fonctions

000 Exercice 5 Composées (10 min.)
On considere les fonctions f : x — x2,g : x — /X et h: x — x —2. Déterminer 'ensemble de définition et
I'expression des fonctions suivantes :

fog foh,goh hof,hog,gof

000 Exercice 6 Composées (5 min.)
Soit f: x — ﬁ et g: x —e ¥, Déterminer quatre fonctions u, v, w, et z telles que f = uovetg=woz.
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ee0O Exercice 7 Injectivité, surjectivité, bijectivité (15 min.)
Déterminer si les fonctions suivantes sont injectives, surjectives, bijectives.
* f:R— R définie pour tout x €R par f(x)=x2+1.
* g:R* — R définie pour tout x >0 par g(x)= eHin(x)

¢ h:R— R* défini tout x e R par h(x)=
éfinie pour tout x par h(x) ]

e00 Exercice 8 Image directe, image réciproque (5 min.)

Soit f la fonction définie sur R par [ : x — e**L,
Déterminer I'image directe par f de [0; 1]. Déterminer I'image réciproque par f de R* et de [1;e].
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Corrigeés

Raisonnement et vocabulaire ensembliste

Corrigés des exercices

Exercice 1

1. Soit P, la propriété “1%+---+ n® = (22 n(ntl) ) ’ définie pour tout entier n > 1, et montrons par récurrence que
P,, est vraie pour tout n = 1.
o Initialisation : Pour n =1, la somme vaut 13 =1 et

11+1))?
(g) =1%2=1
2
La propriété P, est donc vraie.
¢ Hérédité : supposons la propriété P, vraie pour un certain zn > 1, et montrons que P, est vraie. On sait

donc que
2
13+...+n3 ( n+1)
donc
2
Petn’+(n+1) = (n(nﬂ)) +(n+1)°
Or
2 2
() SRR
2
(e[
2 2
=(n+1)2(";2) =((”+1)2(n+2))
Ainsi,
2
13+---+n3+(n+1)3:((n+1)2ﬂ)

La propriété P,,,; est donc vraie.
Bilan : d’apres le principe de récurrence, la propriété P,, est vraie pour tout n > 1.
2. Linégalité de Bernoulli nous sera utile plus tard. Elle est donc a retenir.
Soit P, la propriété “(1+a)" > 1+ na” définie pour tout entier n > 0. Montrons par récurrence que P, est vraie
pour tout entier naturel n.
« Initialisation: Pour n=0,0ona(l1+a)’=1et1+0xa=1.Ainsi,(1+a)’>1+0xa.
La propriété P, est donc vraie.
* Hérédité : supposons la propriété P, vraie pour un certain n, et montrons que P, est vraie. On sait donc
que
(1+a)">1+na

En multipliant par (14 a) > 0 par hypotheése, on a
(I1+a)1+a)">1+a)l+na)

soit
(1+a)"™>14+(n+1)a+na?

Or na? >0, donc
1+a)"™"'>14+(n+1a+na*>1+(n+1a

La propriété P,,,; est donc vraie.
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Bilan : d’apres le principe de récurrence, la propriété P,, est vraie pour tout n.
3. Soit P, la propriété “u,, =22+ 3” définie pour tout entier n > 0. Montrons par récurrence que P,, est vraie
pour tout entier naturel n.
« Initialisation : pour n=0, u, =7 et 2°*>+3=22+3=7,
La propriété P, est donc vraie.
¢ Hérédité : supposons la propriété P, vraie pour un certain n, et montrons que P,,,; est vraie. On sait donc
que

u,=2""%+3

Or, par définition, u,; =2u, —3. Donc, par hypothese de récurrence (H.R.) :

Uy =2 2243 |—3=2x2"?46-3=2"" 4 3=201"1F2 13
———
HR.
La propriété P, est donc vraie.
Bilan : d’apres le principe de récurrence, la propriété P,, est vraie pour tout n.

4. Cette démonstration peut se faire sans récurrence, en calculant(1—q)(1+qg+---+q").

1— n+1
Soit P, la propriété “1+qg+---+q" = %” définie pour tout entier # = 0. Montrons par récurrence que

P, est vraie pour tout entier naturel 7.

* Initialisation : pour n = 0, la somme est réduite a g° =1 et II_TZ; =1.

La propriété P, est donc vraie.

¢ Hérédité : supposons la propriété P, vraie pour un certain n, et montrons que P,,,; est vraie. On sait donc
que

1— n+1
1+q+...+q":L
1—-¢g
Donc
1+q+._.+qn+qn+1: l_qn+1 +qn+1: l_qn+l+qn+1_qn+2 _ l_qn+2 _ l_q(n+1)+1
l—q l—q l—q l—q
H.R.

La propriété P, est donc vraie.
Bilan : d’apres le principe de récurrence, la propriété P, est vraie pour tout n.
5. Soit P, la propriété “1+3+---+(2n —1) = n?” définie pour tout entier n > 1. Montrons par récurrence que
P, est vraie pour tout entier naturel n > 1.
* Initialisation : pour n = 1, la somme est réduite a 1 et 12 =1.
La propriété P; est donc vraie.
¢ Hérédité : supposons la propriété P, vraie pour un certain n > 1, et montrons que P,,; est vraie. On sait
donc que
14+3+-+(2n—1)=n?
Donc,
1+3+-+2n—-1)+@2n+1)= n? +2n+1)=(n+1)y>*
i

La propriété P,,,; est donc vraie.
Bilan : d’apres le principe de récurrence, la propriété P,, est vraie pour tout n > 1.

Exercice 2
Exercice rapide pour bien maitriser les différents concepts. On obtient :

BND={3}, CnD={6}, BuC={1,2,3,4,56,7}=A, BUD={1,3,5,6,7}

Enfin, dansA,ona: _ _ _
B:{2,4,6}:C; C:{1r3)517}:B’ D:{1’2’4’5’7}
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Exercice 3

On raisonne par double inclusion : siAC B et BCAalorsA=B.

o [C]:six €AUB, cela veut dire que x n'est pas dans AUB, dont il n’est ni dans A, ni dans B. Il est ainsi dans A
et B:donc x eANB.

[D]:si x €ANB, cela veut dire que x n’est pas dans A et x n’est pas dans B. Il n’est donc ni dans A, ni dans B,
donc pas dans AUB. Ainsi, x €cAUB

* [C]:si x €ANB, cela veut dire que x n’est pas dans AN B, donc il n’est pas dans A, ou pas dans B. Donc il est
dans A ou dans B : donc x eAUB.

[>]:si x €AUB, cela veut dire que x est dans A ou dans B. Ainsi, il n’est pas dans A ou pas dans B. Dans tous
les cas, il n’est pas dansANB : x €ANB.

e [C]:six €AU(BNC), celaveut dire que x est dans A, ou dans BNC, donc dans A ou dans B et C. Dans tous
les cas, il est dansAUB et dansAUC : x e (AUB)N(AUC).

[D]:six e(AUB)N(AUC), cela veut dire que x est dansAUB et dans AUC. Donc x est dans A, ou alors il est
dans B et C, donc dansAoudans BNC: x eAU(BNC).

e [c]:six €eAN(BUC), cela veut dire que x est dans A et dans BUC, donc dans A et dans B ou C. Donc x est
dansAetB,oudansAetC: x €(ANB)U(ANC).[D]:si x € ANB)U(ANC), cela veut dire que x est dansANB ou
dansANC, donc dans A et B, ou dans A et C. Dans tous les cas, x est dansAetdans BouC: x eAN(BUC).

Exercice 4
On doit déterminer tous les sous-ensembles de {0,1,2} :
* a0 élément,iln'yaque@.
e aléléments,ilya{0},{1} et {2}.
e a2éléments,ilya{0,1},{0,2} et {1,2}.
¢ a3éléments, il n'ya que {0,1,2}.
Ainsi,
2 ({0,1,2})={2,{0}, {1}, {2},{0,1},{0,2},{1,2},{0, 1, 2}}

On obtient bien 22 = 8 sous ensembles.

Exercice 5

Remarquons tout d’abord que f est définie sur R, g est définie sur R* et h est définie sur R. De plus, f est
toujours positive, et i est positive sur [2;+00[. Ainsi :

¢ fog estdéfinie sur R, et pour tout x =0, fog(x)= (\/_) =x.

* foh estdéfinie sur R, et pour tout x €R, f o h(x)=(x—2)°.

e goh estdéfinie sur [2;+00], et pour tout x =2, go h(x) = v —2.
¢ ho f estdéfinie sur R, et pour tout x €R, ho f(x)=

¢ hog estdéfinie sur R*, et pour tout x >0, hog(x)= 1/— 2

* go f estdéfinie sur R, et pour tout x €R, go f(x)=vVx2=|x|.

Exercice 6
On peut écrire f sous la forme % avec v: x — x2+1.Ainsi, f = uov avec u:x»—>%etv:x~—>x2+1.
De méme, g s'écrit e* avec z : x — —x2. Ainsi, g=wozavec w: x —e* etz :x ——x2

Exercice 7

¢ Injectivité. Rappel de la méthode : pour montrer qu'une fonction est injective, on écrit f(x) = f(x’) et on
essaie de montrer que x = x’. Pour montrer qu’elle n'est pas injective, on exhibe un contre-exemple.

f n’est pas injective sur R. En effet, —1 # 1 et pourtant f(—1)= f(1)=

g estinjective sur R%. En effet, soient x et x” deux réels strictement positifs. Alors

3+In(x) 3+In(x’)

gx)=g(x)=e =e < 3+In(x)=3+1In(x’) car exp est strictement croissante sur R.

Ainsi, In(x) =In(x") puis x = x’ car la fonction In est strictement croissante sur R .
h est injective sur R. En effet, soient x et x” deux réels. Alors

h(x)=h(x") & & x*+1=x"+1 en appliquant la fonction inverse

x3+1 xB+1
donc x® = x” puis x = x’ car la fonction cube est strictement croissante sur R.
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* Surjectivité. Rappel de la méthode : pour montrer qu'une fonction est surjective sur un ensemble, on prend y
un élément de cet ensemble, et on lui cherche au moins un antécédent. Pour montrer qu'elle n'est pas surjective,
on exhibe un élément y de cet ensemble qui nest pas atteint par la fonction.

f est pas surjective. En effet, pour tout réel x, x> +1 > 1, donc (par exemple) 0 n’est jamais atteint par la
fonction f. En revanche, elle est surjective sur[1;+09].

g n'est pas surjective. En effet, pour tout réel x > 0, g(x) > 0 (car une exponentielle est toujours positive), donc
(par exemple) —1 n’est jamais atteint par la fonction g. En revanche, elle est surjective sur ]0;+00.

1

h est surjective. En effet, soit y € R*. Alors h(x) = y nous donne —-5 = y puis x* = %—1 (y #0) et enfin

x=3/ % —1 (fonction qui est bien définie sur R).
 Bijectivité. f n’étant pas injective, elle n’est a fortiori par bijective. De méme, g n’étant pas surjective, elle
n’est pas bijective. Enfin, h étant a la fois injective et surjective, elle est bijective.

Exercice 8
Pour tout x dans [0;1], x + 1 parcourt [1;2]. Par stricte croissance de exp, e**! parcourt alors [el; ez]. Donc

F0;1]) =[e;e?]
Enfin e**! est dans [1; €] si et seulement si x + 1 est dans [In(1);In(e)] =[0; 1], et donc si x €[—1;0] :

(1 e)=[-1;0]
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Chapitre

Utilisation des symboles > et I1

Résumé
rLe but de ce (petit) chapitre est d'introduire les symboles 3. et I1 que l'on utilisera régulierement au cours
de l'année.
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Chapitre 2 : Utilisation des symboles ¥ et TI

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@ maitriser les symboles et [ | :

¢ le changement de variable dans une somme ............ ..ottt m|
¢ Ja simplification d'une somme télescopique. ...........covuiiniiiiiiiiii i m|
(®» connaitre la définition de la factorielle ......... ... i O

(® connaitre les propriétés delafactorielle.............oiuiini i e
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I. Définitions et propriétés

1. Définition

Définition 2.1.

Soient n et p deux entiers tels que p < n. Onnote [p, n]={p;p+1;---;n}.

Exemple 2.1
Par exemple, [2, 5] ={2,3,4,5}.

Remarque
Ilya n entiers dans [1, n], et n+1 entiers dans [0, n]. llya n—p + 1 entiers dans [ p, n].

Exemple 2.2
Ily a7 entiers dans [[2, 8].

Définition 2.2.

e Soient ay, a,,---,a, desréels. On note

n
Zﬂk=a0+a1+"'an
k=0

et on lit “somme de k=0 a n des a;”.
e Soienta,,---,a, des réels (p < n). On note

n

Zakzap+---+an

k=p
etonlit “somme de k =p a n des a;”.

Exemple 2.3

n
Par exemple, In(2)+1In(3)+-:-+In(n) = Zln(k).
k=2

Exercice 2.4

30 p
Ecrire la notation en extension de Z ket Z V.
k=2 n=1

1 1
Ecrire a I'aide du symbole > I'expression 1+ 3 +eet > et2+4+6+---+18.

Solution

On a, rapidement :
30

© D k=2+3+-+30,
k=2

p
. Zﬁ:1+«/§+---+\/—,
=1

n
o1 N2
+3 L + %k

© 2444 4+18= Z
k=
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Remarque
n 1
Lordre de la sommation n’a pas d’'importance. Ainsi Z k? représente la méme somme que Z k2.
k=1 k=n
Remarque
n
On définit de la méme maniére a, X @, X - X a, = l_[ ar.
k=p

Définition 2.3. Factorielle

n
Soit n un entier non nul. On appelle factorielle de 7, et on note n!, le nombre n!= l_[ k.

k=1
Par convention, 0! =1.

Remarque
Onaainsil!=1,2!=1x2=2et3!=1x2x3=6.

Proposition 2.1.

Pour tout entier n > 1,0on a

(n+1)=(n+1)xn!

Démonstration

En effet, par définition,
(n+1)=1x2x---xnx(n+1l)=n!x(n+1)
N————

=n!

Exercice 2.5

(n+2)

Pour n > 1, simplifier '
n!

Solution
ona (n+2) _(n+2)n+1n!
n+2) (n+2)(n+1)n!
= =(n+2)(n+1)
n! n!
2. Premiéere propriétés
Soient deux entiers p et n tels que p < n, soient Ay, Ay, b,,, .-+, b, des réels.
e Linéarité:
n n n
D (@x+b)=> a+> b
k=p k=p k=p

VAER, ix.akzkiak
k=p k=p

o Relation de Chasles : pour tout entier m > n,

m n m
D= act >, a
k=p k=p k=n+1

. ﬁ(ak X bk):ﬁak Xl_[bk
k=p p

k= k=p
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o V2, [ [a)=2"""] Ja
k=p k=p

3. Inetexp

Propriété 2.2.

e Pour tousréels a,, -, a,, ona

4. Sommes usuelles

Proposition 2.3.
On dispose des résultats suivants :
= n(n+1)
k=
k=1 2
i 2= n(n+1)2n+1)
k=1 6
n _ n+l
g = %(Si q#1)
k=0

Démonstration
Elles ont été vues dans le chapitre précédent.

Il. Changement de variables

1. Variables muettes

Remarque

n
Lorsqu’on écrit Z ay, la variable k est appelée variable muette : on peut la remplacer par n'importe
k=p

quelle autre lettre non utilisée :
n

n n
a=2 4= a
k=p i=p

z=p

2. Changement de variable

Puisque la variable d'une somme est muette, on peut faire un changement de variable, qui consiste a ré-écrire
la somme différemment.
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Proposition 2.4.

Soient p < n deux entiers, [ un entier, et a,.;,---a,.; des réels. Alors
p+1 n+l

n+l n
S a=Ya
k=p+l j=p

On a effectué le changement de variable j = k—1 : ainsi, si k = p +, alors j = p. De méme, k =n+1
amene j =n.

Meéthode

Pour faire un changement de variable j = f(k), on procede en remplagant toutes les occurrences de k
par son expression en fonction de j, mais on n’oublie pas de changer les bornes en conséquence!

Exemple 2.6

n
Calculer S = Z(n —k)enposant j=n—k.
k=0

Solution
Posons j =n—k. Alors

car 'ordre de la somme des termes n'importe pas. On a donc
n(n+1
g= M+l
2

3. Sommes doubles

Remarque

On peut envisager de calculer des sommes de sommes. Dans ce cas, on fera attention a utiliser deux
variables différentes.

Exemple 2.7
La somme suivante est une somme double :

N
N

ij

i=1 j=1

Remarque
On peut calculer la somme précédente. En effet, lorsqu’on somme sur j, la variable i est une variable

indépendante. Ainsi
.. o, n(n+D)n(n+1l) (n(n+1))?
DDl M (M)

i=1 j=1 i=1 j=1

Dans certains cas, on ne peut pas séparer les variables, quand une somme dépend d’une des variables.

Par exemple,
n i
2.2

i=1 j=1
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Dans ce cas, on peut calculer la somme, mais en étant rigoureux :

n L i) 1, . 1(am+DEa+]) n(n+l)
ZZI=Z”2 252’2“25(’1’1 en +nn2 )

n
i=1 j=1 i=1 i=1

lll. Sommes télescopiques

1. Définition
Définition 2.4.

Soient ay, -, a,., des réels. On appelle somme télescopique une somme de la forme

n
Z A1 — A
k=0

Exemple 2.8

n

1 1

La somme Z 1k est une somme télescopique.
=1kt

2. Simplification

Proposition 2.5.

n
Soit §,, = deﬂ —ay. Alors

k=0
Sn =0ap+1— Qo
Démonstration
En effet,
Sy =(ay—ap)+(ay—ay)+(az—ay) +--+(a, — ap_1)+ (a1 — a,) =—ay+ Gpiq
Exemple 2.9
- 1
LasommeS, = —— — — se simplifie en
"okl k P
" n+1
Exercice 2.10
n
k+1
Soit S,, = Zln(—). Simplifier S,,.
k=1 k

Solution
On constate en effet, en utilisant les propriétés du logarithme, que

S, =Zln(k+1)—ln(k)
k=1

La somme S,, est donc télescopique. On a donc

S,=In(n+1)—In(1)=In(n+1)
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3. Produits télescopiques

On peut définir également les produits télescopiques, avec un résultat assez similaire a celui des sommes
télescopiques.

Définition 2.5.

Soient ay, -+ a,,,; des réels tous non nuls. On appelle produit télescopique un produit de la forme

n
| | At1
ag

k=0

Exemple 2.11
Le produit

est un produit télescopique.

Proposition 2.6.
n

. Af+1
Soit P,, = | | avec day, - a,,; tous non nuls. Alors P,, =
k=0 K o

Apt1
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Chapitre

Généralités sur les fonctions

Résumé

Dans ce chapitre, on rappelle certaines généralités sur les fonctions, et on ajoute certains compléments
permettant d’étudier les fonctions (parité, périodicité) ainsi que de nouvelles fonctions (valeur absolue,
partie entiere)

« La nature préfére les croissances vertigineuses, ou résolument plus douces, les
exposants et les logarithmes. La nature est par nature non linéaire. »

Paolo Giordano (1982 - ). Contagions
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Chapitre 3 : Généralités sur les fonctions

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(® savoir déterminer certaines caractéristiques d'une fonction :

e parité et PEriOdiCIte ... ... o m|
o lesextrema d' une fONCHON . ..ottt e e e O

(@ connaitre les fonctions usuelles (variations, dérivées, représentation graphique) :

¢ fonctions affines et trinébmes du second degré.......... .. ..ottt iiiii i m|
 fonctions valeur absolue, racine carrée et inVerse. ............oeuvuiereiieneneinenneneenennnn. m|
* fONCHiON PArtie NTIETE .. ... .ottt m|
e fonctions In, eXp et PUISSANCES ... ...euii ittt e e m|
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. Généralités sur les fonctions

1. Notion de fonction
Définition 3.1.

On appelle fonction f, définie sur un domaine I, un objet qui, a partir d'un nombre x de I donné, associe
une unique image noté f(x).

On note x — f(x) pour dire “x, on associe le nombre f(x)”.

Exemple 3.1
¢ Fonction définie graphiquement :

* Fonction définie par une formule : g(x)=3x2+1
¢ Fonction définie par un tableau :

=
~
=
N
—
|
w
[\
rol—| —
o

Définition 3.2.

On appelle ensemble de définition d’une fonction f, noté %, en général, I'ensemble de tous les nombres
x ol on peut calculer f(x) (c’est a dire, ou f(x) est définie).

Exemple 3.2
Dans les exemples précédents :

¢ f est définie graphiquement sur [—3; 1] : en effet, on ne peut calculer f(x)quesi—3 < x < 1.
* g est définie sur R : en effet, pour tout nombre réel x, on peut calculer 3x2 + 1, et donc g(x).
¢ h est définie sur {—2;—1;0;1;2}.

2. Courbe représentative

Définition 3.3.

Soit f une fonction définie sur 7. Soit (O;;]J) un repére (en général orthonormé) du plan. La courbe
représentative (ou représentation graphique) de f, notée ¢y, est'ensemble des points (x; f(x)) ot x
décrit 'ensemble de définition % de f. []
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Y

3. Parité et imparité
Soit f une fonction numérique d’une variable réelle, définie sur 7, de courbe représentative 6.

Définition 3.4.

f est dite paire si
* Vx€%;, —x€% (ledomaine de définition est symétrique par rapport a 0).
s Vxe%r, fl=x)=f(x)

Remarque
f est paire si et seulement si 6 est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

A

Définition 3.5.

f est dite impaire si
* Vx€%;, —x€% (ledomaine de définition est symétrique par rapport a 0).
s Vxe%, f(=x)=—f(x)
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Remarque
f estimpaire si et seulement si 6 est symétrique par rapport a I'origine.

A

Exemple 3.3
La fonction carrée f : x — x? est une fonction paire; la fonction inverse x — % est une fonction impaire.
En effet,

1 1
VxeR, (—xP?=x? et YxeR, —=—o
—Xx X

Méthode
Pour déterminer la parité d'une fonction, on procéde en deux étapes :

¢ On vérifie que le domaine est bien symétrique par rapport a 0.
* Pour un certain x dans %, on calcule f(—x) et on essaie de retrouver f(x) ou—f(x).

Exemple 3.4
Soit f :R — R la fonction définie pour tout x par
fx)=e™

Déterminer la parité de f.

Solution
Le domaine de définition de f est R qui est bien symétrique par rapport a 0. Pour tout x € R, on a alors
flex)=e T =e = f(x)

La fonction f est donc paire.

Méthode
Pour démontrer qu'une fonction n’est ni paire, ni impaire, on exhibe un contre-exemple : on cherche
deux réels x et y dans 7y tels que f(—x) # f(x) et f(—y)#—f(y) (selon le cas, cela peut étre le méme
réel).

Exemple 3.5
Montrer que la fonction f : R — R définie pour tout réel x par f(x)= x?+ x n’est ni paire, ni impaire.
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Solution
En effet, on constate que, pour x =1, on a

fED)=(=1P+(=1)=0
alors que f(1)=12+1=2.Donc f(—1)# f(1) et f(—1)#—f(1) : la fonction n’est ni paire, ni impaire.

4. Périodicité

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle, de courbe représentative 6.

Définition 3.6.

On dit que f est périodique de période T > 0si:
-Vxe@f, x+T€@f
s Vxe%:, flx+T)=f(x)

Remarque

La courbe représentative d'une fonction périodique n’est donc qu'une répétition de sa représentation
sur [0; T]. La fonction suivante est périodique, de période 1 :

A

SIS S S

5. Sens de variation

Définition 3.7.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, de courbe représentative 6y dans un repére.

On dit que f est croissante sur I si, pour tous | On dit que f est décroissante sur I si, pour tous

nombres réels u et v de l'intervalle I on a nombres réels u et v de l'intervalle I on a

Siu < wvalors f(u)< f(v) Siu < wvalors f(u)> f(v)
Une fonction croissante conserve 1'ordre Une fonction décroissante change 1'ordre
A A
f(v) ] 1/ (u)
Cy f(u) f(v)
U v U v

Remarque
On définit également la croissance stricte et la décroissance stricte. Une fonction f définie sur un
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intervalle I est dite strictement croissante lorsque pour tout u, v de I'intervalle I

Si u<wvalors f(u) < f(v)

Propriété 3.1.

¢ Lasomme de deux fonctions croissantes (resp. décroissante) est croissante (resp. décroissante).
¢ La composée de deux fonctions ayant le méme sens de variation est croissante.
¢ La composée de deux fonctions ayant des sens de variations contraires est décroissante.

Démonstration

* Soit x < y.Si f et g sont croissantes, alors f(x) < f(y)etg(x) < g(y). En additionnant les inégalités,
f(x)+g(x)< f(y)+g(y): f+ g est bien croissante.
* Soit x < y et f, g deux fonctions croissantes. Alors f(x) < f(y). Puisque g est croissante, on a
également g(f(x)) < g(f(y)): go f estbien croissante.
Les autres inégalités se démontrent de la méme maniere.

Attention
La somme d'une fonction croissante et d'une fonction décroissante peut tout donner!

Théoreme 3.2.

Soit f : 1 — R une application strictement monotone. Alors f est bijective de I sur f(I).

Démonstration

f est par définition surjective sur f(I). Enfin, si x # x/, f(x) # f(x’) car la fonction f est strictement
monotone : donc f est injective, et donc bijective.

| 5 Exercice 1. |

6. Majorant-Minorant

Définition 3.8.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.
¢ f est dite majorée sur I s’il existe un réel M tel que,
Vxel, f(x)sM

M est appelé un majorant de f surl.
¢ f estdite minorée sur I s'il existe un réel m tel que,

Vxel, f(x)=2m

m est appelé un minorant de f surI.
¢ f est dite bornée sur I si elle est a la fois majorée et minorée.
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Majorant

Minorant

7. Maximum-Minimum

Définition 3.9.

f(

On note n)}gxf(x) = f(a).

I(

On note Iileipf(x) = f(a).

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soit 2 un nombre réel de I'intervalle I.
¢ Ondit que f admet un maximum en a si, pour tout réel x de I, on

* Ondit que f admet un minimum en a si, pour tout réel x de I, on

x)< fla)

x)> f(a)

Maximum

Minimum

Remarque
On dit que f(a) est un extremum de f surlsi f(a)

est un minimum ou un maximum de f sur .

Si f(a) est un extremum sur un intervalle ouvert contenant a, mais pas sur I tout entier, on dit que f(a)

est un extremum local en a.

Il. Fonctions de référence

1. Fonctions affines

A. Crouzet
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Définition 3.10.

Une fonction affine est une fonction de la forme f : x — ax + b, ou a et b sont des réels fixés. a est
appelé le coefficient directeur de f et b son ordonnée a I'origine.

Proposition 3.3.

Sa courbe représentative est une droite.
On rappelle le tableau de signe et variations :

e Sia>0:
x —o0o - +00
Signe de f - 0 +
Variation de f / 0 /
e Sia<0:
X —00 —% +00
Signe de f + 0 -

Variation de f \ 0

2. Fonction trindmes

Définition 3.11.

On appelle fonction trindme du second degré a coefficients réels une fonction de la forme f : x —
ax’>+bx+c,aveca,b et c trois réels fixes et a # 0.

Proposition 3.4.

Sa courbe représentative est une parabole.
On rappelle son tableau de variations :

e Sia>0:
X —00 —L +00
2a
Variation de f \ /
b
f=2)
e Sia<0:
x —00 —L +00
2a
b
f(_Za)
Variation de f / \
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Proposition 3.5.

On appelle discriminant du trindme f : x — ax?+ bx + ¢ (a #0) le nombre A= b2 —4ac.
¢ SiA>0, f admet deux racines :

—-b—VA —-b+VA
X1=————— et Xp=—-—
2a 2a
Il se factorise en f(x)=a(x — x;)(x — x,) et son tableau de signe est donné par (en supposant ici
que x; < Xp) :
X —00 X1 X2 +00
Signe de f signedea 0 signede—a 0 signedea

¢ SiA=0, f admet une racine x, = —%. 1l se factorise en f(x)= a(x — x,)? et son tableau de signe
est donné par

X —00 Xo +00

Signe de f signedea 0 signedea

* SiA <0, f nadmet pas de racine réelle et ne se factorise pas sur R. Son tableau de signe est donné
par

Signe de f signe de a

3. Fonction valeur absolue
Définition 3.12.

La fonction valeur absolue est la fonction définie sur R par

x| = x si x20
Tl —x si x<0

Exemple 3.6
[3|=3et|—4|=4.

Remarque
Par construction, la valeur absolue est une fonction paire, décroissante sur R~ et croissante sur R*.
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Propriété 3.6.

Soient x, y deux réels, et n € N.
* |—x|=|x| (parité) lxyl=Ixllyl  Ix"|=lx|* [x]=x*
« Siy#0,|3|=F

lx|=|yl<>x=youx=—y

Siy>0, |x|<ye—y<x<y

Siy>0, |x|z2yex<—youx=y

Théoréme 3.7. Inégalité triangulaire

Pour tous réels x et y,
lx+yI<lxl+lyl et |lx|-lyl|<|x—y|

Remarque
Si x et y sont des réels, |x — y| représente la distance entre les points A d’abscisse x et B d’abscisse y.

Az) B(y)

[z =y

Ainsi [4—1| =3 car la distance entre le point A(1) et le point B(4) est de 3.

Démonstration
Calculons (|x|+|y|)?—|x+ y|?:
(xl+1yD? =1x +y P = (x> +2]x| - [y +]y ) = (x + y)?
=x*+2/x|-|y|—(x*+2xy +y)
=2(lxyl—xy)
Or, par définition de la valeur absolue, |xy|—xy > 0. Donc (|x|+|y|)?—|x + y|*> > 0, c’est-a-dire
(xl+1y?=lx+yl?

Puisque les deux nombres |x|+|y| et |x + y| sont positifs, cela implique que |x|+|y| = |x + y|.
La deuxiéme inégalité se traite de la méme maniere.

4. Fonctions racine carrée et inverse

a. Fonction inverse
Définition 3.13.

La fonction inverse est la fonction f, définie sur R*, par f(x)= %
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A
T1
I I I I ' I I e
0 1
Propriété 3.8.
* Lafonction inverse est impaire : ¥ x e R*, L =—1.
* Son tableau de variations est :
X —00 0 +00

f(x)

e Pourtoutréela £0, 1 =a < x=1.

b. Fonction racine carrée
Définition 3.14.

Pour tout x € R¥, 4/X = x? est I'unique réel positif dont le carré est x :
Vx>0 et (VxP=x

La fonction x — /X est appelée fonction racine carrée.
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<
]
x

y=vr
Propriété 3.9.
e /0=0,v1=1.
¢ Pour tous réels positifs x et y :
Jx X
JIV=VEYT, WEP=x  etsiy#0, Yo=4(2
vy \Y
¢ Pour tout réel x, v x2 =|x|.

5. Fonction logarithme népérien

Définition 3.15.

La fonction logarithme népérien, notée In, est I'unique fonction définie sur R* telle que

Y x>0,

°
~
IS

Propriété 3.10.

¢ Lafonction In est strictement croissante sur RY.
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e Pour tousréels x et y de R%,

1
In(xy)=In(x)+In(y) et ln(;) =—In(y)
Ainsi,
ln(%):ln(x)—ln(y) Vnez, In(x")=nln(x)
1
In(vx)= 7 In(x)
¢ Gréce a la stricte croissance de In, pour tous réels x, y strictement positifs :

In(x)=In(y)ex=y et Inx)<ln(y)ex<y

En particulier In(x)=0< x=1etln(x)=1< x =eavece~2,718.

REFERENCE HISTORIQUE

John Neper inventa les logarithmes vers 1613. Le logarithme le plus utilisé (dit en “base e”) porte ainsi

son nom.

6. Fonction exponentielle

Définition 3.16.

La fonction exponentielle, noté exp, est 'unique fonction définie sur R dont la dérivée est elle-méme, et

telle que exp(0) = 1. On note exp(x)=e*.

Propriété 3.11.

La fonction exp est strictement croissante et positive sur R.
Par définition, e® =1, ete! =e.
Pour tous réels x et y,

exp(x +y)=exp(x)exply) et exp(—x)=

Ainsi,

exp(x)
exp(y)
Gréce a la stricte croissance de exp, pour tout réels x et y :

exp(x—y)= et VneZ, (exp(x))"=exp(nx)

exp(x)=exp(y)e=x=y et exp(x)<exp(y)ex<y
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REFERENCE HISTORIQUE

Le mot “exponentiel” a été introduit pour la premiére fois par Jean Bernoulli en 1694, dans une cor-
respondance avec Leibniz. La notation e est due a Leonhard Euler, utilisée pour la premiere fois en
1728.

Remarque
La fonction exponentielle est la fonction réciproque de la fonction logarithme népérien :

e Pour tout réel x, In(e*) = x.
 Pour tout réel x > 0, e = x,
¢ Pour toutréel x, et toutréel y >0,e* =y < x =In(y).

Ainsi, on retiendra également que In(e) = 1.

Propriété 3.12. Comparaison In, exp, x — x

Pour tout réel x >0, on a
In(x) < x < exp(x)

et les courbes représentatives de exp et In sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

7. Fonctions puissances

Les fonctions puissances généralisent les fonctions x — x" avec n € N.

Définition 3.17.

Soit o € R. Pour tout réel x € R?, on note

Remarque
Attention : I'écriture x* n’est qu'une notation. En pratique, on repassera toujours a I'écrire (%),

Propriété 3.13.

Les fonctions puissances possedent les mémes régles de calcul que les puissances entieres :
e V(o,p)eR?, Vx €R?, xP = x 2 xB,

1
e VaeR, V(x,y)e® ) (xxy)*=x"y* et x‘“zﬁ.Ainsi,

x¢ x\* x¢
(xP=x® o P=" et (=] =—
p o

x y y
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Démonstration
Les démonstrations sont toutes sur le méme modele. Soit (a, p) € R? et x > 0. Alors

xu+[§ — e(a+[5)ln(x) — ealn(x)+[51n(x) — ealn(x)e[:}ln(x) — xux[b

ol on utilise les propriétés de la fonction exponentielle.

Remarque
Ainsi, pour tout x >0 et n € N¥,

() =+

1 . PP
En particulier, v x = x? pour x > 0. Par abus d’écriture, on confondra les deux écritures pour x > 0.

La représentation graphique des fonctions puissances dépend de o :

Propriété 3.14.

Cas a>1

Casa>1 CasO<a<1 Casa<0

Remarque
On dispose d’autres fonctions puissances, dans le cas ou la variable x est un exposant.
Pour tout réel a > 0, on définit la fonction x — a* par

V X ER, ax — exln(a)

Ainsi, les fonctions du type x — x“ sont définies sur R¥, alors que les fonctions du type x — a* sont
définies sur R. Dans les deux cas, elles vérifient les propriétés sur les puissances.

IS Exercices 2, 3, 4 et 5.

8. Fonction partie entiere

Définition 3.18.

Soit x un nombre réel. On appelle partie entiére de x, et on note E(x), [x] ou|x], le plus grand nombre
entier inférieur ou égal a x.

Remarque
On utilisera en général la notation [x], voire | x|.

Exemple 3.7
Ainsi, [3,2] =3, [n]=3, [-3,2] =—4.
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v

Propriété 3.15.

VxeR, [x]€Z.
VxR, [x]< x pardéfinition.
VxeR, x<[x]+1 aussipar définition. Ainsi,

VxeR, [x]<x<[x]+1

On a également la relation
VxeR, x—-1<[x]<x

La fonction partie entiére est constante par morceaux : pour tout x € [n;n+1[ (ou n € Z), [x]=n.

Définition 3.19.

Soit x un nombre réel. On appelle partie entiére supérieure, et on note [x], le plus petit nombre entier
supérieur ou égal a x.

Remarque
On dispose également d'une inégalité pratique: ¥V x €R, [x]—1 < x <[x].

IS Exercice 8.

9. Maximum, minimum de deux fonctions

Définition 3.20.

Soient f et g deux fonctions définies sur un méme intervalle I.

¢ On appelle maximum de f et g, et on note max(f, g) 'application qui a tout réel x €1 associe le
plus grand des deux nombres f(x) et g(x).

¢ On appelle minimum de f et g, et on note min(f, g) I'application qui a tout réel x €1 associe le
plus petit des deux nombres f(x) et g(x).

Exemple 3.8
Sif:x— x?etg:x—e”, onobtient la figure suivante :
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min(f,g)

. :
-5 -4

Théoréeme 3.16.

Soient f et g deux fonctions définies sur un méme intervalle I. Alors, pour tout réel x €1 :

max(f, g)(x) = f(X)+g(x)+2|f(x)—g(x)| et min(f,g)(x)= f(x)+g(x)—2|f(x)—g(x)|

Démonstration
Si f(x) > g(x), alors | f(x)—g(x)|= f(x)—g(x)etdonc

f(x)+g(x)+2 1f(x)—g(x)l _ f(x)+g(x)zf ()78 _ ¢) = maxtf, g)(x)
(CLE GO DN ORHOR O R R—p———

Si cette fois-ci f(x) < g(x) alors | f(x)—g(x)|=|g(x)— f(x)| = g(x)— f(x). Ainsi :
f(x)+g(X)+2|f(x)—g(X)| _ f(x)+g(X)42rg(x)—f(x) _ g(x)=max(f, g)(x)

Jx)+g(x)—|f(x)—g(x) _ flx)+g(x)—(gx)—f(x)

; = 2 = f(x)=min(f,g)(x)
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Exercices

Généralités sur les fonctions

Exercices

Calculs et démonstrations

ee0O Exercice 1 (10min.)
Déterminer le sens de variations des fonctions x — ax+b (a #0), x — x% et x — % en revenant a la définition.

o000 Exercice 2 Puissances, logarithmes et exponentielles (10 min.)
1. Exprimer les puissances suivantes a I’aide de puissance de 2 et de 3 :
4t 9 6° 36*
2. Exprimer In(24), In(72) et In(+12) en fonction de In(2) et In(3).
3. Simplifier les expressions suivantes :

Ae exp(2x2—1) C= In(2x) E =exp(In(3))
exp(2x—1) In(x) F =exp(3In(2))
B = exp(x? +1)—(exp(x))? D =In(2x)—In(x) G =exp(—In(5))

Equations, inéquations

@00 Exercice 3 (25 min.)
Résoudre les équations suivantes :
1. (B):x*+x%2—-2=0
. (Es):exp(2x)+exp(x)—6=0
(E3):In(x)?+2In(x)—3=0.
(Ep:x=4x+2
(Es):e*+e* =

QNN

Méthode
On rappelle que dans le cas d’équation proche d'une équation du second degré, on change de variable
inconnue pour se ramener a une équation de ce type.

e00O Exercice 4 (30 min.)
Résoudre les inégalités suivantes :
1. 2x+1)3x—1)>0
4x+3
=
2x+1
1-2x
>
x+1
5x2—10x+4<0

2.

In2x+1)<In(x+7)
2x342x<2x

2% » 3x-1

N o o -
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Exercice 5 (10 min.)
Montrer les résultats suivants :

Y x>0, \i> 2 Vx, eXtlger 2
x+1 x+4

Définitions et parités

Exercice 6 Domaine de définition (10 min.)
Déterminer I’ensemble de définition des fonctions suivantes :
Vv2x+1

_ cx—In(2x?+2x—12
X2+5x+6 g1 ( )

fix—
Exercice 7 Parités (15 min.)
Déterminer la parité des fonctions suivantes :

2
f:len(x +1)

x+1
. g:x Hln(—) hex— x(x2+2Pe" 1 +3)

x—1
Pour aller plus loin

Exercice 8 (10 min.)
Soit f : x — x —[x]. Etudier la monotonie de f. Que représente f(x) pour un réel x ? Représenter f.

Exercice 9 (10 min.)
Soit f : Z — R définie pour tout entier x par f(x)=(—1)*. Déterminer 'image dela fonction f, f(Z). Déterminer
I'image réciproque par f de {1}.

Exercice 10 (10 min.)

Soit (E): mx%+ x(2m —1)—2=0 ou x et m sont des réels.
1. Soit m fixé. Résoudre I'équation (E) d'inconnue x.
2. Soit x fixé. Résoudre I’équation (E) d'inconnue m.
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Corrigeés

Généralités sur les fonctions

Corrigés des exercices

Exercice 1
Notons f:x—ax+b,g:x—x?eth:x— ~.
¢ (f dansle cas a > 0) Soient x et y deuxréels telsque x < y.Alorsax <ay (cara>0) puisax+b <ay+Db,
soit f(x) < f(y): ainsi f est strictement croissante sur R.
* (f dansle cas a < 0) Soient x et y deuxréels telsque x < y.Alorsax >ay (cara <0) puisax+b>ay+Db,
soit f(x)> f(y):ainsi f est strictement décroissante sur R.
¢ Soient x et y deux réels tels que x < y. Calculons f(y)— f(x):
fO)—f)=y*—x*=(y —x)y +x)

Puisque x <y, y—x>0.SurR*, y + x > 0etdonc f(y)— f(x)>0: f eststrictement croissante sur R*.
SurR™, y+x <0donc f(y)— f(x)<0: f eststrictement décroissante sur R™.
¢ Soient x et y deux réels non nuls tels que x < y. Calculons f(y)— f(x):
1 1 x-—y
— X)=———=—
R O

SurR%, xy >0etx—y <O0car x <y.Ainsi, f(y)— f(x) <0et f est strictement décroissante sur R¥.
SurR*, xy >0et x—y <0donc f(y)— f(x)<0et f est également strictement décroissante sur
R*.

Exercice 2

Remarque
On utilise les propriétés des fonctions puissances, logarithme et exponentielle qu’on évitera d’inverser.

1. Ona:
44 — (22)4 — 28 97 — (32)7 — 314 63 — (3 x 2)3 — 3323 364 — (32 x 22)4 — 3828
2. Ona24=3x 23, Par propriétés de la fonction logarithme,
In(24) =1In(3 x 23) =1n(3) + In(2®) = In(3) + 31n(2)

De méme, 72 =23 x 32 donc
In(72) =1n(233%) = 31n(2) + 21n(3)

Enfin, 12 =3 x 22 donc . .
In(v12)= > In(12) = E(ln(?)) +2In(2))

3. On utilise les propriétés des fonctions exponentielle et logarithme quand c’est possible :

2_
_ 221 _ atmin) _ gavies B el _ (e = e¥H _ g2 _In2)+In(x) _ In(2) +1
e2x—1 In(x) In(x)
: 1
D =In(2)+In(x)—In(x) =In(2) E=e"® =3 F=e¥n@ =) =23 _g G=e MO = /5 = :
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Exercice 3
1. OnposeX=x2.(E,) s'écrit alors X> +X—2=0.
Son discriminant vaut A =12—4 x 1 x —2 =9, et le trinome posséde donc deux solutions : X; = =52 =—2 et

X,=52=1.
On revient a I'inconnue de départ. Nous avons donc X = 1 soit x? = 1, ce qui nous donne finalement deux

solutions: x=1loux=-—1:
S ={-1;1}

2. (E,) s'écrit également (e*)* +e* —6 = 0. On pose X = e*. (E,) devient alors X2+ X—6 = 0. Ce trinéme posséde
deux solutions, qui sont —3 et 2.
On revient a 'inconnue de départ : nous avons donc e* =—3, ce qui est impossible, ou e* =2 soit x =In(2).
Ainsi :

< ={In(2)}

3. On pose X =In(x). (E3) devient X? +2X—3 = 0. Ce trinéme posséde deux solutions : —3 et 1.
On revient a I'inconnue de départ : on a donc In(x) = —3, soit x =73, ouIn(x) =1, soit x =e. Ainsi :

s ={e3e}

4. On constate que (E,) s’écrit (v/x)?>— +/x —2=0. On pose alors X = y/x. (E,) s’écrit alors X> —X—2=0. Ce
trindme posséde deux solutions : —1 et 2.
On revient a I'inconnue de départ : /x =—1, ce qui est impossible, ou v/x =2, c’est-a-dire x = 4. Ainsi

5. (Es) s’écrit également (e*)? + 1 —2e* = 0 en multipliant par e* # 0. On pose alors X = e*. (E;5) s'écrit alors
X?—2X+1=0 qui posséde une unique solution : 1.
On revient a 'inconnue de départ : e* =1, c’est-a-dire x =0. Ainsi

Exercice 4

Meéthode

|
I
: Dans la plupart des cas, pour déterminer le signe d'une expression, on essaie de factoriser au maximum
| puis de faire un tableau de signe.

|

1. Ondresse le tableau de signe :

X —00 —3 3 +00
2x+1 - 0 + +
3x—1 - - 0 +

(2x+1)(3x—1) + 06 - 0 +

Ainsi,
1 1
oo
2 3
2. Ondresse le tableau de signe, en oubliant pas les doubles barres en cas de non-définition.

x —00 -3 — +00
4x + 3 — 0 + +
2x +1 - - 0 +
4x+3
+ 0 - +
2x+1
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Ainsi,
i1l
S = [-o0;——|U |—=;+00
4 2
3. Ondresse le tableau de signe.
x —00 -1 3 +00

1-2x + + 0 -

x+1 - 0 + +

1-2x

x+1
Ainsi,

1
S = ]—1; —[
2
4. Pour les trindbmes du second degré, on dispose d'un théoreme. Le discriminant ici vaut A =20, donc le
A . . 10—+/20 10++/20 . . .
trinéme dispose de deux racines : x; = T et x,= TR Ainsi, puisque 5 > 0, on dispose du
tableau de signes suivant :
X —00 X1 X2 +00
5x?—10x +4 + 0 - 0 +
Ainsi
S =[x1; %]

5. L'équation n'a de sens que si 2x +1>0 et x +7 > 0, c'est-a-dire x > —% et x >—7. On se place donc sur
]—%; +oo[. Par stricte croissance de la fonction logarithme :

In2x+1)<In(x+7)=2x+1<x+7<x<6
Ainsi,

oo

2x°42x<2x 22x° +4x <0 2x(x*+2)<0

6. Ona

x%+2> 0 pour tout réel x, donc ce produit est du signe de 2x. Ainsi
I =R"
7. Les fonctions sont définies sur R. On a alors
2x > 3x71 PN exln[2) > e(xfl)ln(S)
et par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R :
2°>3" 1= xIn(2) = (x—1)In(3)
soit
—In(3) In(3)

X x—1 — —
2" 23" < x(In(2)—In(3)) =2 —In(3) &= x < n2)—In@) ~ In@3)—In(2) car In(2)—In(3)<0

Ainsi
In(3)
In(3)—1n(2)
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Exercice 5
1. Pour x >0,0na x +1 < x +4. Par décroissance de la fonction inverse sur R*, on a
1 1
>
x+1 x+4
soit
2 S 2
=
x+1 x+4

Enfin, par stricte croissance de la fonction racine sur R* :

\ 2 \ 2
=
x+1 x+4

- ex2+272x71 - ex272x+1
e2x+1

2. Calculons ]
e)c‘+2

Or, pour tout réel x, x>—2x +1=(x—1)? > 0. Donc, par croissance de la fonction exponentielle sur R,

2_.
ex 2x+1 > eO =1

Ainsi,
ex2+2

e2x+1 =

Enfin, puisque €>**! > 0, on en déduit bien

2
ex +2 > er+1

Exercice 6

Meéthode

1
1
: Pour déterminer le domaine de définition d’'une fonction, on détermine toutes les conditions d’existence
| (racine, dénominateur, logarithme,...). On conclut ensuite.

Pour la fonction f, nous avons deux conditions :
» V2x+1 n'est définie que si 2x + 1> 0 soit x >—1.

* Le quotient n'a un sens que si x2+5x +6 # 0. Le discriminant de ce trindme vaut A = 1. Ce trinbme posséde
donc deux racines : x, = =5~ =—3 et x, = 57 =—2. Il faut donc également que x # —2 et x #—3.

Bilan : la fonction f est donc définie sur [—%; +<>o[.

Pour la fonction g, celle-ci n’est définie que si 2x? +2x —12 > 0. Le discriminant de ce trindme vaut A = 100.

Le trindme posséde donc deux racines, x; = =5 =—3 et x, = 2 = 2. Ainsi, nous avons le tableau de signes
suivant :
X —00 -3 2 +00
2x*+2x—12 + 0 - 0 +
Ainsi,
Dg =]—00;=3[U]2; +00[
Exercice 7
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Rappel
On détermine d’abord le domaine de définition, avant de déterminer sa parité. En effet, celui-ci doit étre
symétrique par rapport a l'origine.

1. Puisque, pour tout réel x, x2+1>0et x*+1> 0, la fonction f est définie sur R, qui est bien symétrique
par rapport a 0. Enfin, pour tout réel x,

fl=x)=

In(—xy+1) In(x*+1)
(—x)r+1  x44+1

f(x)

Ainsi, la fonction f est paire.
2. g n’est définie que sile quotient est strictement positif. Dressons le tableau de signes :

X —0Q —1 1 +00
x+1 - 0 +
x—1 — - 0
x+1

+ 0 — 0 +
x—1

Ainsi, g est définie sur | — 00;—1[U]1;+00], qui est bien symétrique par rapport a 0. Enfin, pour tout x €
|—o0;—1[U]1;+00[ :

—x+1 —(x—1) x—1 x+1
—x)=1 =In| ——— | =1 =—1 =
§(=x) n(—x—l) n(—(x-i—l)) n(x+1) n(x—l) 8(x)
Ainsi, g est une fonction impaire.
3. Lafonction h est clairement définie sur R, qui est symétrique par rapport a0, et on a
VxeR, h(—x)=(—x)(—x?+2)°e ™ +3)=—x(x?+2)*(e" ' +3)=—h(x)
Ainsi, h est impaire.

Exercice 8
La fonction n’est ni croissante, ni décroissante. En effet :

=0 f(3)=3 fw=o

1 1
Donc f(0) <f(5) etf(5) > f(1).
Si x €R, f(x)représente la partie décimale d'un nombre. Ainsi, pour tout entier k, la fonction est croissante
sur [k; k+1[, f(k)=0. Cela donne la courbe représentative suivante :

LA

-3 -2 -1

Exercice 9
Par définition, f prend deux valeurs: 1 et—1. Donc

f(Z)={-1;1}

Enfin, I'image réciproque de 1 est composé de tous les éléments de Z ayant pour image 1, c’est-a-dire les
nombres pairs. Ainsi, f~!({1}) = 2Z.
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Exercice 10
1. Pour m fixé non nul, il faut donc résoudre I'équation du second degré mx? + x(2m —1)—2 =0 d’inconnue
x. Son discriminant vaut

A=2m—1P—4m(-2)=4m’—4m+1+8m=4m’*+4m+1=2m+1y
Léquation posséde donc deux solutions :

—(2m—-1)—(2m+1) —(2m—-1)+2m+1) 1
X = =—2 et x,= —

2m
1
S = {—2;—}
m

Si m =0l'équation devient —x —2 = 0 qui admet —2 comme unique solution.

. . _ . 1 s — —
Bilan : si m # 0, alors 9—{—2,E} L etsim =0, .

2. Pour x fixé, c’est une équation du premier degré en m. Ainsi

2m m
Ainsi,

(E) &= m(x*+2x)=2+x
Soit m(x(x +2))=x+2.Si x #0 et x #—2 alors, on dispose d’'une unique solution :
x+2 1
x(x+2) x
Si x =0, ’équation (E) devient —2 = 0 ce qui est absurde, donc I'équation n'admet aucune solution.
Si x =—2,I'équation (E) devient 0 =0, soit m € R
Bilan : si x =0, 'équation n'admet aucune solution; si x =—2, alors . =R. Sinon,

[
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Chapitre

Polynomes

Résumé

Dans ce chapitre, on introduit un objet qui servira tant en premiére qu'en deuxiéme année, et qui a déja
été vu, en partie, au lycée.

« Rien n’est solitaire, tout est solidaire. ’homme est solidaire avec la planéte, la
planéte est solidaire avec le soleil, Ie soleil est solidaire avec I'étoile, I'étoile est
solidaire avec la nébuleuse, la nébuleuse, groupe stellaire, est solidaire avec I'infini.
Otez un terme de cette formule, le polynome se désorganise, I'équation chancelle,
la création n’a plus de sens dans le cosmos et la démocratie n’a plus de sens sur
la terre. Donc, solidarité de tout avec tout, et de chacun avec chaque chose. La
solidarité des hommes est le corollaire invincible de la solidarité des univers. Le
lien démocratique est de méme nature que le rayon solaire. »

Victor Hugo (1802 - 1885). Proses philosophiques, L’édme
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Chapitre 4 : Polynbmes

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(D Savoir manipuler la notion de degré (définition, opérations) ...............oiiiiiiiii ... O
@ Savoir manipuler la notion de dérivation de polyndme..............cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i m|
(® Connaitre le principe de la division euclidienne.............. ...t |
@ Connaitre l|a NOtioN de TaCINE . ... ..ottt e e ettt et e e e eaieaeanans O
® Savoir factoriser un polyndme dansR..........o.iiiniiiiniii e m|
® Savoir résoudre des équations se ramenant a UN POIYNOME . ........ouieiintnineninenenenennennnenn. O
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I. Définitions
1. Notion de polynémes

Notation

. . . . Xi: R R X0: R
Pour tout i € N*, on introduit les fonctions ~ . :

. R
; etlafonction
X = X 1

Définitions 4.1.

On appelle polynéme a coefficients réels toute somme finie d’applications précédentes, c’est-a-dire
toute fonction s’écrivant sous la forme

n
PX)=a,X"+a, X" '+ +a;X+a,= Z ap Xk
k=0
avecneNetV ke[0,n],a;, eR.
¢ Les nombres a; sont appelés les coefficients du polynéme P.
¢ Sia, #0, on dit que P est de degré n et on note deg(P) = n. Dans ce cas, a,, est appelé coefficient
dominant du polynome P.
* La fonction polyndme associée au polynéme P est la fonction, encore notée P, définie sur R par
P:x—a,x"+ --+a;x+a,.

Exemple 4.1

Le polynéme P(X) =X* —2X? + 1 est un polynome de degré 4 et de coefficient dominant 1. Sa fonction
polyndme associée est la fonction P : x — x*—2x2 + 1. Ainsi, P(1)=1*—2x 1>+ 1=0.

Remarque

Attention : la notation P(X) représente une fonction (c’est une représentation formelle). On peut ainsi
parler du polyndéme P(X) = X? — 1 plut6t que de parler de la fonction polynéome P définie pour tout x € R
parP(x)=x>—1.

Notation

On note R[X] I'ensemble des polyndmes a coefficients réels, et R,,[X] 'ensemble des polynémes a coeffi-
cients réels de degré inférieur ou égal a n.
Ainsi, Ry [X]={aX+ b,(a, b) e R?} et R,[X] = {aX?+ bX+c,(a, b, c) € R3}.

2. Degré

Propriété 4.1.

Soient P et Q deux polyndmes.

* Le degré d'un polynéme constant non nul est 0.
* deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q))
* deg(PQ)=deg(P)+deg(Q).

Démonstration
On note n le degré de P et m le degré de Q. Ainsi, P(X) = a, X" +---+ ay et Q(X) = b,, X" +--- + by avec
a,#0etb,, #0.

* Ona(P+Q)X)=a,X"+:--+ay+ b, X™ +---+ by. Par construction, le degré de P + Q est égale au
plus grand des deux degrés, sauf si n = m et a,, = —b,,, et dans ce cas, le degré est strictement
inférieur a n. Dans tous les cas deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)).

¢ Quand on développe P(X)Q(X), le terme de plus haut degré est le terme a,X" b, X" = a,, b,, X"*™
(avec a,, #0 et b,, #0). Donc deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
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Remarque

Le polynome nul est le polynéme dont tous les coefficients sont nuls. Par convention, on dit qu’il est
degré —oo.

3. Dérivée d'un polyndme

Définition 4.2.

Soit P(X) = a,X" +--- + a;X + ay € R[X] un polyndéme. On appelle polyndéme dérivé, et on note P’, le
polynome définie par
P'X)=na, X" ' +(n—1)a, X" >+ +2a,X+a,

Remarque

On peut dérivée a nouveau P’ et on note P” ou P® la dérivée seconde de P. Plus généralement, on note
P*) ]a dérivée k-ieme de P.

Exemple 4.2
Soit P(X) = 3X3 +2X2 —1. Alors P/(X) = 9X2 + 4X, PA(X) = 18X + 4, PO(X) = 18 et PW(X) = 0.

Remarque
e Sideg(P)=n=>1, alors deg(P’)=n—1.
o Sideg(P)=n,alorsV k>n, PK®=0.

I’ Exercices 1, 2 et 3.

Il. Egalité de polynémes et identification

1. Egalité de polyndmes

Théoreme 4.2.
n m
Soient P(X) = Z a Xk et QX) = Z b X* deux polynomes. Alors P =Q si et seulement si
k=0 k=0
n=m et Yke[0;n], ap=Db

Ainsi, deux polynémes sont égaux si et seulement s’ils ont méme degré, et mémes coefficients.

Exemple 4.3
Soient P(X)=2X?+3X—1 et Q(X)=2X?>+aX—b. Alors P=Q si et seulementsia =3 et b =1.

2. Application a I'identification

Exemple 4.4
Soit P(X) = X3 —X? —3X + 2. Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que

VxeR, Px)=x—2)ax?+bx+c)
Solution

Soit Q(X) = (X—2)(aX? + bX + c). En développant,
QX)=aX®+ bX?*+ cX—2aX?—2bX—2c =aX®+(b—2a)X*+(c —2b)X—2¢
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Pour que P =Q, par unicité de I’écriture d'un polynéme, on identifie les coefficients :

a = 1 4 =
b—2a = -1 B
c—2b = -3 < I; - i1

—2¢c = 2

Ainsi, P(X) = (X—2)(X2 +X—1).

Exercice 4.5
Trouver deux réels a et b tels que,

1
x e R\{—1;1}, = +
¥ M J x2—1 x—1 x+1

Solution
En mettant au méme dénominateur, on cherche a et b tels que, pour tout x e R\{—1;1},on a

1 a(x+1)+b(x—1) (a+b)x+a—b

x2—1 x2—1 x2—1
Par identification des coefficients, on a donc
a+b = 0 a = 1}
a—b =1 b = —%

Ains, pour tout réel x différentde 1 et—1, on a
1 _ 1 1
x2—1 2(x—1) 2(x+1)

IS Exercice 4.

lll. Racines d'un polynéme

1. Définition
Définition 4.3.

Soit P e R[X] et @ un réel. On dit que a est une racine de P si P(a)=0.

Remarque
Chercher les racines de P, c’est donc résoudre 1'équation P(X) = 0.

Exemple 4.6
1 est une racine du polynéme P(X) = X2 —1. En effet, P(1) = 0.

Définition 4.4.

Soit P € R[X] et a un réel. On dit que le polynéme P se factorise par X—a (ou que X—a divise P) s'il existe
un polyndme Q € R[X] tel que P(X) = (X—a)Q(X).

Exemple 4.7
Le polyndme P(X)=X®—X? +X—1 se factorise par X—1. En effet, on a P(X) = (X—1)(X? +1).

Théoreme 4.3.
Soit P € R[X] et @ un réel. Alors
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Dans ce cas, on a alors deg(P) = deg(X—a) + deg(Q) c’est-a-dire deg(Q) = deg(P)—1.

a est une racine de P si et seulement s'il existe un polynéme Q(X) tel que P(X) = (X—a)Q(X).

Exemple 4.8

Solution

Soit P le polynome défini par P(X) =X3 —2X + 1. Montrer que 1 est racine, puis factoriser P par (X—1).

On constate que P(1) = 0. Ainsi, 1 est racine. Par théoreme, on peut donc factoriser P par X—1 : il existe Q
un polynéme tel que P(X) = (X—1)Q(X) avec deg(Q) = deg(P)—1 = 2. On cherche donc a, b et c¢ tel que

X3 —2X4+1=(X—-1)(aX?*+bX+c)
Apres développement, on obtient
X —2X+1=aX’+(b—a)X*+(c—b)X—c
Par identification, on obtienta=1, b =1 et ¢ =—1. Ainsi

X3 —2X+1=X-1)X*+X—-1)

2. Nombre de racines d'un polynéme

Théoreme 4.4.

Soit P € R[X] un polyndéme de degré n > 1. Alors P a au plus 7 racines.

Démonstration
Théoreme admis.

Remarque

trois.

Ainsi, un polynéme de degré 3 a au plus 3 racines, c’est-a-dire qu’il peut en avoir aucune, une, deux ou

Conséquence 4.5.

Soit P e R, [X]. Si P a n + 1 racines, alors P est le polynome nul.

Démonstration
En effet, P est au plus de degré n. Il ne peut pas admettre plus de n racines, sauf s'il est nul.

3. Cas des polynémes de degré 2.

Théoreme 4.6.

* SiA>0,le polyndéme P posséde deux racines réelles distinctes

—b—+vA —b+vA
Xj=—— et xp=——
2a 2a
On a alors P(X) = a(X— x;)(X— x»).

¢ Si A =0, le polynome P posséde une unique racine réelle dite double
b

Xog=——
2a

On a alors P(X) = a(X— x,)%.

Soit P(X) = aX? + bX + ¢ un polyndome de degré 2 (a # 0). Soit A = b?> —4ac son discriminant.

¢ Si A<0,le polynome P ne possede pas de racines réelles, et ne se factorise donc pas dans R[X].
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Exemple 4.9
Factoriser P(X) = 2X? +2X —4.

Solution
On a A =36> 0 donc le polyndme P posséde deux racines réelles
—2—4/36
Xj=——=—-2 et x=1
2x2

Donc P(X)=2(X—1)(X+2).

Remarque

Attention : on n’oubliera pas, lors de la factorisation, de mettre en facteur le coefficient de plus haut degré
(dans I'exemple précédent, le 2).

4. Cas général

Méthode
Lorsqu’on doit factoriser un polynéme P (ou déterminer ses racines) :
¢ On cherche des racines évidentes (—2,—1,0, 1,2) pour se ramener a un (ou des) polynéme(s) de
degré 2.
¢ On factorise le polynome P par X—a ol a désigne une racine évidente.
* Une fois ramené a un (ou des) polynémes de degré 2, on utilise la méthode classique du discrimi-
nant.

Exemple 4.10
Soit P(X) = X3 —2X? —X + 2. Déterminer les racines de P.

Solution
e Premier étape : on cherche une “racine évidente” : —2,—1, 0, 1,2. Ici, on constate que P(1)=1—2—
14+2=0donc 1 est racine évidente.
e Deuxiéme étape : on factorise P par X—1 : on écrit P(X) = (X—1)Q(X) avec deg(Q) =deg(P)—1=2.
Donc Q peut s’écrire aX?+ bX+ c.
On a alors
PX)=X—1)(aX?+bX+c)=aX’+(b—a)X*+(c—b)X—c

Par unicité de I'écriture d'un polynéme, on identifie les coefficients :

a = 1 a 1

b—a = -2
<< b = -1

c—b = -1
c —2

—c = 2

Donc P(X) = (X—1)(X2—X—2).
» Troisieme étape : on détermine les racines du polynéme Q. Ici, Q est du second degré, dont le
discriminant vaut A =9. Donc Q possede deux racines :

1-+9

X1 = 5

=—1 et x,=2

Donc Q(X)=(X—2)X+1)
* Quatrieme étape : on conclut. On a donc

PX) = (X— 1)(X—2)(X+1)

et P possede trois racines réelles : 1,2 et —1.
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5. Division euclidienne

Remarque

Pour factoriser, plutét que de procéder par identification, on peut également utiliser la division eucli-
dienne.

En reprenant I'exemple précédent :

X3 —2X2 —X 42| X -1
X3 +X? X? X -2
—-1X2 —X
X2 X
—2X 42
2X =2
0

I'& Exercices5et 7.

6. Equations se ramenant a un polynéme
Il est possible de résoudre des équations particulieres en se ramenant a une équation polynomiale.

Exemple 4.11
Résoudre I'équation In(x)?> —3In(x)+2=0.

Meéthode

I
I
: Pour résoudre une équation liée a un polynéme, on effectue un changement de variable : on posera, ici,
| u=In(x) et on se raménera a un polynéme.

Solution
Léquation n’a de sens que sur ]0, +00[. On pose alors u = In(x). Léquation s’écrit alors

u*—3u+2=0
Le discriminant de ce polynéme vaut A =(—3)> —4 x 2 = 1. Les racines sont alors
u=1 et u,=2
On revient alors a la variable de départ :
uy=1<In(x)=1
o x =e'=e
etu,=2<1In(x,)=2
= x =€

Les solutions x; et x, sont bien dans ]0, +oo[. On peut alors conclure que ’ensemble des solutions de
I'équation In(x)? —3In(x)+2=0est & = {e,e?}.

Exercice 4.12
Résoudre I'équation €** —2e* —3=0.

Solution

Léquation est valable sur R. On pose u = e*. En constatant que e** = (e*)?, I'équation devient alors
u>—2u—3=0.
Les racines sont u; =—1 et u, = 3. On revient alors a la variable de départ. u; =—1 deviente™ =—1 ce
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qui est impossible. La deuxiéme devient e*2 = 3 soit x, =1In(3).
Ainsi, I'équation e** —2e* —3 = 0 admet une unique solution : % = {In(3)}.

'S Exercices 6 et 8.
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Chapitre 4 : Polynbmes

Exercices

Polynédmes

Exercices

Recherches

Exercice 1 (5 min)
Déterminer I'ensemble des polynémes P a coefficients réels et de degré 2 tels que P(1)=0, P’(1)=1 et P”(1) = 4.

Exercice 2 (5 min))
Déterminer I’ensemble des polynomes P a coefficients réels et de degré 2 tels que P(1)=1 et P’(1)=0.

Exercice 3 (10 min.)

Soit P le polyndme définie par P(X) = (X—1)*. Calculer P®¥)(1) pour tout entier k > 0. Généraliser dans le cas oit
PX)=X—a)" (aceR,n>0).

|dentification

Exercice 4 (10 min.)
Trouver trois réels a, b et c tels que, pour tout x € R\{1}, on a

x2+1 c
=ax+b+——
x—1 x—1

Factorisation, signes, équations

Exercice 5 Factorisation (10 min.)

Pour tout réel x, soit P(x)=3x3—x—2.
1. Montrer que P est factorisable par x —1.
2. Ecrire P(x) sous la forme d'un produit de (x — 1) par un polynéme Q(x) que I'on déterminera.
3. En déduire le signe de P sur R.

Exercice 6 Factorisation (10 min.)
Soit P(X) = X3 —2X2 —5X + 6.
1. Vérifier que X + 2 divise P.
2. Déterminer trois réels a, b et c tels que P(X) = (X +2)(aX? + bX+ c).
3. En déduire I'’ensemble des racines de P.
4. Résoudre I'équation e** —2e* +6e™* —5=0.

Exercice 7 Factorisation tout seul (20 min)
Factoriser, déterminer '’ensemble des racines, puis le signe des deux polynémes suivants :

P(X)=2X>+X?—23X+20 QX)=x>—13X—12

Exercice 8 Résolutions d’équations liées a un polynébme (15 min.)
Résoudre les équations suivantes :

1. (Ey): x*=5x%4+6=0

2. (By): 2x+64/x+4=0

3. (E3): e¥*—e*—6=0
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Pour aller plus loin

@00 Exercice 9 Surlasomme et le produit des racines (15 min.)
Soit P(X) = ax? + bX + ¢ un polynome de degré 2 (a # 0) et possédant deux racines réelles, qu'on note a et p.

1. Factoriser P en fonction de a et . En développantI’expression obtenue, exprimer a.+f et ap en fonction
dea,b etc.

2. Réciproquement, soient p et g deux nombres réels distincts. On pose S=p + g et P = pg. Montrer que
p et q sont les racines du polynomes X? —SX + P. Que se passe-t-il si p = g ?

3. Déterminer I'age de Boule et Bill, sachant que Bill est le plus 4gé, que la somme de leurs ages est égale a
28, et que le produit de leurs ages est égal a 192. (On pourra utiliser le fait que 784 = 282).
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Corrigeés

Polynémes

Corrigés des exercices

Exercice 1
On cherche un polynome de degré 2. On cherche donc a, b et ¢ réels tels que P(X) = aX? + bX + c. Ainsi,
P/(X)=2aX+ b et P”(X) = 2a. Ainsi, P”(1) = 4 nous donne a = 2. Puis P/(1) = 1 nous donne

2a+b=1<—b=1-2a=-3

Enfin, P(1) = 0 nous donne
a+b+c=0&c=—a—b=1

Bilan : il y a un seul polynéme solution : P(X) = 2X2 —3X + 1.

Exercice 2
De méme, on cherche a, b et c trois réels tels que P(X) = aX? + bX + c. Ainsi, P/(X) = 2aX + b. Les deux
conditions P(1) =1 et P’(1) = 0 s’écrivent alors

a+b+c=1 et 2a+b=0<b=-2a et c=1—a—b=1+a

Ainsi, I’ensemble des solutions est

& ={PX)=aX*—2aX+(1+a), acR}

Exercice 3
On constate que
P'X)=4(X—1°, P’X)=4x3(X—1=12X—=17 POX)=12x2(X—1)=24(X—1)
PUX)=24 et PMWX)=0sin>5
Ainsi, P¥)(1)=0si k <3 et k=5, et PW(1)=24.
De maniére plus générale, si P(X)=(X—a)",ona:
P®a)=0sik<n—1louk>n+1, et P™(a)=n!

Exercice 4

Pour tout réel x différent de 1, on a

¢ (ax+b)x—1)+c ax*+(b—a)x+c—b
-1 x—1 a x—1

ax+b+
X

Ainsi

c x2+1 ax’*+(b—a)x+c—b x*+1
= — =
x—1 x—1 x—1 x—1
Par identification des coefficients, on a alors

ax+b+

a = 1 a = 1
—a = 0 << b =1
c—b 1 c =
Ainsi,
2
Y x e R\{1}, =x+1+—-
x—1
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Exercice 5

1. Rappel : pour montrer qu'un polynéme est factorisable par x —a, il suffit de montrer que a est racine du
polynéme.

On constate que P(1)=0. Ainsi, 1 est racine de P, donc P est factorisable par x —1.

2. P étant de degré 3, il existe trois réels a, b et ¢ tels que

VxeR, P(x)=(x—1)ax’>+bx+c)
Apres développement, on a
VxeR, 3x°—x—2=ax*+b—a)x*+(c—b)x—c

Par identification des coefficients, on a

a 3
b—a = 0 a =3
<~—< b = 3
c—b = -1 c 9
—C —2

Ainsi,

VxeR, x*—x—2=(x—1)3x2+3x+2)
3. Soit Q la fonction définie sur R par Q(x)=3x?+3x +2. Q est un trindme du second degré, de discriminant
A=32—-4x3x2=—15<0. Ainsi, Q est de signe constant, et est donc positif sur R (3 > 0). On obtient donc le
tableau de signe suivant :

X —00 1 400
x—1 - 0 +
Q(x) + +
P(x) - 0 +

P est donc négatif sur | — 0o; 1] et positif sur ]1;+00].

Exercice 6
1. On constate que P(—2) = (—2) —2(—2)?> —5(—2) + 6 = 0. Ainsi, X + 2 divise P.
2. On cherche trois réels a, b et ¢ tels que P(X) = (X +2)(aX? + bX + ¢), C’est-a-dire

X3 —2X2—5X+6=aX’+(b +2a)X*+(c +2b)X+2¢

Par identification des coefficients, on a

a = 1 1
b+2a = -2 P
c+2b = -5 < -,
2c = 6 ¢

Ainsi
P(X)=(X+2)(X?—4X +3)
3. Déterminons les racines de Q(X) = X? —4X + 3. Son discriminant vaut A = (—4)> —4 x 1 x 3 = 4. Ainsi, Q

admet deux racines :
4+4/4 4— /4
=— = 4 et x,= 7 = 1

X1

Ainsi, le polynéme P admet, quand a lui, trois racines : —2,1 et 4.
4. Remarquons, puisque e* >0 que
e’ —2e* +6e —5=0= e —2e** —5e* +6=0<=P(e*)=0
D’apres I'étude précédente, on en déduit que
ef=—2 ou e*=1 ou e*=4

La premiere égalité est impossible. Les deux autres donnent x =0 ou x = In(4). Ainsi

< =10, In(4)}
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Exercice 7

On utilise la méthode classique : on cherche une solution particuliere, on factorise et on conclut. On obtient
ainsi:

e PX)=2(X—1)X+4) (X— g) et ses racines sont —4,1 et g On obtient le signe suivant :

x |—o0 —4 1 >
P(x) — 0 + 0 — 0 +
e Q(X)=(X+1)(X+3)X—4)etses racines sont —3,—1 et 4. On obtient le signe suivant :
X —00 -3 —1 4
Q(x) - 0 + 0 — 0 +

Exercice 8
La méthode, déja précisée dans I'exercice 22, est de poser un changement de variable, pour se ramener a un
polyndme dont on cherchera les racines. On revient, ensuite, a la variable de départ.

1. Posons u = x2. Léquation (E,) s’écrit alors u?> —5u + 6 = 0. Le discriminant de ce polyndme vaut A =
(—5)>—4 x 6 =1, et ses racines sont alors

=— =

5+
==

3

X, 2 et x

On revient a la variable de départ :
x*—5x*+6=0= u*—5u+6=0
Su=2ouu=3
S x’=2oux’=3
© xe{—v2,v2,—v3,V3}
Ainsi, 'ensemble des solutions de (E;) est donc
(—VZ,v2,—V3,V3)

2. Tout d’abord, on résout (E,) sur R*. Posons u = 4/x. Léquation (E,) s’écrit alors 3u? +6u +4 = 0. Le
discriminant de ce polyndme vaut A =62 —4 x 2 x 4 = 4, et ses racines sont alors

—6—v4 —6+v4
H=——""—=—2 et Xx=——=
2x2 2x%x2

On revient a la variable de départ :
2x+6/x+4=02u*+6u+4=0
Su=—2ouu=-—1
< +/x=—20u+x=-1 ce qui est impossible
Ainsi, I'ensemble des solutions de (E;) est donc

S =0

Exercice 9
1. Puisque a et sont les deux racines, on a

PX)=a(X—a)X—-p)

En développant, on a donc
PX)=aX?®+bX+c =aX’>—a(o+p)X+aap

Ainsi, par identification, on en déduit que
b c
a—i—[i:—g et a[bz;
2. Notons Q(X)=X?—SX+P =X?>—(p+q)X+ pq. Alors
Qp)=p*~(p+a)p+pq=0 et Q@)=q°~(p+q)g+pq=0
Ainsi, p et g sont racines de Q, et ce sont donc ses deux racines (car il est de degré 2.). Si p = g alors
QX)=X*—2pX+p*=(X—p)*

donc Q admet p comme racine double.
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3. Onnote p I'age de Boule et g I'dge de Bill. On a donc p +q =28 et pg = 192. D’apreés la question précédente,
p et g sont racines du polyndémes

P(X)=X%—28X+192
dont le discriminant est A =(—28)? —4 x 1 x 192 = 16. Ainsi, ce polyndme admet deux racines :

28— 16 28+ V16
=— =12 et x="—"r—=16

Puisque Bill est le plus 4gé, on en déduit que Bill a 16 ans et Boule 12 ans.

X1
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Chapitre

Généralités sur les suites

Résumé

Dans ce chapitre, on reprend les notions connues sur les suites, et on ajoute des suites de références : les
suites arithmético-géométriques, et les suites récurrentes linéaires d’'ordre 2.

« Une suite de petites volontés fait un gros résultat. »

Charles Baudelaire (1821 - 1867). Mon Coeur mis a nu
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Chapitre 5 : Généralités sur les suites

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

® Concernant les généralités sur les suites :

¢ Connaitre la méthode de représentation des SUIteS . .........ovvininininiiiiiiiiiiiennenen.. m|
* Savoir démontrer des variations par étude de fonctions ...t m|
¢ Savoir démontrer des variations par laméthode v, ;1 — 1, o ovveniii i O
¢ Savoir démontrer des variations par FECUITENICE . ... ...ovutiniutintini i eiaenenens |
¢ Savoir démontrer une Majoration Par FECUITEIICE . . . ...t .t euten ettt ete e ete e enaeneeaennen. a

® Concernant les suites particuliéres :

¢ Savoir étudier les suites arithmétiques et gométriques ............coviiiiiiiin i inen... |
¢ Savoir étudier les suites arithmético-géométriques.............coveiiiin it enen... m|
¢ Connaitre la méthode d’étude des suites récurrentes linéaires d’ordre 2....................... m|
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. Généralités

1. Définition et notations

Définition 5.1.

Une suite numérique réelle est une fonction de N (ou d'une partie de N) dans R.

Notation
Soit © une suite.

u:N —- R
n — u,

La suite u peut aussi se noter (u,,),ey 0u (u4,,). Lélément u,, est appelé terme de rang n de la suite u.

2. Trois types de définition de suites

On peut définir une suite de trois manieres différentes.

a. Définition explicite

La suite peut étre définie explicitement :

e v estla suite définie par v, = % pour n € N*,
e u estla suite définie par u,, estla n® décimale de m, pour n € N*,
e w est la suite définie par

w, =3n+2 si n est pair

1
w, = — +4 si n est impair
n

b. Définition par récurrence

Elle peut également étre définie par récurrence :

o y estla suite définie par uy=—1let,pourn =0, u,,; =2x u, —1.
uO = 2

1
Vo, upn= —
Up

Remarque

Pour déterminer u,, dansle cas d'une suite définie par récurrence, il est nécessaire de calculer uy, uy, ... u,_;
pour déterminer ensuite u,,. Par exemple, dans le cas de la suite © définie précédemment, pour calculer
Uy :

Uup=—ldoncu; =2xuy—1l=—-3etdonc u, =2x u;—1=—7

c. Définition par équation

Une suite peut également étre définie par une equation. Par exemple, soit (u,,) la suite définie pour tout n > 3
par u,, est'unique solution de I'’équation In(x) = nx.

3. Représentation graphique d'une suite

On représente une suite définie explicitement par ’ensemble des points (7; u,,). On peut également représenter
les suites définies par récurrence par une représentation “en toile d’araignée’.
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A A
2 U3
2
1 - 1
/ 0
T T —
1 2 3
Définition u,, = f(n) Définition par récurrence, uy =1

Il. Monotonie, majoration, minoration

1. Suites monotones
Définition 5.2.

Soit (u,,) une suite.

On dit que (u,,) est une suite croissante si u,, < u,,; pour tout 7.
On dit que (u,,) est une suite décroissante si u,, > u,,; pour tout n.
Une suite monotone est une suite soit croissante, soit décroissante.

Remarque
e On a aussi des suites strictement croissantes ou strictement décroissantes.
e Une suite peut n’étre monotone qu’a partir d'un certain rang ny, c’est a dire u,, < u,,; pour tout
n 2 n,y (par exemple).

2. Méthodes de recherche des variations d'une suite

a. Pour les suites u,, = f(n)

Théoréme 5.1.

Si f est croissante sur R, alors la suite (u,,) est croissante.
Si f est décroissante sur R*, alors la suite (u,,) est décroissante.

Démonstration
Si f est croissante sur R* :

n<n+l= u,=f(n)<f(n+1)=u,,

Exemple 5.1
e Soit u la suite définie par u,, = n? pour tout n. La fonction x — x? étant strictement croissante sur
R™, la suite (u,,) est strictement croissante.
e Lasuite u définie par u, = % pour n > 1 est strictement décroissante, car la fonction inverse est
strictement décroissante sur R,
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Meéthode

|
|
: Pour étudier la monotonie d’une suite (u,) définie pour tout entier n par u, = f(n), on introduit la
1 fonction f associée, et on étudie ses variations. On en déduit alors la monotonie de u.

Exercice 5.2
Soit u la suite définie pour tout entier n par u, = n?—4n + 2. Déterminer la monotonie de u.

Solution

Introduisons la fonction f définie sur R par f(x)= x?—4x +2. f étant un trindbme du second degré, on
connait ses variations : ici, a =1>0, b =—4 donc —% =2. Ainsi, f est décroissante sur ]—00;2] et est
croissante sur [2; +00[.

La suite (u,,) est donc croissante pour n > 2.

b. Termes consécutifs

Théoreme 5.2. Etude de la différence de deux termes consécutifs

Soit une suite # donnée. On peut étudier le signe de la différence u, ; — u,,.
Si u,1 —u, =0 pour tout r, alors la suite u est croissante.
Si u,,,.; —u, <0 pour tout n, alors la suite u est décroissante.

Théoréme 5.3. Etude du quotient de deux termes consécutifs

Soit une suite u a termes strictement positifs, on peut utiliser :
Si ”L';'“ 21 (resp. > 1) alors la suite u est croissante (resp. strictement croissante).

Si ”ﬁl <1 (resp. < 1) alors la suite u est décroissante (resp. strictement décroissante).

Remarque
Cette méthode est, en général, reservée aux suites définies par des puissances.

Exemple 5.3
e Soit (u,) la suite définie par ug =1 et u,,; = u, + n++1 pour tout n. Alors, pour tout n, on a
Upy1— Uy = n++1 > 0: la suite (u,,) est donc strictement croissante.

o Lasuite u définie pour tout n par u,, = % est strictement croissante. En effet, elle est a termes

strictement positifs, et on a
5n+1

Uy _ S B 5n+1 2n+l _E> )
U, o on+2’ 5o 2

2n+l

Conséquence 5.4.

e Sia>1,lasuite (a") est strictement croissante.
e Sia=1,lasuite (a”) est constante.
e Si0<a<1,lasuite (a") est strictement décroissante.

Démonstration

Pour tout réel a > 0, on constate que la suite (a”) est a termes strictement positifs. Enfin, en notant pour

tout entier n, u, =a’,ona

n+l
Un+1 _ a

Uy, an

=a

Ainsi, la suite (a™) est strictement croissante si a > 1, et strictement décroissante si a < 1. Elle est enfin
constante sia =1.
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I'& Exercice 1.

c. Parrécurrence

Meéthode

|

|

1 Dans le cas d'une suite définie par récurrence, on peut étudier sa monotonie par récurrence, en prenant
: comme hypothése de récurrence P, : “u,,; = u,” pour montrer que la suite est croissante, ou P,, :
I “Ups S u,” pour montrer qu’elle est décroissante.

Exemple 5.4
Soit (u,,) la suite définie par u, =1 et pour tout n, u,,; = 4/ u, + 1. Montrer que la suite u est croissante.

Solution
Soit (P,,) la propriété définie pour tout n par P, :“u,,,; > u,,”.
e initialisation : u, =1 et u; = v2 > u,. Donc P est vraie.
e hérédité : supposons que la propriété P, est vraie pour un certain n. Alors

Upi1 Z Uy = Uy +12 1, +1= v/ U, +12 v u, +1 carla fonction racine est croissante sur R*

Donc u,,,, 2 u, :la propriété est héréditaire.
e conclusion : la propriété est donc vraie pour tout n : V n, u,,; = u,. Lasuite u est donc croissante.

3. Suites majorées, minorées, bornées

Définition 5.3.

e Une suite (u,,) est dite minorée s'il existe m € R tel que m < u, pour tout n. m s’appelle un
minorant.

e Une suite (u,,) est dite majorée s’il existe M € R tel que M > u, pour tout n. M s’appelle un
majorant.

e Une suite bornée est une suite a la fois majorée et minorée : il existe deux réels m et M tels que
pour tout n :

ms< u, <M
Exemple 5.5

La suite u définie par u, = -1 est bornée :

Vn 0<u,<1

I'& Exercice 2.

Meéthode

Dans le cas d'une suite définie par récurrence, on peut également montrer qu’elle est bornée par récur-
rence.

Exemple 5.6
Soit (u,,) la suite définie par u, =1 et pour tout n, u,; = 4/ u, + 2. Montrer que, pour tout n, u, < 2.

Solution
Soit (P,,) la propriété définie pour tout n par P, : “u,, <2”.
¢ initialisation : ©y =1 < 2. P, est donc vraie.
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¢ hérédité : supposons que la propriété P, est vraie pour un certain n. Alors
U, <2= u,+2<4=+/u, +2< 4 carlafonction racine est croissante sur R"

Donc u,,; <2:la propriété est héréditaire.
e conclusion : la propriété est donc vraie pour tout n : V n, u, < 2. La suite u est donc majorée par
2.

| I'& Exercices 3, 4 et 5. |

lll. Suites arithmétiques et géométriques

1. Suites arithmétiques

Définition 5.4.

Une suite arithmétique est une suite (u,,) définie par une formule de récurrence de la forme

Uy est donné
Vnu,,a=u,+aotack

Le réel a est appelé raison de la suite (u,,), et 1 est le premier terme.

Exemple 5.7

La suite u définie par uy =1 et pour tout entier n, u,,; = u, +2 est une suite arithmétique de raison 2 et
de premier terme 1, = 1.

Théoreme 5.5.

Soit u une suite arithmétique, de premier terme u, et de raison a. Alors, pour tout entier n,

U, = Uy+na.

Démonstration
Soit P,, 1a proposition “u,, = uy+ na” définie pour tout entier 7.

¢ Initialisation : pour n =0 on a bien u, = 1y +0 x a : P, est donc vraie.

e Hérédité : supposons que la propriété P, est vraie pour un certain entier n. Alors, on a

Uns1 = Un +a©(uo+ na)+a=ug+(n+1)a
défde u HR
P,.,, est donc vraie.

e La proposition P, d’apres le principe de récurrence, est donc vraie pour tout 7.

On peut également démontrer ce théoreme par téléscopage.

Remarque
Si u est une suite arithmétique de premier terme u, et de raison a, on a également

Y (n, p) eN?, u,=u,+(n—pa

Exemple 5.8
Soit u une suite arithmétique de premier terme 1, = 2 et de raison —3. Alors, pour tout entier n, u,, =2—3n.

Théoreme 5.6.

Soit u une suite arithmétique, de raison a. Soient n et p deux entiers tels que p < n. Alors,

Up+u, ler terme + dernier terme

Uptuppyt-+tu,=(n—p+1) = (nb de terme) x 5
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Démonstration
Soit S = u, + up4y +---+ u,. D'une part
S=u,+(u,+a)+(u,+2a)+---+(u, +(n—pa)

et d’autre part
S=u,+(u,—a)+(u,—2a)+--+(u,—(n—p)a)

En sommant les deux égalités,
25 =(up +uy)+(up +uy)+-+(u, +uy,)

Avec n—p +1 termes. On a donc 2S=(n—p + 1)(u, + u,), ce qui donne le résultat.
On aurait pu également le démontrer par récurrence sur 7.

Exemple 5.9 (Classique)

En s’intéressant a la suite arithmétique de premier terme u, =1 et de raison 1, on a
n+l n(n+1)

142+--+n=n——=
2 2

2. Suites géométriques

Définition 5.5.

Une suite géométrique est une suite (u,) définie par une formule de récurrence de la forme

uy est donné
Vnu,,=qxu,ouqgeR

Le réel g est appelé raison de la suite (u,,), et u, est le premier terme.

Exemple 5.10

La suite u définie par uy =1 et pour tout entier n, u,,; =2u, est une suite géométrique de raison 2 et de
premier terme u, = 1.

Théoreme 5.7.

Soit u une suite géométrique, de premier terme 1, et de raison q. Alors, pour tout entier 7,

un:uoan

Démonstration
Soit P,, 1a proposition “u,, = uy x g"” définie pour tout entier n.
e Initialisation : pour n =0 on a bien u, = uyq° : P, est donc vraie.
e Hérédité : supposons que la propriété P, est vraie pour un certain entier 7. Alors, on a
Uny (= % Up = qx(Uoxq")=1yx q""!
defde u HR

P, est donc vraie.
e La proposition P, d’apres le principe de récurrence, est donc vraie pour tout 7.

Remarque

Si u est une suite géométrique de premier terme i, et de raison ¢, on a également

V(n,p)eN’, u,=u,xq""
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Exemple 5.11
Soit u une suite géométrique de premier terme 1, =2 et de raison —3. Alors, pour tout entier n, u, =
2 x (=3)".

Théoréme 5.8.
Soit u une suite géométrique, de raison g # 1. Soient n et p deux entiers tels que p < n. Alors,

1—g"™P*  u,—qu, lerterme—terme a suivre

Up+Upp+t Uy =1y

1—¢qg 1—q 1—raison
Démonstration
Soit p un entier fixé. Soit P, la proposition “u,, +---+ u, = u”%;u”” définie pour tout entier n = p.
YIRT . L Up—quy k_q _ . .
e Initialisation : =" = u, 1= = u,, : P, est donc vraie.

e Hérédité : supposons la propriété P, vraie pour un certain entier n = p. Alors

Up—qu Up =G Up+ Upy —GUpy Up—qUpi
U+t Uyt = 2y = D T T wil o Hp T dten
~~ 1l—gq 1—qg ~— 1—¢q
HR defde u

P,.,; estdonc vraie.
e D’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est donc vraie pour tout n > p.

Exemple 5.12 (Classique)
En s’intéressant a la suite géométrique de premier terme 1, =1 et de raison g, on a
l_qqn B l_qn+1

1—¢q B 1—gq

1+g+--+q"=

I= Exercice 6.

IV. Suites arithmético-géométrique

1. Définition
Définition 5.6.

Une suite arithmético-géométrique est une suite u définie par une formule de récurrence de la forme

Uy est donné
Vn, u,,,=au,+b, ou(a,b)eR?

Remarque
Si b =0, la suite u est une suite géométrique de raison a. Si a = 1, la suite u est une suite arithmétique
de raison b.

Exemple 5.13
La suite u définie par u, =1 et pour tout entier n, u,; =2u, —1 est une suite arithmético-géométrique.

I'& Exercices6et?7.

2. Etude d’une suite arithmético-géométrique

Théoréeme 5.9.

Soit u une suite arithmético-géométrique vérifiant, pour tout n, u,,; =au, + b avec a # 1.
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Soit £ 'unique réel vérifiant = al + b (c’est-a-dire { = %).
Alors, la suite (v,,), définie pour tout entier n par v, = u, —{ est une suite géométrique, de raison a.

Démonstration
En effet, soit n € N. On a, en soustrayant membre a membre :

Upyr = Al + b
{ = al + b
un+1—£ = a(un_e)

c’est-a-dire v, ,; = av, pour tout n.

Méthode
Pour étudier une suite arithmético-géométrique, on procédera ainsi :

e On cherche le réel £ vérifiant { = al + b
e On introduit la suite v = u —¥¢ et on montre qu’elle est géométrique.
e On en déduit I'expression de v, puis de u, en fonction de n.

Exemple 5.14

Soit u la suite définie par u, =1 et pour tout entier n, u, ., =2u, —3. Déterminer I'expression de u,, en
fonction de n.

Solution

e On cherche le réel ¢ vérifiant{ =2{ -3 < ( =3.
¢ On pose v la suite définie pour tout entier n par v,, = u,, —3. On a alors

Vpe1 = Upy1—3=2u,—3—-3=2u,—6=2(v,+3)—6=2v,

La suite v est donc géométrique, de raison 2 et de premier terme v, = ©y—3 =—2.
e On adong, pour tout entier n, v, = vy x 2" =—2 x 2" =—2"*1 En revenant a la suite u :

Yn, u,=—2""+3

Pour la deuxiéme étape, on peut également écrire que u,,; = 2u, —3 et I = 2/ —3 et on soustrait :
Upi1— 1 =2(u,—1)etdonc v, =2v,.

V. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

1. Définition
Définition 5.7.

Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 est une suite u définie par une formule de récurrence de la forme

Uy et u, sont donnés
V1, Uyp=au,.,+bu,, ou(a,b)cR?

Remarque
Si b =0, la suite u est une suite géométrique de raison a.

Exemple 5.15

La suite u définie par u, =1, u; =2 et pour tout entier n, u,,» =2u,,; — U, €st une suite récurrente
linéaire d’ordre 2.
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Etude d'une suite récurrente linéaire d'ordre 2

Lidée est de chercher des suites géométriques solutions de la récurrence.

Théoréme 5.10.

Soit © une suite récurrente linéaire d’ordre 2, vérifiant pour tout n, u, ., =au,; + b u,. Alors, la suite
géométrique (£") (£ #0) est solution de la récurrence si, et seulement si, 2 = al + b.

Démonstration

Si on a, pour tout n, £**2 = af"*! + bL", puisque £ # 0, en divisant par £" on obtient {> = af = b. La
réciproque est également vraie.

Théoreme 5.11.
Soit u une suite récurrente linéaire d’ordre 2, vérifiant pour tout n, u,., = au,,.; + bu,. On pose (E)
I'équation X? = aX + b, appelée équation caractéristique.

e Sil’équation (E) posséde deux solutions distinctes g, et ¢, alors il existe deux réels A et . tels que,
pour tout n,

Uy = qun + M%n
e Sil’équation (E) posséde une racine double ¢y, alors il existe deux réels A et u. tels que, pour tout 7,

u,=MAn+ H)%n

Remarque
On utilise les valeurs de u et u; pour déterminer les deux nombres réels A et u.

Méthode
Pour déterminer I'’expression d'une suite récurrente linéaire d’ordre deux :
e On pose I'équation caractéristique (E).
e On détermine les solutions de I'’équation caractéristique.
e Une fois la (ou les) solution(s) trouvée(s), on écrit u,, sous la forme Ag," +p.q,' ou (An+u)q,’, eton
utilise les deux premiers termes pour obtenir un systéme nous donnant A ety

Exemple 5.16

Soit u la suite définie par ©y, =0, u; =3 et pour tout entier n, u,,,» =—u, +2u,. Déterminer I'expression
de u, en fonction de n.

Solution

e Soit (E) 'équation X? =—X + 2. Les solutions sont 1 et —2.
o Il existe donc deux réels A et u vérifiant, pour tout r,

U, =Ax1"+p(=2)" =A+u(=2)"

0 = A + p
3 = A + (-2u)
cequidonnepu=—letA=1.

e Conclusion : pour tout entier n, on a

e En utilisant u, et u;, on a donc

u,=1—(-2)"

I'& Exercices 8, 9, 10, 11 et 12.
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Exercices

Généralités sur les suites

Exercices

Sens de variation, majoration, minoration

@00 Exercice 1 Variations (20 min.)
¢ Soit u la suite définie pour tout n par u,, = Z—I% Démontrer que la suite (u,,) est croissante.

s Py . 241 on
* Etudier le sens de variation des suites (HT)’(W) et(z25)

@00 Exercice 2 Majoration, minoration (10 min.)
Déterminer si les suites suivantes sont majorées, minorées, ou bornées.

. L n+2
¢ Lasuite u définie par u, = .
2n+1
) . n?+2
¢ La suite v définie par v, = .
n

Meéthode

On peut calculer les premiers termes pour avoir une idée d'un majorant M ou minorant m. On calcule
ensuite u, —M ou u,, —m et on étudie le signe de cette différence.

Suites et récurrence

000 Exercice 3 Suite récurrente | (15min.)
Soit (u,,) 1a suite définie par uy =1 et pour tout n,

Up1 =V 2+ Uy

1. Démontrer par récurrence que pour tout n, 0 < u,, < 2.
2. Démontrer par récurrence que (u,,) est croissante.

@00 Exercice 4 Suite récurrente !l (20 min.)
Soit (u,,) la suite définie par uo=1et u,., = u, +2n+3.

1. Etudier la monotonie de la suite (u,,).
2. Démontrer par récurrence que
Yn, u,> n?

3. Conjecturer, puis démontrer, une expression de u,, en fonction de n.

@00 Exercice 5 Suite récurrente lll (15 min.)
On considere la suite (u,,) définie par

uo = 2
Vn, u,yy, = 4u,—3
1. Montrer que pour tout nz, 1 < u,, < 3.
2. Démontrer que la suite (u,,) est croissante.

Suites arithmétiques et géométriques
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@00 Exercice 6 Justifications (10 min)
Les suites suivantes sont elles arithmétiques ? géométriques?
1. Lasuite u définie pour tout n par u,, =3n+5.

2. Lasuite v définie pour tout n par v, = ;’2111.

3. Lasuite w définie pour tout n par w, =3 x2".

Meéthode

I

I

: Pour montrer qu’une suite est arithmétique, on calcule u,,,; — u,,. Pour montrer qu’elle est géométrique,
1 onpartde u,,; pour essayer de montrer qu’elle s’écrit g u,,.

: Pour montrer qu’une suite n’est ni arithmétique, ni gé¢ométrique, on calcule les premiers termes et on les
1 utilise pour le montrer.

e00 Exercice 7 Calculs (10 min.)
Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r.
e Sachant que r =2, et u, =30, déterminer u, et ug. Déterminer uy+ u; +---+ ug.

e Sachant que u, =35 et u, = 15, déterminer r et u,. Déterminer 1+ u; + -+ 1.

e Soit (v,) une suite géométrique de raison q. Sachant que u, =5 et uz =7, déterminer q et u,.

Suites arithmético-géométrique et récurrente linéaire d’ordre 2

o000 Exercice 8 Expressions en fonction de n (30 min.)
Déterminer |'expression de u,, en fonction de n pour les suites suivantes :
1. up=4etVn, u,;,1=2u,—3

2. uOZ—ZetV n, un+1+3un:1

3. upy=—letVn, u, ., +u,=2u,—A4.

4. ug=1,u;=2etVn, uy=—2u,, +15u,
5

. Uy=2,uy=4etV¥n, u,.,=8u,,,—16u,

Exercices bilans

000 Exercice 9 Exercice bilan| (20 min.)
Soit (u,,) 1a suite définie pour tout entier naturel par u, =2 et
_Sup,—1
Upy1 = un+3

1. Démontrer que si u,,; =1 alors u,, = 1. En déduire que pour tout n, u, # 1.

2. On pose pour tout entier n, v, = T Démontrer que la suite (v,,) est arithmétique, puis exprimer v,

un
en fonction de n.

3. En déduire I'expression de u,, en fonction de n.

000 Exercice 10 Exercice bilan Il (30 min.)
On considere la suite (u,,) définie par u, =3 et pour tout entier 7,
2
1+ u,

Up1=

1. Calculer u, et u,. La suite (u,) est-elle arithmétique ? GEométrique?
2. Démontrer que si u,,,; =—2 alors u,, =—2. En déduire que pour tout ,

U, #—2

3. Démontrer que pour tout n €N, on a
O0su,<3
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4. On considere la suite (v,,) définie, pour tout entier n par
_up—1
B Uu,+2

Un

(a) Expliquer pourquoi la suite (v,) est bien définie pour tout .

(b) Calculer v, v, et v,. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique. Quelle est sa raison?
(c) Exprimer v, en fonction de 7.

(d) Exprimer u, en fonction de v, puis en fonction de n. Que vaut u,,?

ee0O Exercice 11 Exercice bilan lll (30 min.)
On consdiere les suites (u,,) et (v,,) définies par :
2 U, +uv,
Up=2etpourtoutneN, v,=—etu,,;=——
u, 2
1. Calculer vy; uy; v1; uy; .. On donnera les résultats sous forme de fraction irréductible.

. Démontrer que les suites (u,,) et (v,,) sont majorées par 2 et minorées par 1.
Montrer que pour tout n €N, on a

w N

Upy1 —Up1 = M

2(up+vy)

Montrer que pour tout 7, u, = v,.

Montrer que (u,,) est décroissante, et (v,) est croissante.

Montrer que pour tout 7, u, — v, < 1, et en déduire que (1, — v,)* < u,, — v,.
Montrer que pour tout n,

N e

1
Upt1 = Upyr < Z(un - Un)

En déduire que pour tout n, u,, — v, < 4%,.

@00 Exercice 12 Exercice bilan IV (30 min.)
Soit u la suite vérifiant la relation

V1, Uy =+/Uy U, avec ug=1,u; =2
1. Démontrer que pour tout entier n, u, > 0. On considére alors la suite w définie pour tout n par
w, =In(u,).
2. Montrer que la suite w suit une récurrence linéaire d’ordre 2. Expliciter alors le terme général de la suite
w. En déduire celui de la suite u.
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Corrigeés

Généralités sur les suites

Corrigés des exercices

Exercice 1
¢ Pour tout entier n,ona
_n+l-1 n—-1 n n—1 n(n+2)—(n—1)(n+3) _ 3
U= = 0 " 42 n+3 n+2 (n+3)(n+2) T (n+3)(n+2)

Puisque pour tout entier naturel n, n+2 >0 et n+3> 0, on en déduit que pour tout n, u,; —u, >0.
Bilan : la suite (u,,) est strictement croissante.
¢ Notons les suites respectivement v, w et z. De la méme maniere, pour tout entier n > 1 :

(n+1%+1 n?>+1 n’+n-1
Uy — Uy = - =
o n+1 n n(n+1)

Pourtoutn>1,onan—10etdonc n—1+n?>0 (car n? > 0). Ainsi

Vnzl, v,,—v,20
Bilan : la suite (v,),,>1 est croissante. Pour tout n>1, on a
ol gn 2ntlp _2M(n+1)  2"(n—1)
n+l n nn+1) " n(n+1)
Pourn>1,ona2">0,n—12>0etn(n+1)>0.Par quotient, pour tout entier n > 1, w,,,; — w, = 0.
Bilan : la suite (w,,),,»; est croissante. Pour tout entier 7, on a
n+1 n (n+1)(2n—1)—n2n+1) -1
T AT ) =1 2n—1 (2n—1@2n+1)  @n—1)@2n+1) @2n—1)2n+1)
Pour tout entier n > 1,ona2n—1>0et2n+1> 0 donc par quotient,

Wpy1 — W, =

Ynzl, z,,,—2,<0

Bilan : la suite (z,,) est strictement décroissante a partir du rang 1.

Exercice 2
¢ Pour tout entier n,onan+2>0et2n+1>0 donc par quotient,
VYn, u,>0
Il semblerait qu’elle soit majorée par 2. Calculons u, —2:
n+2 n+2—-22n+1) —n
Vn u,—2= —2= =
2n+1 2n+1 2n+1

Pour tout entier n,—n <0et2n+1>0donc u, —2<0.
Bilan:V n, 0<u, <2.
Remarque : on peut aussi montrer que pour tout entier n, u,, = %
e Pour tout entier n >0, on a n?+2> 0 et donc
Ynzl,v,>0
Constatons également que pour tout entier n > 1,
_n*+2 n® 2

2
Un —+==n+=>n
n n n n

car % > 0.
Or la suite w définie pour tout n par w,, = n n’est pas majorée. Par comparaison, la suite v n’est pas majorée.
Bilan : v est minorée par 0 mais n’est pas majorée.
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Exercice 3

* Soit P la proposition définie pour tout entier n par P, : “0< u, <2”.

o Pour n=0, uy=1et0<1<2.Laproposition P, est donc vraie.

o Supposons la proposition P,, vraie pour un certain entier n. Montrons que P,,,; est vraie.
Par hypothese de récurrence, 0 < u,, < 2. Mais alors

2<24+u,<4
soit, en appliquant la fonction racine qui est croissante sur R,
V224 u,<v4

c’'est-a-dire

0<vV2<u,,, <2
La proposition P,,,; est donc vraie
D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier 7.
Bilan:V n, 0< u, <2.
¢ Soit Q la proposition définie pour tout entier n par Q,, : “u,, < u, ;"
o Pour n=0, uy=1et u; = +v3.0n adonc 1 < ¥3:la proposition Q, est donc vraie.
o Supposons la proposition Q,, vraie pour un certain entier . Montrons que Q,,,; est vraie.
Par hypothese de récurrence, u,, < u,,;. Mais alors

24 u, <24+ U,
soit, en appliquant la fonction racine qui est croissante sur R,

V2+tu, <2+ Uy,

c’est-a-dire

<

Up+1 Upio

La proposition Q,,;; est donc vraie
D’apres le principe de récurrence, la proposition Q,, est vraie pour tout entier 7.
Bilan : Ia suite (u,,) est croissante.

Exercice 4
* Constatons que pour tout entier 7, on a
Upyr— Uy, =(u,+2n+3)—u,=2n+3
et 2n+3 > 0 pour tout entier 7.
Bilan : la suite (u,,) est strictement croissante.
* Soit P la proposition définie pour tout entier n par P, : “u, > n?”.
o Pour n=0, uy=1 et 1> 02. La proposition P, est donc vraie.
o Supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n. Montrons que P,,,; est vraie.
Par hypothese de récurrence, u,, > n2. Mais alors

U, +2n+3>n*+2n+3

soit,
Upi >(n+1P2+2>(n+1)

La proposition P,,,; est donc vraie
D’apreés le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier n.
Bilan:V n, u, > n®.
* Apres calcul des premieres valeurs, il semblerait que u,, =(n + 1)>. Montrons-le par récurrence.
Soit P la proposition définie pour tout entier n parP,, : “u, =(n+1)*".
o Pour n=0, uy=1et1=(0+1)> La proposition P, est donc vraie.
o Supposons la proposition P,, vraie pour un certain entier n. Montrons que P, est vraie.
Par hypothese de récurrence, u, = (n + 1)?. Mais alors
Upi1 = Up+2n+3=(n+1P24+2n+3=n*+2n+1+2n+3=n*+4n+4=(n+2)
N—_——
HR.
La proposition P,,,; est donc vraie
D’apreés le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier n.
Bilan:V n, u, =(n+1)%.

A. Crouzet 116 ©@®®O



Chapitre 5 : Généralités sur les suites

Exercice 5

* Soit P la proposition définie pour tout entier n par P, : “1< u, <3”.
o Pourn =0, uy=2et1<2<3.Laproposition P, est donc vraie.

o Supposons la proposition P,, vraie pour un certain entier n. Montrons que P,,,; est vraie.

Par hypothese de récurrence, 1 < u,, < 3. Mais alors 4 < 4u,, < 12 puis 1 <4u, —3 <9 soit, en appliquant la
fonction racine qui est croissante sur R,

V1< V4u,—3<v9

c’est-a-dire
1Suy; <3

La proposition P,,,; est donc vraie
D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier 7.
Bilan:V n, 1< u, <3.
¢ Soit Q la proposition définie pour tout entier n par Q,, : “u,, < u, 1"
o Pour n=0, uy=2et u; =+/7.On adonc 2 < +/7 : la proposition Q, est donc vraie.
o Supposons la proposition Q,, vraie pour un certain entier . Montrons que Q,,,; est vraie.
Par hypothese de récurrence, u,, < u,,;. Mais alors

4u,—3<4u,.,—3
soit, en appliquant la fonction racine qui est croissante sur R,
Vau,—3<4u, ;-3

c’est-a-dire

<

Upt Upio

La proposition Q,,;; est donc vraie
D’apreés le principe de récurrence, la proposition Q,, est vraie pour tout entier n.
Bilan : la suite (u,,) est croissante.

Exercice 6

¢ Remarquons que, pour tout entier n, u,, — u, = 3. La suite (u,) est donc arithmétique, de raison 3 et de
premier terme uy =>5.

e Onay=1Lv=1let,= % On remarque alors que

2
v—1yy=0et vz—vlz—gaévl—vo

La suite v n'est donc pas arithmétique.

De méme, on a

U »n 3 10

—=let—=—-#—

Uy v, 57 1y

La suite v n'est pas géométrique.

e Remarquons que, pour tout entier 1, w, ., =3x2"*1 =2x3x2" =2 x w, . La suite (w,,) est donc géométrique,
n+1 n n

de raison 2 et de premier terme w, = 3.

Exercice 7

Méthode
On utilise les propriétés d'une suite arithmétique et géométrique, dont I'écriture en fonction de n.

e Ona uyy=u,+(0—4)r =30—8=22. De méme, ug = u,+(8—4)r =30+8=38. Enfin, d’apres la formule de la
somme des termes d’'une suite arithmétique :

Uy + U,
%zgxsozzm

U+ +Ug=9x
e De méme, on a u, = u, +(4—2)r, c’est-a-dire 35 =15+ 2r, ce qui donne r = 10. On a alors
Uy= Uy +(0—2)r=15—20=-5
et enfin

Ug~+ Uy
u0+...+u4:5xT=5X15=75
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¢ (v,) étant géométrique, on a v3 = g v,, soit g = % = % Mais alors,
49

7 -
Ur=0Ur=— XT=—
+=q% 5 5

Exercice 8

1. Lasuite u est arithmético-géométrique. En introduisant x tel que x =2x—3, c’est-a-dire x = 3, et en posant
v la suite définie par v,, = u, —3, on en déduit que la suite (v,) est géométrique, de raison 2 et de premier
terme vy = 1. Ainsi,

Vn,v,=2"etu,=2"+3

2. La suite u vérifie u,,; = —3u, + 1 et est donc arithmético-géométrique. En notant le réel / vérifiant
| =-31+1, cest-a-dire [ = %, et en introduisant la suite v définie par v,, = u,, — i, on en déduit que la suite v
est géométrique, de raison —3 et de premier terme v, = —%. Ainsi,

9 9 1
Vn, v, =—Z(—3)” et u, =—Z(—3)" +

3. Lasuite u vérifie u,,,; = u,, —4 et est donc arithmétique, de raison —4 et de premier terme 1, =—1. Ainsi,
| Yn, u,=—1—4n |

4. u est récurrente linéaire d’ordre 2. En introduisant (E) 'équation caractéristique X?> = —2X + 15, de racines
—5 et 3. Ainsi, il existe a et b tels que, pour tout n, u, = a(—5)" + b3". En utilisant u, =1 et u; =2, on obtient
le systeme

a + b =1 ol 4 %
—5a + 3b = 2 b u
Ainsi,
1 7
n, u, =—-(-5)"+-3"
Vi, uy=2(=5)"+¢

5. Dela méme maniére, u est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique X> = 8X—16, qui admet
comme unique racine 4. Ainsi, il existe deux réels a et b tels que, pour tout n, u, =(an+ b)4". En utilisant u,
et u;, on obtient le systeme

0O + b = 2 o a = -1
(@ + b)d = 4 h = 2
Ainsi,
|\1 n, u,=(-n+2)4"
Exercice 9

U, —

5 1
1. Siona u,,; =1, alors =1, c'est-a-dire 5u, —1=u, +3,soitdu, =4 <= u, =1.

Supposons alors par l’absurcille qu'il existe un entier n tel que u,, = 1. D’apres ce qui précede, on a alors u,,_; =1,
puis u,_, =1, et ainsi, uy = 1. Or, uy =2, c’est donc absurde.

Bilan:V n, u, #1.

2. Remarquons tout d’abord que la suite v est bien définie, puisque u,, # 1. Pour montrer que v est arithmé-
tique, calculons v, ; — v, pour tout entier n :

1 1 1 1
1% 1—v= — = — J—
" ! Up—1 up,—1 %—1 up,—1
soit
1 1 u,+3 1 u,+3—4 1
U -V, = —_ = —_ = = —
T ST gy, —1 7 du, =4 u, =1 4u,—1) 4

Ainsi, la suite v est arithmétique, de raison %, et de premier terme v, = 1. Ainsi,

n
Y n, vn=1+z
3. Pour tout n, vnzﬁ,donc un—lzvin,soit un=1+uin.Ainsi,
1 4 8+n
VYn, u,=1+ —=1+ =
1+7 4+n 4+n

A. Crouzet 118 ©@®®O



Chapitre 5 : Généralités sur les suites

Exercice 10
1. Ona u, = 3 et u, = 3. On constate alors que u, — uy = —3 et u, — u; = 2 # u; — Uy. Donc u n'est pas

arithmétique. De méme,
u 1 u 8  u

ug 6 uy 37 u
Ainsi, la suite u n’est pas géométrique.
2. Siu,,; =—2,alors %u” =—2, c'est-a-dire 2=—2(1+u,)etdonc4 =—2u, < u, =—2.
Supposons alors par I’absurde qu'’il existe un entier n tel que u,, = —2. D’apres ce qui précede, on a alors
U, =—2, puis u,_, =—2, et ainsi, uyg =—2. Or, uy =3, c’est donc absurde.
Bilan:V n, u, #-2.
3. Soit P la proposition définie pour tout entier n par P, : “0< u, <3”.
o Pour n =0, uy =3 et0<3<3.Laproposition P, est donc vraie.
o Supposons la proposition P,, vraie pour un certain entier n. Montrons que P,,,; est vraie.
Par hypothese de récurrence, 0 < u,, < 3. Mais alors 1 <1+ u,, < 4 soit, en appliquant la fonction inverse qui
est décroissante sur R?,

c’est-a-dire

La proposition P,,,; est donc vraie

D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier 7.

Bilan:V n, 0< u, <3.

4. (a) D’apresla question 2, on sait que pour tout n, u,, #—2, et donc u, + 2 # 0. La suite (v,,) est donc bien
définie.

(b) Onay =%, vy =—1 et v, = 1. Ainsi, la suite v semble géométrique de raison —. Démontrons-le : pour
tout entier n, on a

2 1—u,

- Upnn—1  Tva, _ Tru,
n+l = -2 T 4+2u,
Upy1+2 Tru, +2 Tru,

et donc

1—u, 1+u, —(u,—1) lu,—1 1
= = —_ =——D.

1+u, 4+2u, 2u,+2) 2u,+2 2"

Upy1=

Ainsi, la suite v est géométrique, de raison —% et de premier terme vy = %
(¢) On adonc, pour tout entier n,
=)
Vp==|—2=
"5 2

v,(u, +2)=u,—1soit u,(v,—1)=—1—2v, etdonc u,, =

. _u,—1
(d) Puisque v, = w3z ona alors

—1-2v, 1+2v,
v,—1 - 1-v,

Bilan :

(
(

)" 5x2m45x (1)
)" T 5x2n—2x(—1)n

1+
Vn, u,=
1_

[SILSRESTEN

1
2
1
2

Exercice 11

3 _ _3 _ 4 _ 17 __ 24
1. Rapidementonavy=1,u; =3, =3, Up=35 et L= 5.
2. Faisons une récurrence liée. Soit P la proposition définie pour tout entier n parP,, : “1< u, <2etl <y, <2".
e Pourn=0, ug=2etyy=1donc1< yy<2etl<y<2. Ainsi, P, est vraie.
e Supposons P, vraie pour un certain entier n. Montrons que P,,; est également vraie. Par hypotheése de
récurrence,onal < u, <2etl1< v, <2eten additionnant ces deux inégalités

: Up+ Uy
2< un+vn<4501t1<T<2

donc 1< u,; <2. En appliquant la fonction inverse, qui est strictement décroissante sur R¥, on a

1 1
> —etdonc2>
Upi1 2 Upi1

1> 21

Ainsi, P, est vraie.
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D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier n, et donc pour tout entier n,
1Su,<2etl<y,<2.

3. Pour tout entier n, on a

u,+uv, 2 uptuy, 2 Uty 4

Upy1 — Up1 =

U,+v,
2 Upit 2 gty 2

U, +v,

et donc
(Up+v,)?—8  Us+2u,v,+v;—8

Aun+v,) 22Uyt vy)
Orv, = ul” donc u, v, =2. Donc 8=4u,v,. Ainsi,

Upy1 — Up1 =

= U +2u, v, + v:—4u, v, _ u:—2u, v, +v? _ (u, —v,)?
2(un +vy) 2(uy +vy) 2(un +vy)
4. Puisque, pour tout entier n, u, > 1>0et v, > 1>0,ona?2(u,+v,)> 0etdonc, par quotient, u,,,; —v,;; = 0.
Puisqu’on a également uy,— vy, =120, on en déduit :

Vn, u,2v,
5. Constatons que, pour tout entier 7,
Uty _Up U —2U,y Uy — Uy
un+1_un_T_un_ 2 - 2
D’apres le résultat précédent, on en déduit donc que u,,,, — u, <0 pour tout entier n. Donc (u,,) est décrois-
sante.
Enfin, puisque 0 < u,,,; < u,, en appliquant la fonction inverse qui est strictement décroissante sur R

1 1 .

Z — soitv, 1 21,
Upt1 Uy

Ainsi, ceci étant vrai pour tout entier n, la suite (v,) est croissante.

6. Notons, pour tout entier n, w,, = u, — v,,. On a alors, pour tout entier n,

Wpyl — Wy = Uy — Up —( Un+1— Un) <0
—— N——
<0 >0
La suite (w,,) est donc décroissante. Ainsi, pour tout entier n,
w,Suwy=1
On a donc, d’apres ce qui précede et la question 4., pour tout entier 7,
O<u,—v,<1
Or, quand x €[0;1], on a x> < x, donc
Vo, (u,—v,)? < u,—u,
7. Pour tout entier 1, on a
2<u,+v,<4etdonc4<2(u,+v,)<8

soit, en appliquant la fonction inverse, strictement décroissante sur R?,

1 1 1

-2 2

4 2u,+v,) 8
Enfin, puisque (u, — v, )’ =0,

(un - Vn)2 S (un — Un)z > (un — Un)z
=z =z
4 2(u, + vy,) 8

En utilisant le résultat de la question 6, on obtient finalement que, pour tout entier 7,

1 1
Upt1— Unt < Z(un - Un)z < Z(un - Vn)

Soit alors P la proposition définie, pour tout entier n, par P,, : “u,, — v, < 4%”.

» Pour n=0,0nau;—vy=1et 5 =1. Donc uy— v, < 3 et P, est vraie.

* Supposons que P, estvraie pour un certain entier n, et montrons que P,,,; est vraie.
D’apreés ce qui précede, on a

Upy1 = Unp1 < Z(un - Vn)

Par hypothese de récurrence, u,, — v, < 4%. Donc
1 1
4_11 - 4n+1

S

Upt1 = Upsl S

Donc P, est vraie.
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D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier n, et donc pour tout entier n,

1
Up— UV, S 4

Exercice 12

1. Soit P la proposition définie pour tout entier n par P, : “u,, existe et u,, > 0”. Démontrons P par récurrence
double.

e Initialisation : pour n =0, u, existe bien et u; =1 > 0. De méme, u, existe et u; =2 > 0. Donc P, et P; sont
vraies.

¢ Hérédité : supposons les propositions P, et P,,,; vraies pour un certain entier n. Montrons que P,,,, est
vraie.

Par hypothése de récurrence, u, > 0 et u,,; > 0. Par produit u, u,,; > 0. Ainsi u,,, existe bien et u,,, =
Uy Uy >0.Donc P, ., est vraie.

D’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout entier n, et donc u, > 0 pour tout
entier n.

2. w est bien définie d’apres ce qui précede. Constatons alors que, pour tout entier 7,

Wpy2 = ln(un+2) = ln(\/ Up un+1)

Donc, pour tout entier n
1 1 1
Wpio = 5 In(u, u,4)= 5 (n(u,)+In(u,,))= E(wn + Wy41)

Donc (w,,) est une suite récurrent linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique est

, 1.1
X ==X+—

2 2
de racines 1 et —%. Ainsi, il existe deux réels a et b tels que, pour tout entier n, w,, =a+b (—%)n Puisque

wy =1n(uy) =0 et w; =In(u,) =1n(2), on en déduit

a + b = 0 ola = £1n(2)
a — b = In2) b = -%In(2)
Ainsi, pour tout entier n,
2 2 1\"

et donc

n

u,= eWn = e%ln(Z)—% ln(2)(—%)

ce qui donne, finalement

21n(2) e_% n2)(-1)"

Vn u,=e
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Chapitre

Probabilités sur un ensemble
fini

Résumé

Nous allons dans ce chapitre revoir les notions de base sur les probabilités, vues depuis la classe de
troisiéme, en les rendant plus rigoureuses. Nous revenons également les probabilités conditionnelles et la
formule des probabilités totales.

« Le nom seul de calcul des probabilités est un paradoxe : la probabilité, opposée
a la certitude, c’est ce qu’on ne sait pas, et comment peut-on calculer ce que I'on
ne connafit pas? »

Henri Poincaré (1854 — 1912)

123



Chapitre 6 : Probabilités sur un ensemble fini

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

® Concernant les généralités sur les probabilités :

¢ Déterminer des probabilités en situation d’équiprobabilité ..................... ... ..ol m|
¢ Utiliser la formule du crible de Poincaré..............ooiiiiiiiiiii i, O
¢ Justifier qu'une famille est un systeme complet d’événements.................c.coiiiiiiinn... m|
¢ Utiliser les formules des probabilités composées et des probabilités totales ................... |
e Utiliser les formules de Bayes. ... ......c.euiniiii e m|
¢ Démontrer que deux événements sontindépendants ...............coviiiiiiiiiiiiiiiiiian.. |
¢ Utiliser la mutuelle indépendance d'une famille d’événements....................oviiiiin.. m|

® Concernant les variables aléatoires :

¢ Déterminer le support et la loi de probabilités d'une variable aléatoire........................ O
¢ Calculer espérance et variance d'une variable aléatoire.....................cooiiiiiiiL m|
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I. Espace probabilisé fini

1. Espace probabilisable

Définition 6.1.

Soit  un ensemble fini, et 2 (1) 'ensemble des parties de Q2. On dit que (£2, Z(f2)) est un espace probabi-
lisable. Les éléments de & (12) sont appelés événements. Les événements {w} (pour w € Q) sont appelés
événements élémentaires.

Remarque

P () vérifie les propriétés suivantes, que nous reverrons plus tard :
e Qe2(Q) 3
e YAeZ(Q), Ae2(Q)
e VA, A, eP2(Q),AU---UA, e Z2(0).

Remarque

L'événement @ est appelé événement impossible, et I'événement (2 I'événement certain.

Définition 6.2.

Deux événements A et B de I'espace probabilisable (2, 2(2)) sont dits incompatibles si ANB = @.

2. Loi de probabilité

Définition 6.3.

Soit (Q2, 22 (€2)) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur (2, 22 (Q2)) toute application P : 22 (Q2) —
[0;1] vérifiant :

e P()=1

¢ Pour tous événements incompatibles A et B, P(AUB) =P(A) + P(B).

Remarque

Le triplet (2, 22(2),P) est alors appelé espace probabilisé fini, et pour tout A € 22(Q2), P(A) s’appelle la
probabilité de I'événement A.

Propriété 6.1.
Soit (2, 2 (92), P) un espace probabilisé fini, et A, B deux événements. Alors, on a :
o P(A)=1—P(A). Ainsi, P(@)=1—P()=0.
» P(B)=P(ANB)+P(ANB).
¢ SiAc B alors P(A) < P(B).
» P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Démonstration
« Par définition, A et A sont incompatibles, et AUA = 2. Donc par définition

1=P(Q2) =P(AUA) =P(A) + PQA)
e ANB et ANB sont incompatibles, et (ANB)U(ANB) = B. Par définition,
P(B)=P(ANB)UANB)=P(ANB)+P(ANB)
 SiAC B, on peut écrire B=AU(BNA). Les événements A et BNA étant incompatibles, par définition

P(B)=P(AU(BNA))=P(A)+ P(BNA) > P(A)
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 On constate que AUB =AU(BNA). Puisque A et BNA sont incompatibles, par définition

P(AUB) =PAU(BNA))=P(A)+P(BNA) = P(A)+P(B)—P(ANB)
d’apres pt 2

Propriété 6.2. Crible de Poincaré

Soit (2, 2(£2),P) un espace probabilisé fini. SiA;,:--,A,, sont des événements deux a deux incompatibles

(k=1),ona
P(UAk):ZP(Ak)
k=1 k=1

EtsiA, B et C sont trois événements quelconques, on a

P(AUBUC)=PA)+P(B)+P(C)—PAANB)—PANC)—P(BNC)+PANBNC)

Démonstration
Ce résultat se démontre par récurrence sur 7.

Remarque
Il existe un crible de Poincaré plus général : pour tous événements (A;,---,A,,), on a

P(OAk) :ZP(Ak)—Z]P’(Ai NA;j)+ Z P(A; NA; NAL)-+(=1)"P(A, NA, N+ NA,,)
k=1 k=1

i<j i<j<k

3. Loi équiprobable

Définition 6.4.

Dans le cas ou toutes les issues ont la méme probabilité, on dit qu’elles sont équiprobables, ou que la loi
de probabilité P est uniforme.

Si Q={xy;---; x,}, alors la probabilité de chaque issue est

1

1
p= card(Q) n

Théoreme 6.3.

Soit (2, 22(€2),P) un espace probabilisé fini en situation d’équiprobabilité. Alors la probabilité d’'un événe-
ment A est donnée par
_ card(A) nombre de cas favorables

P(A)

" card(Q) nombre de cas possibles

Exercice 6.1

Onlance un dé a 12 faces bien équilibré. On note Al’événement “obtenir un multiple de 3” et Bl'événement
“obtenir un multiple de 4”. Déterminer P(A) et P(B).

Solution
Puisque le dé est bien équilibré, la loi de probabilité est uniforme. Ainsi, 2 =[1;12] et card(f2) = 12.
Puisque A={3;6;9;12} et B={4;8;12}, on a
4 1 3
PA)= — =- et P(B)= — =
12 3 12

N

I’ Exercice 1.
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Il. Probabilités conditionnelles

1. Exemple

Dans un sac, on posséde 10 jetons : 6 jetons rouges, numérotés 1,1,1,2,2,4 et quatre jetons verts, numérotés
2,2,4,4. On tire au hasard un jeton du sac.

On note R I'événement “obtenir un jeton rouge”, V I'événement “obtenir un jeton vert”, 1 'événement “obtenir
un jeton 17 ...

Cette expérience peut étre représentée par un arbre pondéré :

1
1/2
1/3
R 2
6
/10 "
4
4
/10 o 5
V 1/2
4
De cet arbre, on peut lire ainsi que P(R) = &, P(V) = 15.
La branche —R—2 indique que 'on a obtenu un jeton rouge et numéroté 2.
Propriété 6.4.
¢ Loi des noeuds : La somme des probabilités inscrites sur les branches issues d'un méme noeud est
égale a 1.

¢ La probabilité de I'’événement représenté par un chemin est égale au produit des probabilités
inscrites sur les branches de ce chemin.

Ainsi, la probabilité de RN 2 est égale a

P(RN2)= 1% x % =P(R) x Pg(2)

2. Probabilités conditionnelles
Définition 6.5.

Soit (22, 22 (12), P) un espace probabilisé fini. Soit A un événement de probabilité non nulle. Alors, I'applica-

tion P, définie sur 22 (Q2) par
VBeP(Q), PyB)= LoD
T PR

est une probabilité sur (£2, 2 (2)) appelée probabilité sachant A.

Remarque
P,(B) est également notée P(B|A). Puisque P, est une probabilité sur (2, 22 (Q)), toutes les propriétés des
probabilités s’appliquent a P,.

Exemple 6.2
Dans I'exemple précédent, Py(2) = %
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Remarque

Dans la suite du cours, et plus généralement tout au long de I'année, on essaiera de se passer des arbres.
D’une part, parce qu’il est plus important de comprendre les formules sous-jacentes; et d’autre part
parce que, souvent, les expériences aléatoires que 1'on fera ne se modéliseront pas facilement avec un
arbre.

3. Formule des probabilités composées

Théoréme 6.5. Probabilités composées

On utilise souvent les probabilités conditionnelles pour déterminer la probabilité de I'intersection :
P(ANB) =P(A) x P,(B).
On peut d’ailleurs généraliser cette formule : pour tous événementsA;,---,A,, on a

PA;N---NA,) =P(A)Py, (A2)Pa,n,(A3)  Pa e, , (AR)

Exemple 6.3
Toujours dans I'exemple précédent, P(RN4)=P(R) x Px(4) = .1 = 15.

Remarque

Cette formule est trés importante. C’est celle qu’on utilisera souvent pour déterminer la probabilité d'une
intersection.

4. Formule de Bayes

Théoréme 6.6. Formule de Bayes

Soit (22, 22(92), P) un espace probabilisé fini. Soient A et B deux événements de probabilité non nulle. Alors

P(B) P(A)PA(B)
Py(B)= ——=Pg(A) et P(B)= ———
A(B)= i PolA) et B(B) =~
Démonstration
pretiet ®) (B)PBNA)_PBNA)
P(B P(B)PBNA) PBNA
—Pp(A)= = =P,(B
) Y m) - P
Exemple 6.4
Dans I'’exemple du début, la probabilité, sachant qu’'on a eu un jeton 2, que celui-ci soit vert, vaut
P(V) &1 1
Py)(V)= —Py(2)=F=-=—
V)= gD =55 =3

lll. Probabilités totales

1. Systeme complet d'événements

Définition 6.6.

Soit (2, Z(12),P) un espace probabilisé fini. Soient (A;,:--,A,,) une famille d’événements. On dit que cette
famille est un systéme complet d’événements si

¢ les événementsA,,---,A, sont deux a deux incompatibles (V i # j,A; NA; =9).

° LnJAk =
k=1
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Exemple 6.5

On lance un dé a 6 faces, et on note A:“obtenir un nombre pair”, et B :“obtenir un nombre impair”. Alors
Q=[1,6],AUB=QetANB=g. Donc (A B) forme un systeme complet d’événements.

Remarque
SiA est un événement de (€2, 22 (), P), alors (A,A) est un systeme complet de deux événements.

2. Formules des probabilités totales

Théoreme 6.7.

Soit (2, 22 (), P) un espace probabilisé fini. Soit (A;,:--,A,) un systéme complet d’événements de {2, tel
que pour tout i € [1, n],P(A;) #0. Alors, pour tout événement B, on a

P(B)= > P(BNA)= > P(A;)Ps,(B)
k=1 k=1

Démonstration
On peut écrire
n n
B=Bn| JAr=| JBnA;
k=1 k=1
Or les événements BNA . sont des événements deux a deux incompatibles, puisque les A, le sont. Donc

]P’(B)zIP(LnJBﬂAk) :Z]P’(B NAL)
k=1 k=1

Propriété 6.8. ’
Dans un arbre pondéré, la probabilité d'un événement E est la somme des probabilités des chemins qui ’

aboutissent a E.

Exemple 6.6

Dans I'exemple de début, (R, V) est un systéme complet d’événements. La probabilité de I'événement 2
vaut donc, d’apres la formule des probabilités totales,

P(2)=P(RN2)+P(VN2)
=Py(2) x P(R)+ Py(2) x P(V)
16 14

T310 210

2
5

IS Exercices 3 et 6.

IV. Indépendance de deux événements

1. Indépendance de deux événements

Définition 6.7.

Soit (2, 2 (), P) un espace probabilisé fini. Soient A et B deux événements. On dit que A et B sont indé-
pendants lorsque P(ANB) = P(A) x P(B).

Exemple 6.7
Dans I'exemple du II., les événements V et R sont indépendants.
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Propriété 6.9.

SiAet B sont des événements de probabilité non nulle, il y a équivalence entre les propositions suivantes :
¢ AetB sontindépendants.
* PA(B)=P(B)
* Ps(A)=P(A)

Théoreme 6.10.

Soient deux événements indépendants A et B. Alors A et B sont aussi indépendants.

Démonstration
Puisque A et B sont indépendants, on a P(ANB) = P(A)P(B). Or, d’apres la formule des probabilités totales :

P(B)=P(ANB)+PANB) =PA)PB)+PANB)
On a donc P(ANB) =P(B)—P(A)P(B) = (1 —P(A))P(B) = P(A)P(B).

2. Indépendance d'une famille d'événements

Définition 6.8.

Soit (2, 2 (Q2), P) un espace probabilisé fini. SoientA,,--- ,A,, des événements.
e OnditqueA;,:--,A, sont deux a deux indépendants pour la probabilité P si

¢ OnditqueA;,:--,A, sont mutuellement indépendants pour la probabilité PP si
VIc[1,n], ]P’(ﬂAi) =] [ra)
i€l i€l

En particulier, PA; N---NA,)=P(A;) x--- xP(A,,).

Théoreme 6.11.

Soit (2, 2 (), P) un espace probabilisé fini. SoientA;,--- ,A,, des événements mutuellement indépendants
pour la probabilité P. Soit By, ---,B,, des événements tels que, pour tout i € [1, n], B; =A; ouA;. Alors les
événements By, ---,B,, sont encore mutuellement indépendants.

I'& Exercices 7 et 8.

V. Variables aléatoires - Rappels

Ceci nw'est qu'un rappel de premiere et terminale. Nous définirons en détail la notion de variable aléatoire plus
tard dans l'année.

1. Définitions
Définition 6.9.

Soit (Q2, 2 (), P) un espace probabilisé fini. On appelle variable aléatoire sur Q2 toute application X définie
sur €2 et a valeur dans R. X(02) est appelé le support de la variable aléatoire X.

Si on note X(2) = {x;;-+-; x,,}, on appelle loi de probabilité de la variable aléatoire X, 'application qui
a tout élément x; fait correspondre la probabilité de I'événement “X prend la valeur x;”, que I'on note
]P(X =X; ).

Remarque
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e Lévénement (X = x;) est composé des issues pour lesquelles la variable aléatoire X prend la valeur
X;.

¢ Déterminer laloi de probabilité d'une variable aléatoire X, c’est donner I'’ensemble des probabilités
P(X=x,),---,P(X=x,) (sous la forme d'un tableau par exemple).

Exercice 6.8

On lance un dé équilibré. On gagne 1 euro si on tombe sur 1 ou 6, et on perd 1 euro sinon. Déterminer le
support et la loi de probabilité de la variable aléatoire représentant le gain.

Solution
En notant X le gain, alors les valeurs possibles de X sont 1 et —1. On a donc
(X=1)={1;6} et (X=—1)={2;3;4;5}

etdoncPX=1)=%=3 etPX=—1)=3=4%.

2. Paramétres d’'une variable aléatoire

Définition 6.10.

Soit (2, 22(22), P) un espace probabilisé fini, et X une variable aléatoire. On note X(Q2) = {x;;---; x,,}.
¢ On appelle espérance mathématique de X le nombre réel

n
EX)=x; x PX=x;)+ -+ x, x P(X = xn)=zx,- x P(X = x;)
i=1
¢ On appelle variance de X le nombre réel positif

Var(X) = (x; —EX))* x P(X = x;) + -+ + (x, —EX))* x PX = x,,) = Z(x,. —EX))* x P(X = x;)

i=1

¢ On appelle écart-type de X le nombre réel positif o(X) = 1/ Var(X).

Proposition 6.12.
Soient a et b deux réels, et X une variable aléatoire. Alors

E(aX+ b)=aE(X)+ b et Var(aX+ b) = a*Var(X)

Exercice 6.9

Déterminer espérance et variance de la variable aléatoire définie dans I'exercice 8.

Solution
Par définition, on a

1 2 1
EX)=1xPX=1)+(-1)xPX=—1)=1x 5—1>< §=_§
De méme, ona:

12 1 1 2 16 8 24 8
Var(X):(l—]E(X))Z]P’(Xz1)+(—1—]E(X))2P(X=—1)=(1+g) x§+(—1+§) X 3Tt Ty

IS Exercices 2, 4 et 5.
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Chapitre 6 : Probabilités sur un ensemble fini

Exercices

Probabilités sur un ensemble fini

Exercices

Probabilités générales

Exercice 1 Probabilités générales (10 min.)
Jean et Jeanne sont deux fous de mathématiques, qui posseédent un dé a 10 faces, numérotées de 0 a 9,
légérement truqué. Le dé suit ainsi la loi de probabilité suivante :

issue 0|12 |3 |4 (|56 |7|8]9

1
2

L1
2 | 16

o=
—

Rl=
ool
sl-
[Splied
wl=
o=

probabilité

—|

1. Calculer la probabilité des événements suivants :
¢ A:"le dé tombe sur un chiffre impair".
¢ B:"le dé tombe sur le chiffre 1, 4, 7, ou 9"
e C:"le dé tombe sur un chiffre inférieur ou égal a 4".
2. Déterminer la probabilité des évenements AUB, BNC et ANC.

Exercice 2 Variables aléatoires générales (10 min.)

Jean propose a Jeanne de lancer le dé, et de jouer au jeu suivant : Jeanne gagne 3 euros si le dé tombe sur le
chiffre 0, elle gagne 7 euros si le dé tombe sur le chiffre 9, elle gagne 1 euro si le dé tombe sur le chiffre 1 ou 8,
elle perd 2 euros si le dé tombe sur le chiffre 2 ou 6, elle perd 1 euro si le dé tombe sur le chiffre 4 ou 5, et elle
perd 5 euros sile dé tombe sur le chiffre 3 ou 7. On note X la variable aléatoire donnant le gain de Jeanne.

1. Déterminer le support et la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
2. Calculer I'espérance de la variable aléatoire X. Le jeu est-il équitable?

Probabilités condtionnelles et exercices bilans

Exercice 3 Probabilités et suites| (15 min.)

Un joueur débute un jeu vidéo et effectue plusieurs parties successives. On admet que :
¢ la probabilité qu’il gagne la premiére partie est de 0, 1;
¢ s’il gagne une partie, la probabilité de gagner la suivante est égale a 0,8;
¢ s'il perd une partie, la probabilité de gagner la suivante est égale a 0, 6.

On note, pour tout entier naturel » non nul :
e G, l'événement «le joueur gagne la n-ieme partie »;
e p, la probabilité de I'événement G,,-

Onadonc p; =0,1.
1. Montrer que p, =0,62.
2. Lejoueur a gagné la deuxieme partie. Calculer la probabilité qu’il ait perdu la premiére.
3. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, p,;1 = 2 p, + 2.
4. Déterminer I'expression de p,, puis déterminer la limite de la suite (p,,).
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@00 Exercice 4 Variable aléatoire - calculatrice autorisée (pour une fois) (15 min.)
Le co(it de production d'un objet est de 950 euros. Cet objet peut présenter le défaut A, le défaut B, ou les deux
défauts en méme temps.
La garantie permet de faire les réparations aux frais du fabriquant avec les cofits suivants : 100 euros pour le
défaut A, et 150 euros pour le défaut B.
On admet que 90% des objets produits n’ont aucun défaut, 4% ont le seul défaut A, 2% ont le seul défaut B, et
les autres ont les deux défauts A et B.
1. On note X la variable aléatoire qui, a chaque objet choisi au hasard, associe son prix de revient, c’est a
dire le cotit de production augmenté du cofit de réparation éventuel. Déterminer la loi de probabilité
de X.
2. Calculer 'espérance mathématique E(X) et I'écart-type de cette variable aléatoire. Que représente E(X)
pour l'usine.
3. On admet que tous les objets produits sont vendus. L'usine peut-elle espérer réaliser des bénéfices en
vendant 960 euros chaque objet produit?

ee0 Exercice 5 Variable aléatoire et fonction | (15 min)
Une roue de loterie se compose de secteurs identiques de trois couleurs différentes : rouge, blanc et vert. Un
joueur fait tourner la roue devant un repere fixe. Chaque secteur a la méme probabilité de s’arréter devant ce
repere.
o Sile secteur repéré est rouge, le joueur gagne 16 euros.
e Sile secteur repéré est blanc, le joueur perd 12 euros.
e Sile secteur repéré est vert, il lance une seconde fois la roue :
- sile secteur repéré est rouge, il gagne 8 euros.
- sile secteur repéré est blanc, il perd 2 euros.
- sile secteur repéré est vert, il ne gagne rien et ne perd rien.
La roue se compose de trois secteurs rouges, de quatre secteurs blancs, et de n secteurs verts (n > 1). Soit X,,
la variable aléatoire qui, a chaque partie, associe le gain algébrique du joueur.
1. Déterminer la loi de probabilité de X,,.
2. Calculer I'espérance mathématique de X,, en fonction de n.
3. FEtudier le sens de variation de la fonction numérique f, définie sur [0;+00][ par

X
f(x)=m

4. En déduire pour quelle valeur de I'entier n 'espérance mathématique de X,, est maximale. Quelle est la
valeur correspondante de E(X,,)?

000 Exercice 6 Probabilités et suites Il (15 min.)
Avant le début des travaux de construction d'une autoroute, une équipe d’archéologie préventive procéde a
des sondages successifs en des points réguliérement espacés sur le terrain. Lorsque le n-iéme sondage donne
lieu a la découverte de vestiges, il est dit positif.
Lévenement : «le n-ieme sondage est positif » est noté V,,, on note p,, la probabilité de 'évenement V,,.
Lexpérience acquise au cours de ce type d’investigation permet de prévoir que :
¢ siun sondage est positif, le suivant a une probabilité égale a 0,6 d’étre aussi positif;
¢ siun sondage est négatif, le suivant a une probabilité égale a 0,9 d’étre aussi négatif.
On suppose que le premier sondage est positif, c’est-a-dire : p; = 1.
1. Calculer les probabilités des évenements suivants :
(@) A:«les2¢et3esondages sont positifs »;
(b) B:«les2¢et 3¢ sondages sont négatifs ».
2. Calculer la probabilité p; pour que le 3¢ sondage soit positif.
3. Pour tout entier naturel » non nul, établir que: p,,,; =0,5p,, +0,1.
4. Déterminer I'expression de p,, et en déduire la limite de la suite (p,,).

Indépendance
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Exercice 7 Indépendance |l (5min.)
Une urne U; contient trois boules noires et sept boules blanches. Une urne U, contient cinq boules noires, et
cinq boules blanches. On choisit une urne au hasard (et de facon équiprobable), et on tire successivement
deux boules, avec remise, dans I'urne choisie. On note :

e B, I'événement “obtenir une boule blanche au premier tirage”

e B, I'événement “obtenir une boule blanche au deuxiéme tirage”

Les évenements B; et B, sont-ils indépendants?

Exercice 8 Indépendancell (10 min.)

Lorsqu’on choisit une moto aléatoirement dans une fabrique, elle peut présenter deux défauts : le pot d’échap-
pement est mal fixé, ou le guidon n’est pas aligné.

On note Al'événement : “le pot d’échappement est mal fixé” et B I’évenement : “le guidon n’est pas aligné”. On
suppose que P(A)=0,1 et P(B) =0, 2, et que les évéenements A et B sont indépendants.

Déterminer la probabilité que la moto ne présente aucun défaut (on dira qu’elle est fonctionnelle).
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Corrigeés

Probabilités sur un ensemble fini

Corrigés des exercices

Exercice 1
Cet exercice est sans difficulté majeure.
1. PuisquonaA={1;3;5;7;9}, B={1;4;7:9} et C={0;1;2;3;4},0ona
29 1 7
PA)=—" PB)=- P(C)=—
(A) 18 (B) 5 (C) 6
2. De méme, AUB={1;3;4;5;7;9}, BNC={1;4} et ANC = {1;3}. Donc,

P(AUB) = 1 P(BNC)= > P(ANC) = 3

16 24 16
Exercice 2
1. X(2)=1{3;7;1;—2;—1;—5}. On peut représenter la loi de probabilité avec le tableau suivant :
X; —S[—=2[-1]1[3]7
PX=x) | 15 | 25 |1 | 8 | 12| B

On peut vérifier que la somme des probabilités fait bien 1.

2. On en déduit I'espérance suivante
11 7 10 10 1 1 15 5
EX)=—b5——2———+—43 - +7-=—=——
48 48 48 48 12 8 48 16

Lespérance étant strictement négative, le jeu est défavorable.

Exercice 3
1. (G;,G,) est un systéme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales :
P2 =P(G2) =P(G1 N G2) +P(G 1 NGy)
Donc
p,=0,1x0,8+(1—-0,1)x0,6=0,08+0,54=0,62

2. On cherche Pg, (G,). Ainsi
P(G,NG;) 0,9x0,6 27

PG, 062 31

3. Soit n un entier naturel non nul. (G,, G,) forme un systéme complet d’événements. D’apreés la formule des
probabilités totales :

Pg,(Gy) =

Pnv1= P(GnJrl) = P(Gn N Gn+1) +P(G_nn Gn+1)

soit
Pns1=Pnx0,84+(1—p,)x0,6=0,2p,+0,6

et donc

1 3
Y neN, Pn+1=gpn+g
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4. Lasuite (p,,) est arithmético-géométrique. On pose la suite v définie pour tout entier n par

3
Un —Pn—z
Alors, pour tout entier n > 1,
3 3 3
Vit =Prnn =y =5Pnt gy

donc

1 ( + 3) 3 1
Upp1=—|U+—|——===-v
n+1 5 n 4 20 5 n
Ainsi, la suite v est géométrique, de premier terme v, = p; — % =—0,65 et de raison é
Pour tout entier n > 1, on a donc
1 n—1
v, =—0,65 (g)
3

1 n—1
Y neN*, p,,z—O,GS(E) + -

4
1 n—1
lim (—) =0
n—+oo\ 5

li _3
Jm =7

et donc

Puisque—1<3 <1,

et donc

Exercice 4
1. Sans difficulté, on a X(€2) = {950;1050; 1100; 1200}, et
P(X=950)=0,90 P(X=1050)=0,04 P(X=1100)=0,02 P(X=1200)=0,04
2. Ona
E(X) =950 x 0,90+ 1050 x 0,04 + 1100 x 0,02 + 1200 x 0,04 = 967
Var(X) = (950 —967)% x 0,90 + (1050 — 967)% x 0,04 + (1100 —967)? x 0,02 + (1200 — 967)? x 0,04 = 3061
soit
o(X) = v/3061 ~ 55,33

E(X) représente le prix de revient d'un objet.
3. En moyenne, un objet revient a 967 €. En le vendant 960<€, on peut estimer que 1'usine va étre déficitaire.

Exercice 5

1. Constatons que X,,(Q2) = {—12;—2;0; 8;16}. Notons R, (respectivement B;,V;) I'événement “obtenir le secteur
rouge (resp. bleu, vert) au premier lancer” et R, (respectivement B,,V,) I’événement “obtenir le secteur rouge
(resp. bleu, vert) au deuxieme lancer”.

Par construction de la roue, on a, pouri=1ou?2:

P(R)= —— B(B))= — n

= P(V:)=
7+n 7+n 7+n

Ainsi:

-3 P(X, =—12)=P(B,)= 4

C7+n " TV 74

Enfin, d’apres la formule des probabilités composées, et indépendance des événements V; et R,, V; et B, ainsi
queV;etV,:

P(X, = 16)=P(R,)

n 3 3n
PX,, =8)=P(V;NR,)=P(V;)Py. (R,) = =
(X,, =8)=P(V; NR,) =P(V};)Py,(R;) TnTin  Gnp
n 4 4n
P(X,=—2)=P(V;NB,)=P(V;)Py (B,) = =
X, )=P(V; NB,) =P(V,)Py,(B,) TrnTin Ginp
n n n?

PX, =0)=P(ViNVo)=P(V1)By, (Vo) = T+n7+n  (T+np
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2. Par définition :

E(X,) = 16P(X,, = 16)— 12P(X,, = —12) + 8P(X,, = 8)— 2P(X,, = —2) + OP(X,, = 0)

soit
16x3 12x4 8x3n 2x4n
EX,)= — + — +0
7+n  7+n  (7+n)2 (7+n)?
et donc
E(X,)= 16n
" (7+n)2

3. f estune fonction définie et dérivable sur [0; +00[ (fraction rationnelle) et pour tout x >0 :

(x+7—x(2(x+7)  7—x

F= (x +7)8 Tx+7p

Puisque (x +7)° > 0 sur [0; +00], f’(x) est du signe de 7— x. On obtient alors le tableau de signe et de variations
suivant :

X 0 7

flx)yl + o0 -—
1

ol -7 TS

4. D’apres1’étude précédente, puisque E(X,,) =16 f(n), 'espérance est maximale lorsque n =7.

+00

Exercice 6
Remarquons tout d’abord que p, = 1. Donc P(V,) = 0,6 et P(V,) = 1 —P(V,) = 0,4.
1. D’apres la formule des probabilités composées :

P(V,NV3) =P(V,) NPy, (V3) =0,6 x 0,6 = 0,36
P(V,NV3) =P(V,)Py;(V3) =0,4x0,9=0,36
2. (V,,V,) est un systeme complet d’événements. D’apres la formule des probabilités totales
ps =P(V3) =P(V,NV3) +P(V,NV3)
ainsi B
ps = P(V5)Py, (V5) + P(V,)Py(V3) = 0,36+ 0,4 x 0,1 = 0,40

3. Soit n>1.(V,,V,) est un systtme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales :

Pt =P(Vyi1) =PV, 0V;040) + PV V1)
et d’apres la formule des probabilités composées

Prsr =PV )Py, (Vi) + PV ) (V1) = P X 0,6+ (1= ;) x 0,1=0,5p, +0,1

4. La suite (p,),>1 est une suite arithmético-géométrique. Par I'étude classique, en introduisant la suite
v définie pour tout n > 1 par v, = p, —0,2, on montre que la suite v est géométrique, de premier terme
v, =p;—0,2=0,8 et de raison 0, 5. Ainsi,

VYn>1, v,=0,80,5)""etp,=0,80,5""+0,2

Puisque —1<0,5<1,0ona li{rnoo(O, 5" 1 =0, et par somme
n—-

lim p,=0,2

n—-+o0o
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Exercice 7
On note A; (respectivement A,) I’événement “choisir 'urne U; (resp. U,)”. (A;,A,) forme un systéme complet
d’événements. Ainsi, d’apres la formule des probabilités totales :
1 7 1 5 12 3
P(B,)=PA;NB;)+PA,NB;)= > X 1—0+£ X 0-20"5
De méme, par indépendance des tirages :

3

Enfin,
7 7 1 5 5 74 37

1
P(B; NB,)=P@A,NB; NB,)+P(A,NB; NB,)= - x — x _ 2
(BiNBy)=P(A1 0By NBo)+PlA, NBy NBo) = 5 x 70 704 5 X 10 10 = 200 ~ 100

Constatons, pour terminer, que

9
P(B,) x P(B,) = 25 #P(B; NB,)

Ainsi, les événements ne sont pas indépendants.

Exercice 8

Notons F I'événement “la moto est fonctionnelle”. On constate que
F=AUB

Or

P(AUB) =P(A) + P(B)—P(ANB)
Puisque A et B sont indépendants, P(AN B) =P(A) x P(B). Donc
P(AUB)=0,14+0,2—0,1x0,2=0,28
Ainsi,

P(F)=1—PAUB)=0,72
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Chapitre

Convergence d’une suite

Résumé

Nous allons généraliser la notion de limite, qui a été vue en classe de Terminale. Nous introduirons des
méthodes pour déterminer les limites et des théoremes permettant de montrer Uexistence de limites.

« Quand je regardais le tableau, j’éprouvais la méme convergence en un seul et
unique point : un bref instant touché par le soleil qui existait maintenant et pour
toujours. C’est fortuitement que je remarquais ma chaine a la cheville de I'oiseau,
ou que je songeais combien la vie de cette petite créature, battant briévement des
ailes puis toujours forcée, sans espoir, d’atterrir au méme endroit, avait dii étre
cruelle. »

Donna Tartt (1963-) — Le Chardonneret
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Chapitre 7 : Convergence d'une suite

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(® Concernant les limites :

¢ Connaitre la définition mathématique deslimites...............cooiiiiiiiiiiiiiinninenen.. m|
¢ Savoir déterminer des limites en utilisant les théoremes (somme, produit, quotient) .......... O
 Savoir utiliser le théoréme d’encadrement et les théorémes de comparaison .................. m|
¢ Connaitre les CroissanCes COMPATEES . . ... .v.un ittt ettt eaenaenens ]
¢ Savoir appliquer le théoréme de la limite monotone..............coovviiiiiiiiiiiennnnenennn. |
(@ Savoir reconnaitre les Suites adjaCentes . . ........vuututi ettt e m|
® Savoir démontrer qu'un suite est négligeable devantune autre..................coociiiiiiii i m|
® Savoir démontrer que deux suites sont équUivalentes. .............oovuiiiiiiiiii i O
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Chapitre 7 : Convergence d'une suite

. Généralités

1. Limite finie

Définition 7.1.

Soit (u,,) une suite et £ un nombre réel. Si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les termes de la
suite a partir d'un certain rang, on dit que la suite (u,) a pour limite ¢, et on note

lim u,=¢ ou u,——/¢
n—+00 n—+00

Mathématiquement, (u,,) a pour limite ¢ si et seulement si

Ve>0,dn,eN,VneN, nz2ny=>|u,—l|<e

A
Z+E———————————. ————————— T T T T T T T T T T T T T T oo o — -
£ | = o . .

L—e—p———— - - == .-————:—————. ——————————————————————————

|

|

. |

|

|

|
! >
no g

Exemple 7.1

La suite u définie pour tout n par u, = n%l converge vers 0 :

im =0
n—+oo n+1

Propriété 7.1. ’
Si une suite (u,,) a une limite finie, celle-ci est unique. ’

Démonstration

On suppose que (u,) converge vers £ et £’ et que £ #¢’. Donc la distance entre £ et ¢’ est non nulle. On la
note d, et on s'intéresse aux deux intervalles J( — ;¢ + %[ et J¢’—<;¢’+ <[, Par définition de la convergence,
tous les termes de la suite sont dans ces deux intervalles a partir d'un certain rang. Or :

les deux intervalles sont disjoints, ce qui est absurde.

2. Limite infinie
Définition 7.2.
Soit (u,,) une suite.
o Sitout intervalle de la forme ]a;+00[ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang,
on dit que la suite (u,,) a pour limite +c0, et on note

lim u,=+00 ou u,——+00
n—+00 n—+00

o Sitoutintervalle de la forme ]— 00, a[ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang,
on dit que la suite (u,,) a pour limite —co, et on note

n—-+oo n—+00

lim u,=—0c0 ou u,—— —00 [‘j
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Chapitre 7 : Convergence d'une suite

Mathématiquement, (u,) a pour limite 4+ 00 si et seulement si

VAeR, dnyeN,VneN, n>2ny=u, >A

Exemple 7.2

a pour limite —co :

lim n=+oco et lim —n?=—0c0
n—+0oQo n—+00

La suite u définie pour tout n par u,, = n a pour limite +00, et la suite v définie pour tout n par v, =—n

2

Algorithme 7.2.

plus petit entier n vérifiant u,, > A (ol1 A est un réel positif quelconque) :

Si une suite croissante (,,) a pour limite +00, on peut utiliser I’algorithme suivant pour déterminer le

Algorithme 1 : SEUIL

Entrées : Saisir A (nombre positif)
Initialisation :
n—0
U« u,
Tant que U <A
n—n+1
Ue—u,
FinTantque
Sorties : Afficher n

En Scilab, pour la suite u définie par

u(]:l
Vo, i =1+u2

on obtient :

Scilab 7.3. Seuil pour une suite croissante

// Résumé : programme déterminant le premier entier
// un > a, ou a est un réel donné et u une suite de

n=0;

u=1;

// Valeur de seuil
seuil=100;

while(u<=seuil)
// On n'a pas dépassé le seuil.

A. Crouzet 142

n tel que
limite +oo

ClOIC[O)




Chapitre 7 : Convergence d'une suite

// On passe au rang suivant
n=n+1;
// On calcule le terme suivant de la suite
u=1+u”2;
end

// Ainsi, n contient le premier rang a partir duquel u_n > seuil

3. Suite convergente

Définition 7.3.

On dit qu'une suite est convergente si elle possede une limite finie. On dit qu’elle est divergente si elle
possede une limite infinie.

4. Suite sans limite

Remarque
Certaines suites ne possedent aucune limite, que ce soit finie ou infinie.

Exemple 7.3

La suite ((—1)") prend la valeur 1 aux termes pairs, et —1 aux termes impairs. Elle ne peut donc ni converger,
ni diverger : elle ne posséde donc pas de limite.

II. Théoréemes sur les limites

1. Théoreme de comparaison

Théoreme 7.4.

Soient (u,,) et (v,) deux suites convergentes, de limites respectives ¢ et ¢’. Si, pour tout n > ngy, on a
u, <uv,, alors{ </’

Démonstration

Supposons au contraire que £ > ¢’. En notant d la distance (non nulle) entre ¢ et ¢/, cela signifie qu’a
partir d'un certain rang, les termes de la suite (u,,) se trouve dans I'intervalle ]{ — %;f —+ %[. Or, v, 2 u,,
donc, a partir d'un certain rang v, > { — %. Donc l'intervalle ¢/ — %;Z’ + %[ ne contient aucun élément de
la suite (v,,) a partir d'un certain rang : absurde.

2. Théoréme d’encadrement

Théoreme 7.5. Théoreme d’encadrement

Soient (u,), (v,) et(w,,) trois suites. On suppose que, pour tout n = ny, U, < v, < W, etque lil_gl U, = lir+n =1,
n—+oo n—+00

Alors, (v,) converge et

lim v, =/
n—+00
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. wy wg wg wio
. .

.
v10
.

) . - u ug v10
vy . v uy 8

Remarque
Ce théoréme est également appelé théoreme des gendarmes.

Démonstration

Soit I un intervalle ouvert contenant £.

Par définition de la limite, il existe un rang n, tel que pour n = n,, u, soit dans I. De méme, il existe un
rang n, tel que, pour n > n,, w, soit dans I.

Mais alors, pour tout 7 plus grand que n, et n,, u, €l et w, €1. Or, u, < v, < w,, et puisque I est un
intervalle, on en déduit que pour tout n plus grand que n, et n,, v, €1.

Ceci étant vrai pour tout intervalle ouvert I contenant ¢, on en déduit bien que nEErHOO v, ={.

Meéthode

Pour déterminer la limite d’'une suite ot (—1)"” apparait, on appliquera (quasi) systématiquement le
théoreme d’encadrement.

Exemple 7.4
Déterminer la limite de la suite (u,) définie pour tout n > 0 par
(=D"+2
n = ———
n
Solution

Pour tout n#0,ona—1<(—1)" <1,donc 1 <(—1)"+2 < 3 et puisque 1 >0, on a
1 (-1)"+2 3
g1 =K

< —

n n

S

1 3
Or, lim —= lim — =0. Parle théoréeme d’encadrement, la limite de (u,,) existe et
n—+ooy n—+oop

—1)"+2
lim L=0

n—-+00 n

Théoreme 7.6.
Soient (u,,) et (v,) deux suites, et £ un réel. On suppose que pour tout n > n,
lu,—¢| < v, etque liI_El v, =0. Alors

n—+0oo

lim u,=/¢
n—+o0o

Démonstration
Application du théoréme d’encadrement.
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Chapitre 7 : Convergence d'une suite

Exemple 7.5

On constate que, pour tout n =0 :
1

n

‘(—1)"

n

(_

1
n

]n

1
et lim — =0. Ainsi, d’apres le théoreme précédent, la suite ( )n>1 converge et a pour limite 0.

n—+00 pn

Théoréme 7.7. Théoréeme de comparaison

Soient (u,,) et (v,,) deux suites.
e Sipourtout n > ngy, u, = v, etsi lim v,=+oocalors lim u,=+00
n—+oo n—+00
<v

e Sipourtoutn=ny, u, <v,etsi lim v,=—ocalors lim u,=—00
n—+00 n—+00

Démonstration
Démontrons le premier point. Soit A un réel strictement positif quelconque. Puisque lirp v, =+09,
n—+090

il existe un rang n, tel que, pour tout n > ny, on a v, € [a;+oo[. Or, puisque pour tout n, u, = v,, on a
également u, € [a;+0oo[ pour n = ny,.
Par définition de la limite infinie, cela signifie donc que liIJ}l U, =+00

n—+0oo

Convergence des suites monotones

Théoreme 7.8. Théoreme de la limite monotone

Toute suite croissante majorée converge. Toute suite décroissante minorée converge.

Démonstration
Théoreme admis.

Théoreme 7.9.

Toute suite croissante non majorée a pour limite +00. Toute suite décroissante non minorée a pour limite
—00.

Démonstration

Soit (u,) une suite croissante non majorée. La suite étant non majorée, quel que soit le réel a, on peut
trouver un terme uy de la suite strictement supérieur a a. On a donc uy > a.

Or, la suite u étant croissante, on a, pour tout n = N, u,, = uy > a. Tous les termes de la suite u sont
donc dans l'intervalle ]a;+oo[ a partir d'un certain rang. Ceci étant vrai pour tout a, par définition, on
en déduit

lim u,=+o0c0
n—+o0o

Exemple 7.6

La suite (u,,) définie par u,, = n? est croissante, non majorée : sa limite est +co.
La suite v définie pour tout n > 0 par v,, = 1—% est croissante, majorée (par 1) : elle converge donc.

Théoreme 7.10.

Soit (u,,) une suite croissante de limite £. Alors, pour tout entier n, on a u,, <¥.
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Démonstration

Supposons qu'il existe un entier n, tel que u,,, > {. Notons r = u,, —{ > 0. Par croissance de la suite u,
on a donc, pour tout n 2 ny, u, > u,,. Mais alors, I'intervalle ¢ — r;£ + r[ ne contient aucun terme de la
suite a partir de n,. Cela contredit le fait que la suite u converge vers ¢ : ceci est absurde.

I'& Exercices 7 et 8.

lll. Opération sur les limites

Limites usuelles

Théoreme 7.11.

On dispose des limites suivantes :

1
i p = * i —_— * i =
nl_l)r}&)n +00 (p eN¥) nEI}lw — 0 (peN’) nEI}lw Vn=+oo
lim |n|=+40c0 lim In(n)=+o0c0 lim e" =+o0
n—+0Q0 n—+00 n—+0Q0
lim n®=+00 (a€R}) lim n*=0 (0 eR¥) lim n!=+o0
n—+00 n—+00 n—+oo
Limite de u,, + v,
lim v, \lim u,, 4 +00 | —oo
4 {+0 | 400 | —00
+00 +00 | +00 | IND
—00 —oco | IND | —oo
Exercice 7.7
Déterminer la limite lim n%+ /7.
n—+o0o
Solution
Eneffet, lim n?=+ocoet lim 47 =+00.Parsomme, lim n?++/n=+00.
n—+0oQ n—+o0o n—+o0o
Limite de u,, x v,
lim v, \lim u,, L#£0 +00 —00
V' #£0 LY signe({’).c0 | -signe({’).c0
+00 signe(f).oco +00 —00
—00 -signe(£).co —00 +00

Remarque
On retiendra qu’on applique la regle des signes pour déterminer le signe du résultat.

Exercice 7.8
Déterminer la limite lim ne”.
n—+o0o
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Solution

En effet, lim n=+oc0 et
n—+0o0

Chapitre 7 : Convergence d'une suite

n—+o00

lim e" =+o0. Par produit,

lim ne"” =+o0.
n—+o00

4. Limite de 3 si la limite de (v,) n'est pas nulle
limv,\limu, | ¢ +o00 —00
U'#0 ;L, signe({’).co | -signe({’).co
+00 0 IND IND
—00 0 IND IND
Exercice 7.9
21
Déterminer la limite lim ——".
n—+eo Z ]
Solution

Par somme, on a les limites suivantes :

. 2
Iim ——1=-1
n—+oco n

1
lim 2——=2 et

n—+00 n

Par quotient, on en déduit que
21
lim ——"*=-2
n—+o0o £ _ ]

n

5. Limite de LV‘— si la limite de (v,,) est nulle

lim v, \lim u,, 0 140 +o0 | —oo
ot IND | signe(l).co | 400 | —00
0 IND | -signe(/).oo | —oo | +00

6. Limite de (g")

Théoreme 7.12.
Soit g un nombre réel. On s'intéresse a la suite (g").
. . n_
. S%q> 1, nEIPOOq —+r<l>o.
e Si—1<g<1l, nliian =0.
e Sig=1, lim 1"=1.
n—+0o0

e Sig <—1,lasuite (q") ne posséde pas de limite.

Démonstration

Tout part de I'inégalité de Bernoulli, qui se démontre a I'aide d'une récurrence : pour tout x > 0, et pour
tout entier n,on a
1+x)">1+nx

e Sig>1,onpeutécrire g =1+ x avec x =g —1> 0. D’apres 'inégalité de Bernoulli
q">z21+nx=1+n(qg—1)
Or, puisque g—1>0,0ona
lim 1+n(g—1)=+0c0

n—+00
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Chapitre 7 : Convergence d'une suite

Par théoreme d’encadrement,

lim g"=+o00
n—+oo

e Sig=1,lasuite (g") estla suite constante égale a 1. Elle converge donc vers 1.
e Si—1<g<1,posons Q= IqLI > 1. Alors, d’apres ce qui précede

lim Q"=+o00
n—+00

o<ial’=(5) = o
Q) "o

Par théoréme d’encadrement, puisque lim Q" =+oco ona
n—+oo

Or, on a

s n __ 3 n __
nggrnoolql =0etdonc nllgrnmq =0

e Sig=—1,lasuite (—1)" vaut 1 pour les termes pairs, et —1 pour les termes impairs. Elle ne peut
donc converger.

e Sig<—1,0ona nllglw |g|" =+00. Donc la suite (|g|") prend des valeurs aussi grandes que I’on veut.

Or, la suite (g") prend des valeurs positives pour les termes pairs, et négatives pour les termes
impairs. Elle ne peut donc pas avoir de limite.

Meéthode

|
|
: Pour déterminer la limite d'une suite composée de puissances, on met les plus grandes puissances en
1 facteur, et on utilise le résultat précédent.

Exercice 7.10
Soit u la suite définie pour tout entier n par
3" 44"
Uy=—"""—
3 x4n+2n
Déterminer la limite de la suite u.

Solution

Pour tout entier #, on a

4"(1+%) 1 +(
an(3+2) 3 +(

U, =

Puisque—1<3<let—1<%<1,0na

3\ 2\"
lim (—) = lim (—) =0
n—+oo \ 4 n—+oo\ 4

Par somme et quotient, on en déduit que

n—+00

IS Exercices 1, 2 et 3.

7. Croissances comparées

Théoréme 7.13. Croissances comparées

Pour tous réels a et b strictement positifs :
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et de maniere générale, pour g > 1,

q" n!
lim — =400 et lim —=+00
n—+oo pa n—+00 qn

Remarque
On note souvent de la maniere suivante (avec g >1eta >0) :

Inb(n)<<n<<q" << n!

On donnera une notation rigoureuse a la fin de ce chapitre.

Démonstration
Voir chapitre Limite de fonctions.

Exemple 7.11
Ona In(n)
n n(n
lim —=0et lim =0
n—+oo en n—+00 n
Exercice 7.12
3 . . n+In(n)
Déterminer lim ————
n—+oo  p+41
Solution
On constate que, pour tout 7> 0:
n+ln(n) n (1 + 1) 1+ n(n)
n+1 n(1+1) 1+4
. ) . In(n) . In(n) .
Par croissances comparées, lim =0. Par somme, onadonc lim 1+ -——=1.0n aégalement
n—+o00 n n—-+00 n
1
lim 14 — = 1. Par quotient,
n—+o00 n
n+In(n)

n—+oo  n+1

| I'& Exercices 4 et 5. |

IV. Suites adjacentes

Définition 7.4.

On dit que deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes si (u,,) est croissante, (v,) est décroissante et si

lim v,—u,=0.
n—+0o0 L Z

Exemple 7.13
Les suites u et v définies pour tout > 1 par u,, =—+ et v, = + sont adjacentes.

A. Crouzet 149 GI0IQE)



Chapitre 7 : Convergence d'une suite

Solution
En effet, la suite u est croissante et v est décroissante : pour tout 7,

1 1
o = =T\ T

—n+(n+1) 1
n(n+1) n(n+1)
1 1
Upo1— Uy = ——
n+1 n n+1 n
n—(n+1) 1
= =— <0
n(n+1) n(n+1)
Enfin, pour tout n,
Vy—Up=——"""—"0
n n—+oo

Théoreme 7.14.

Si deux suites sont adjacentes, alors elles sont convergentes, et elles ont la méme limite.

Démonstration

On montre que la définition des suites adjacentes entraine que, pour tout n, uy < 4, < v, < 1 : en effet,
la suite (v,, — u,,) est décroissante par construction, et de limite 0 : cela implique que tous les termes de la
suite (v, — u,,) sont positifs.

La suite (u,,) est donc croissante majorée : elle converge, vers une limite que I'on note £. De méme, la suite
(v,) est décroissante minorée : elle converge, vers ¢’. Or, par définition, nllgrnm v, — u, =0. Par opération

sur les limites, cela implique £ —¢' =0, soit { =¢’.

Méthode

Pour montrer que deux suites sont adjacentes, on montre qu'une est croissante, 'autre est décroissante
et que la différence des deux tend vers 0.

Exercice 7.14
Soient u et v deux suites définies pour tout n > 1 par

! !

pr k! x n!
Montrer que u et v sont adjacentes.
Solution
Pour tout entier n, on a

1
Upiy— Uy = >0
n+l n (n + 1)!

donc la suite (u,,) est croissante. De méme
1 1 1 1 1
Unet = Un = M D (1) _(”” - ﬁ) Tt D1l nm
Aprés mise au méme dénominateur

_n(n+l)+n—(n+17 _ 1 0
Un1—Vn = n(n+1).(n+1)!  nn+1).(n+1) <

donc la suite (v,,) est décroissante. Enfin v,, — u, = ﬁ et

1
lim —— =0 par quotient
n—+oo p.n! parq
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Bilan : les suites u et v sont bien adjacentes.

Remarque

Etant adjacentes, elles convergent, et ont la méme limite. On peut montrer que leur limite commune est
e.

| =  Exercices 9 et 15. |

V. Comparaison de suites

Lidée de cette section est d'introduire des méthodes de comparaison de suites, permettant de déduire certains
résultats sur les limites.

1. Négligeabilité

Définition 7.5.

Soient u et v deux suites, v ne s’annulant pas a partir d'un certain rang. On dit que u est négligeable par
rapport a v au voisinage de 400 si et seulement si

u

- _ 50

v, n—too
On note alors u,, = 0, (v,), ou plus simplement u,, = o(v,,), et on lit “u est un petit o de v au voisinage
de +00”.

Exemple 7.15
Ona n=o(n?).

Solution

n 1
Eneffet, —=— — 0
n2 N n—+oo

Propriété 7.15. Opérations sur la négligeabilité
Soient u, v et w trois suites non nulles a partir d'un certain rang.

® (Multiplication par un réel) Si u,, = o(v,) alors pour tout réel k, ku, = o(v,).

. . Uy, v,
® (Quotient) Si u,, =o(v,) alors u, w, =o(v,w,)et —=o0| — |.
wn wn

® (Transitivité) Si u,, = o(v,) et v, = o(w,,) alors u,, = o(w,,).

@ (Somme) Si u,, =o(v,) et w, =o(v,) alors u, + w, =o(v,).

Remarque
Attention : pour la somme, il faut que les suites soient négligeables par rapport a une méme suite.

Exercice 7.16
Montrer que e = o(n*) et que In(n)—2n? = o(n*).

Solution
Remarquons que

1 .
—= — 0 par quotient.
n4 en n4 n—+o0o
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Enfin, In(n) = o(n*) et n? = o(n*) (par croissances comparées). Par somme, In(n)—2n? = o(n*).

Remarque
Une suite vérifiant u = o(1) est une suite qui tend vers 0.

Proposition 7.16. Croissances comparées
On peut écrire les croissances comparées ainsi:sia>0etp>0:

n*=o(e"), (Inn)*=o(nP), sia<p, n*=o(nP), et e"=o(n!)
De maniere générale,sil<g<p:

n“=o(q"), q"=o(p") et q"=o(n)

2. Equivalence

Définition 7.6.

Soient u et v deux suites, v ne s’annulant pas a partir d'un certain rang. On dit que u et v sont équivalentes
au voisinage de +00 si

On note u,, 3 Vnyou plus simplement u, ~ v,,.

Exercice 7.17
Montrer que n?+ n ~ n?.

Solution
En effet, pourn>1:

Remarque
On dispose d'une autre définition : u et v sont équivalentes si et seulement si
Up = Uy + 0400(Vy)

En effet,
Up—Vp Uy

Conséquence 7.17.

Soient deux suites u et v équivalentes. Alors
* Si u converge vers {, v converge également vers £.
* Si u est de signe constant a partir d'un certain rang, v est également de signe constant et de méme
signe a partir d’'un certain rang.

Propriété 7.18. Opérations sur les équivalents
Soient u, v, w et x quatre suites non nulles a partir d'un certain rang.

(® (Compatibilité avec la multiplication) Si u, ~ v, et w, ~ x,,, alors u, w, ~ v, x,,.

u, v
® (Compatibilité avec le quotient) Si u,, ~ v, et w, ~ x,,, alors — ~ —*.

wn xn %j
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(® (Compatibilité avec les puissances) Si les suites u et v sont strictement positives, et telles que

u, ~ v,, alors pour tout entier p € Z, ul, ~ v},

Démonstration
Les preuves se font en utilisant la définition. Par exemple, remarquons que

=— X — — ]_
UnXpn Up Xp n—to0

Remarque
Attention : en général, on ne peut ni ajouter, ni soustraire des équivalents.

Exercice 7.18
Déterminer
I In(n)+ n*
n—1>+oo 1—n4
Solution

Puisque In(n) = o(n*), on aIn(n)+ n* ~ n*. De méme, 1—n* ~—n*. Par quotient

In(n)+n* nt

— =1

1—n4 —nt

et donc
In(n)+n* .
n—+oo 1 —n4 -

Proposition 7.19. Formule de Stirling

On dispose d'un équivalent de n!:

mN(E)" VZrn

e

Remarque
On retrouve, grace a ce résultat, que q" = o(n!).

I'& Exercice 6.
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Exercices

Convergence d'une suite

Exercices

Premiéres limites

000 Exercice 1 Limites de somme (10 min.)
Déterminer la limite (si elle existe) des suites (u,,) définies par

1 n n -
1. uﬂ:zn_; 2. unz(g) +(%) ~1 3. u,=3n%-2n73

000 Exercice 2 Limites d'un produit (10 min.)
Déterminer la limite (si elle existe) des suites (u,,) définies par

5\" 2\" 5 3 5\"
1. u,=2"x|- 2. up=|-| x{1—— 3. up=n°x|(2+| <
3 3 n4 6

o000 Exercice 3 Limites d'un quotient (10 min.)
Déterminer la limite (si elle existe) des suites (u,,) définies par

(5/6)"—7 _ —2n—7

(5/6)" =7

3 Un= 5n—2+1

o000 Exercice 4 Limites d'un polynédme ou de fraction rationnelle (10 min.)
Déterminer la limite (si elle existe) de chacune des suites (u,,) définies par

1. u,=—2n5+n*—7n®+8n+2 3. u,=3n+1+—
—2n—7 " n2+1
2. Uuy=—""—
n2+2n—6

Limites générales

e00O Exercice 5 Limites (15min)
Déterminer les limites des suites suivantes (sans utiliser les équivalents ou négligeabilités).

1. w,=—n3+3n%—2n+1 " n:w o, _MH3ntl

2n+1 n? " 2n+l
U, = 2(—1)"*+1 on 4 qn_gn
2n2+1 n+2 3n4+2x5
3. u,= 1 6. un=3n3+4n2+2n—1 0. u :2X3’1—4n

N n
—3n+1 m—1
7. U, =
2—3n

000 Exercice 6 Limites - le retour (15 min.)
Traiter les limites de I'exercice 5 en utilisant les négligeabilités et équivalences (sauf limites 4 et 5).

Suites monotones
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Exercice 7 Monotonie et limite | (20 min.)
On considere la suite (u,,) définie par :
1
Ynz22, u,,= un(l——) et u,=1
n2
1. Montrer que Yn =2, 0< u, <1 puis donner la monotonie de la suite (u,,).
2. En déduire que la suite (u,,) est convergente.

3. MontrerqueVn=>2, u,= et en déduire lir}l Up,.
n—+oo

_n
2(n—1)

Exercice 8 Monotonie et limite Il (20 min.)
2

Soit (u,,) la suite définie par u, ., = ——"— et 1y > 0.
( n) p n+l 1 +5un 0=
1. MontrerqueV n>0, u,=>0.En déduirela monotonie de (u,). Que peut-on en conclure?
2u
2. Montrerque ¥ n>0, u,,; < —-.
2 n

3. En déduire que Yn >0, u, < Ug.

En déduire la limite de la suite (u,,).

Suites adjacentes

Exercice 9 Suites adjacentes | (15 min.)

n
1 1
On considere les suites (u,,),>; €t (v,),>1 définies, pour n > 1, par: u,, = Z = etv,=u,+ o Montrer que
k=1

(u,) et (v,) sont adjacentes. Que peut-on conclure?
Suite, monotonie et point fixe
Exercice 10 Suites et point fixe | (30 min.)

u
On considere la suite (u,,),,cy définie par uy=1et, pour n >0, u, ., = ” j’r T

n

X
Soit f la fonction définie sur | —1;+o00] par: f(x)= 711 Montrer que si x €[0;1], alors f(x)€[0;1].
X

Montrer que pour tout n >0, u,, €[0;1].
Etudier le signe de f(x)— x sur ]—1;+00[.
Montrer que (u,),cy €St décroissante.

En déduire que (u,,),cn converge.
Déterminer la limite de (u,,),en-

SR S S

Exercice 11 Suites et point fixe Il (30 min.)

On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = %xz - gx + 3; ainsi que la suite (u,,),> définie par :
uy=2,5et, pourtout n =0, u,,; = f(u,).
1. Mettre f(x)sous forme canonique.
Montrer que l'intervalle [2, 3] est stable par f.
Montrer que pour tout 7 =0, u,, €[2;3].
Etudier le signe de f(x)— x.
Etudier le sens de variation de (1,,),,>o.
Montrer que (u,,),>o est convergente puis déterminer sa limite.

AN

Suites et limites

Exercice 12 Exercice bilan | (15 min.)
On considere la suite (u,,) définie par u, =3 et pour tout 7,
2

un+1:1+u
n
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1. Démontrer que pour tout n €N, on a

0<u,<3
2. On considere la suite (v,) définie pour tout n par
_up,—1
B U,+2

Un

(a) Expliquer pourquoi la suite (v,) est bien définie pour tout 7.
(b) Démontrer que la suite (v,) est géométrique.
(c) Exprimer v, en fonction de n.

3. Exprimer u, en fonction de n. En déduire la limite de (u,,).

000 Exercice 13 Exercice bilan 1l (15 min.)
On considere les suites u et v définies par u, =1, vy = 12 et pour tout entier naturel 7 :

U t2v, U +3v,
Unpr =5 et Uy = 1
1. Soit (w,,) la suite définie pour tout entier naturel n par w, = v, — u,,.
(a) Démontrer que la suite (w,,) est géométrique. On précisera la raison et le premier terme.
(b) Déterminer I’expression de w,, en fonction de 7.
(c) En déduire que pour tout entier n, w, >0
(d) Déterminer lalimite de la suite (w,,).
2. Démontrer que la suite (u,,) est croissante, et que la suite (v,,) est décroissante.
3. En déduire que les suites (u,,) est (v,) sont adjacentes, et qu’elles ont la méme limite que I’on notera ¢
dans la suite du probléme.
4. Soit t la suite définie pour tout entier naturel par ¢, =3u,, + 8v,,.
(a) Montrer que la suite (¢,,) est constante.
(b) Déterminer alors la valeur de £.

e00 Exercice 14 Exercice bilan lll (15 min.)
On définit deux suites (u,,) et (v,) par uy =20, vy =1 et
Uy t4v, _ Up+5Uy
Unn =5 et v, = 6
1. Pour tout entier n, on pose w,, = u, — v,.
(a) Montrer que (w,,) est une suite géométrique, a termes positifs.
(b) Déterminer lalimite de (w,,), et exprimer w,, en fonction de 7.
2. Démontrer que la suite (u,,) est décroissante, et que la suite (v,) est croissante.
3. Démontrer que les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes.
4. Pour tout entier n, on pose t,, =5u, +24v,.
(a) Démontrer que la suite (£, est constante.
(b) En déduire I'expression de u,, et v,, en fonction de n, et déterminer la limite de (u,,) et (v,,).

000 Exercice 15 Suites adjacentes Il (20 min.)
n
1
On définit la suite (h,,),>1, pour n > 1, par: h,, :Z %
k=1

1. Montrer que (h,,) est croissante. On note ¢ la limite, finie ou infinie, de (h,,). Justifier son existence.
2. Montrer que hy, —h, = %, pour tout n € N*,
3. Enraisonnant par 'absurde, montrer que ¢ = +oo.
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Corriges

Convergence d’une suite

Corrigés des exercices

Exercice 1

1
1. Puisque 2> 1, 2" —— 400. De plus — —— 0. Par somme,
n—+00 n2 n—+oo

. w1
lim 2"——=+400
n—+00 n2

2. Ona > 1.Donc(3)" —— +o00. De plus, —1 < } <1, donc (1)" —— 0. Par somme,

5\" 1\"
lim (—) +(—) —1=+4o00
n—+oo\ 3 2

3 _ 3

3. Enfin, on remarque que n—> = % Donc2n™

0. De plus, 3n° ——— +00. Par somme,
n—+00 n—+0o

lim 3n°—2n"°
n—+o00

=400

Exercice 2
1. Remarquons que 2> 1 et g > 1. Donc 2" —— +o00 et (%)" ——— +00. Par produit,
n—+00 n—+00

5 n
lim an(g) =+00

n—+00

2. Puisque—1<2<1,(2)"

0. De plus, % ——— 0, donc par somme
n—+o0Q n—+o0o

. 5
lim 1—-—=1
n—+o00 n4

. 2\" 5
Iim (=] x{1——|=0
n—+oo\ 3 n4

3. Ona—1<g<1,donc(2)" —— 0. Par somme,
n—+oo

5 n
lim 2+(—) =2
6

n—+00

5 n
lim n3x(2+(—) )=+oo
n—+0o0o 6

On en déduit alors, par quotient, que

De plus, n® —— +00. Par produit
n—+oo

Exercice 3
1. Puisque—1<3<1, (6) mo. Par somme,

5 n
lim (—) —7=—7
n—+oo \ 6

lim —(5/6)n —7 =0

n—+00 5n2

De plus, 512 —— +00. Par quotient
n—+00
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2. Puisque n —— +00, par produit, —2n —— —o0. Par somme
n—+0o0

n—+00

lim —2n—7=—00
n—+00

De plus, —1 < 4 <1 et donc (3)" ——— 0* (0* car pour tout n, ()" > 0). Par quotient

n—+00
i —2n—7
im ————=—
n—+00 (1/2)"

3. Puisque —1< g <1,(5/6)" —— 0. Par somme
n—+090

lim (5/6)"—7=—7
n—+00

-2 _ 1
Deplus, n™ = ; — 0, donc par somme
lim 5n2+1=1
n—+00
Par quotient
. (5/6)"—7
lim ——=-7

n—+oo 5p—241

Exercice 4
On utilise la mise en facteur pour lever 'indétermination.
1. Onmet n® en facteur :

Par somme, on a

n—+00 n n2z nt o ns

De plus, lim n® = +00. Par produit, lim u, =—o0.
n—+oo n—+o00
2. De méme :

n-2-1)
i)
-3
n(1+2-7)
Par somme,
nggnoo—z—%=—z et nl_igl@l+———=1

Puisque n —— 400, par produit
n—+o00

n—+o00 n
Par quotient, lim u, =0.
n—+o00o
3. Enfin, n?+1——+o0 par somme. Par quotient,
n—oo
-3
lim =
n—+oo p2+1

De plus, 3n+1 —— 5 T0° par somme. On conclut donc par somme que liIP U, =+00
n—+0oo n—+00
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Exercice 5
1. Pour tout entier n #0,

u —n3(—1+§—3+i)
=

3 2 1
Puisque lim —= lim — = lim — =0, par somme on obtient
n—+00 j3  n—+o0o p2  n—o+oo p3
. 3 2 1
lim -1+ ———+—=-1
n—+00 n nZ n3

Enfin, lim n®=+oco. Par produit
n—+00

lim u,=—o00
n—+o0o

Autre possibilité : d’apres la regle du terme de plus haut degré,

lim u,= lim —n®=—o0

2. Pour tout entier n #0,

~
+
\S}
+

1 1
n n
un: =

n(z—4) (7-4)

1
Puisque lim — =0, par somme et produit
n—+oo n

1 1
lim 2+——2et lim ——4=—4
n—+00 n—+oo n

Par quotient,

2
lim u,=—=—-
n—+00 —4 2
3. Méme méthode que précédemment. Pour n # 0, on a
nf(2+5) _ (2+5%)
u, = =n

n(1-3)  (1=3)

1 1
Puisque lim —= lim — =0, par somme et produit
n—+o0 j3 n—+oo p2

1 1
lim 2+——2et Iim 1——=1

n—+o0o n—+0o n

Par quotient

nlalinoo (l_l) - 1 -
Enfin, puisque lim n =400, par produit
n—+0o0
lim u,=+00
n—+oo
4. Réflexe :lorsqu’il y a (—1)", on pense directement au théoreme d’encadrement.
Pour tout n,on a
—1<(-1)"<1

Donc pour tout 72 #0
3<(-1)"+4<5
et donc
3

5 2
— < u,s—carn“>0.
n2 " p2?

3 5
Puisque lim — = lim — =0, d’apres le théoreme d’encadrement, la suite (u,) converge, et
n—+oo p2 n—+oo p2

lim u,=0
n—-+00

5. Méme réflexe que précédemment. Pour tout entier 7,
—1< (1)<

donc
—2 2
Su, < (carn+2>0)
n+2 n+2
— 2
Pmmw]ml = lim =0, d’apres le théoreme d’encadrement, la suite (u,) convege, et
+oop+2 n—otoop+2
lim u,=0
n—+00
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6. Pour n#0,0na
Par somme,

Enfin, lim n®=+o0. Par produit
n=+oo

7. Pourtoutn#0,ona

Par somme et produit,

. 1 . 2
lim -3+ —=—-3et lim ——3=-3

n—+00 n n—+o0o pn
Par quotient,
lim u,=—=1
n—+o00 -3

8. Pour tout n #0,
n2(1+%+%)_n1+%+#
n(2+1) 2+

u, =

Par somme et produit

. 3 1 . 1
lim 1+—+—2=1et lim 2+—=2
n

n—+00 n n—+00 n
Par quotient
3 1
lim I+t 1
n—t+oo 94 L 2

Enfin, lim n=+o00. Par produit,
n—-+00

9. Réflexe : lorsque I'on a des puissances ainsi, on met en facteur la plus grande puissance, et on se raméne a
des suites de la forme (g"). Ici, pour tout entier n, on a
2" 4" 2\ 4\n
- 5"(G+a—1) (3)+(3)—1
n=

w(Frd ()2

Puisque—1<2<1,—1<z<let—1<2<1,0na

2\" 4\" 3\
lim (—) = lim (—) = lim (—) =0
n—+oo\ 5 n—+oo\ 5 n—+00 \ 5

2\" 4\" 3\
lim (—) +(—) —1l=—1let lim (—) +2=2
n—+oco\ 5 5 n—+oo \ 5

Par somme,
Par quotient,

10. Pour tout entier n,

Puisque—1<2<1,-1<3<let—-1<i<1,0na

4\" 3\ 1\"
lim (—) = lim (—) = lim (—) =0
n—+oo\ 7 n—+oo \ 4 n—+oo\ 7

Par somme, produit et quotient

i 2@ -1
im T —=-1
noree 1-(3)) 1
et par produit
lim u,=0
n—+0oQo
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Exercice 6
On utilise les propriétés des équivalents et petit o. Ainsi,
1. u, ~ —n®donc lim u,=-—o00.

+00

n—+0oQ
2n 1
2. Uy ~ = donc lim u,=—-.
+00 n—-+00 2
3. u, ~ 2L—Zn donc lim u, =+oo0.
+00 n—+0o0
6. Onau, oy 3ndet donc hm U, =+0o0.
(o]
7. De méme, u, ~ = 1 et hm u,=1.
+00 n—+00
n® _ _
8. Onau, = %, donc nhl& u, =+oo.
. s . —5" 1 1
9. Ici, en utilisant les comparaisons, u,, o mer =Tz et donc u, o2
AN n .
10. Enfin, u, ~ =+ =—(3)"——0(car—1<2<1)etdonc lim u,=0
+00 n—+0o0 n—+o0o
Exercice 7

1. Soit P la proposition définie pour tout entier n > 2 par P, :“0< u,, <1”.

Initialisation : pour n =2, u, =1 etdonc 0 < u, < 1:P, est vraie.

Héréditié : supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n > 2 fixé, et montrons que P,,,; est vraie.
D’apres I'hypothése de récurrence, on a donc 0 < u,, < 2. Mais alors :

1 1 1
O<un<1=>0<un(l——)<l—— carl——>0
n2 n2 n2

1 1
= 0< Uy, <1 car —>0doncl——<1
n2 n2

Ainsi, P,,,; est vraie et la proposition est héréditaire.
D’apres le principe de récurrence, on en déduit que la proposition P,, est vraie pour tout n > 2, c’est-a-dire

(Vn>2 o<u,<1]

Déterminons la monotonie. Soit 7 >2.On a:

1
un+1_un=un(1_ﬁ —Up

1 1
=”n7”n‘”n=7”n
Or, d’apres ce qui précede, u, =0 et —# < 0. Par quotient, u,,; — u, < 0. Ceci étant vrai pour tout n > 2, on en

déduit que| la suite (u,,),,>, est décroissante |

2. Lasuite (u,,) est décroissante et minorée par 0. D’apres le théoréme de la limite monotone, on en déduit
que (u,) converge.

3. Soit Q la proposition définie pour tout entler nz2parQ, :“u,= ﬁ”.
Initialisation : pour n =2, u, =1et —) = m = 1. Ainsi, Q, est vraie.
Hérédité : supposons que la proposition Q,, est vraie pour un certain entier n > 2 fixé, et montrons que Q,, 4
est vraie.

D’apres I’hypothése de récurrence, u, = ﬁ Mais alors, en utilisant la définition :

1
Upt1 = Uy (1_ ﬁ)

n 1
=— (1 — —) d’apres I'hypothése de récurrence

2(n—1) n2
_n n*—1
- 2(n—1) n2

_n  (n=1)(n+1)
2(n—1) n2
_n+1l n+1
2n 2n+1-1)
ainsi, Q,,;; est vraie et la proposition est héréditaire.
D’apres le principe de récurrence, la proposition Q,, est vraie pour tout n = 2, et donc

n

nz2, u,=——-—.
v " 2(n—-1)
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Mais alors
n 1 1
U, ~ —=—-—— —
+oo 21 2 n—+oo 2
Ainsi,
nlﬂlgnoo Un=75
Exercice 8

1. Soit P la proposition définie pour tout entier n par P,, :“u,, > 0".
Initialisation : pour n =0, 1, > 0 par hypothése donc P, est vraie.

Hérédité : supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n fixé, et démontrons que P,,,; est vraie.
Par hypothese de récurrence, on a donc u,, > 0. Mais alors :

1+5u,>120 et 2u>>0
2

u
donc par quotient, l—i——5n =0, c'est-a-dire u,,,; = 0: P, est donc vraie et la proposition est héréditaire.
un

D’apres le principe de récurrence, on en déduit que la proposition P, est vraie pour tout entier n, c’est-a-dire
Yn, u,=0
Déterminons alors la monotonie de u. Soit # un entier. On a:
2u?
Uy —U,=——— U
n+1 n 1+5 u, n
2
_ 2u; _ u,(1+5u,)
1+5u, 1+5u,
_2ul—(u, +5u?)
1+5u,
—u,—3u’
1+5u,
D’apres I'étude précédente, puisque u,, > 0, alors —u,, < 0. De plus, =31~ < 0; par somme, —u, —3u% <0. Le
dénominateur est quant a lui positif :1+5u,, = 0. Par quotient

Up1— U, <0

Ceci étant vrai pour tout entier 7, on en déduit que| la suite (u,,) est décroissante.

La suite est donc décroissante, minorée : d’apres le théoréme de la limite monotone, on en déduit que la suite
(u,) converge.
2. Fixonsun entier n. On constate que 1+5u,, = 5u,,. Puisque u,, > 0 et que la fonction inverse est décroissante
sur R¥, on en déduit que
1 1
— <
1+5u, 5Su,
. . 2 2z . .
Mais alors, puisque 2u; > 0, on en déduit par produit que

2 2
2u;, < 2u;, _ 2u,

1+5u, 5u, 5

3. Soit Q la proposition définie pour tout entier n par Q,, : “u, < (%)n Uy’

Initialisation : pour n =0, on constate que (%) uy = Uy : la proposition Q, est donc vraie.
Hérédité : supposons la proposition Q,, vraie pour un certian entier n fixé, et démontrons que Q,,,; est vraie.
Par hypothese de récurrence, on a donc
2 n
Uy S (5) Uy

2u,

En utilisant la question 2, on a alors :

<

Upt1

N

N
oY g
[0\

—_—
\S}

n
— | uypar H.R.
5) oP

n+l1
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Ainsi, Q,; est vraie et la proposition est héréditaire.

D’apres le principe de récurrence, on en déduit que Q,, est vraie pour tout entier n, c’est-a-dire

2 n
VneN, un<(g) Ug

En utilisant la question 1, on a plus précisement, pour tout #,

2 n
0< un<(g) Uy

2 n
Constatons que, puisque —1 < % <1, alors (g) —0= 0. D’apres le théoreme d’encadrement, on en déduit
n—+0Q

donc que

u, ——0
n—+00

Exercice 9
Démontrons que (u,),>; est croissante, (v,),>1 est décroissante et que v, — u,, —— 0.

n—+00
Soit n > 1.

n+l1 1 i 1
Up1— Uy = T2 T2
k=1 k k=1 k
=—7>0
(n+1)2

La suite u est donc croissante. De méme, soit n = 1.

1 1
v —UVy,=U +——\ U, +—
n+1 n n+l n+1 ( n )

=(Ups1 —Uy)+
1 1 1
(n+1)2 * n+l n
n nn+1) (n+1)?
n(n+1)2 n(n+)? B n(n+1)2
n+nn+1)—(n+17 -1
n(n+1)? T n(n+1)2

La suite v est donc décroissante. Enfin

Les suites u et v sont donc adjacentes. Par théoreme, elles sont donc convergente et ont la méme limite.

Remarque

. . 2 . ’ . . 2z
Leur limite commune est %, mais la démonstration n’est pas aisée.

Exercice 10
1. Lafonction f est définie et dérivable sur ] —1;+oo[. Pour tout x >—1,ona
1(x+1)—x1 1
f(x)= =
(x+1)2 (x+1)2

Pour tout réel x > 1, f’(x) > 0. La fonction f est donc strictement croissante sur ]— 1;+00[. On obtient le
tableau de variations suivant :
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X —1 0 1 +00
f'(x) +
Variations 3 —
2
de f 0 /
/
Par croissance de f sur ]—1;+00[, on constate alors que si 0 < x < 1, alors
1
0=ﬂm<fhﬂ<ﬂU=E<L

Remarque
On dit que I'invervalle [0; 1] est stable par f.

2. Soit P la proposition définie pour tout entier naturel n par P, : “u, €[0;1]".

Initialisation : pour n =0, on constate que uy =1¢<[0;1] : P, est vraie.

Hérédité : supposons la proposition P,, vraie pour un certain entier n fixé. On a alors, par hypothese de
récurrence, u, € [0; 1]. Mais alors, d’apres la question 1, f(u,) €[0;1], c’est-a-dire u,,,; €[0;1]. Ainsi, P,,,; est
vraie et la proposition est héréditaire.

D’apreés le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout 7, et ainsi

VneN, u,c[0;1]
3. Soit x €]—1;+00[.On a

X
X)—x= —X
fx) x+1
_x—x(x+1)  —x*
B x+1 Cx+1

Puisque x €]—1;+00[, x + 1> 0 et —x? < 0. Ainsi, pour tout x €]— 1;+00], f(x)—x <0.

4. Soit n € N. D’apres la question 2, u,, € [0;1]. On peut donc appliquer la résultat précédent a x = u,, €
]—1;4+00[ et on obtient f(u,)—u, <0, c'est-a-dire u,,; — u, <0. Ceci étant valable pour tout entier n, on en
déduit que la suite (u,,) est (strictement) décroissante.

5. D’apres la question 4, la suite (u,,) est décroissante. Mais d’apres la question 2, elle est bornée, et donc
minorée (par 0). D’apres le théoreme de la limite monotone, on peut donc dire que la suite (u,) converge.

6. Lasuite (u,,) converge. Notons { = nli£nW u,.D’apres ce qui précede, ¢ = 0. Mais alors, par somme et quotient

de limite
u, 14

lim =
n—too y, +1 f£+1

De plus, ¢ est également la limite de la suite (u,,,1). En utilisant la relation de définition et en passant a la

limite, on en déduit
{

T+l
c’est-a-dire £(£ +1) =/, soit encore 2 =0, et finalement ¢ =0.
Bilan : la suite (u,,) converge verss 0.

Remarque

Le raisonnement précédent, qu'on précisera plus tard dans I'année, s’appelle le théoréme du point fixe
et dit (sous condition sur f) que si u, ., = f(u,) et que la suite («,,) converge, alors la limite ¢ vérifie
¢ = f(£), c’est-a-dire est un point fixe de f.
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Exercice 11
1. Pour tout réel x, on constate que :

2. On utilise la relation de la question 1. Soit x €[2;3]. Alors

1 3 3
2€x<3 = —-<x——<-—-
2 2 2
1 3)? . . .
= 1 <l x— 3 < 1 car la fonction racine est croissante sur R
1 1 32 9
= —-<—|[x—=] <=
8 2 2 8
16 1 3\2 15 24
= 2=—<—|(x—=| +—<—=3
8 2 2 8 8

Ainsi, pour tout réel x €[2;3], f(x)€[2;3]:'intervalle [2; 3] est stable par f.
3. Soit P la proposition définie pour tout entier n par P,, : “u,, €[2;3]".

Initialisation : pour n =0, u,=2,5€[2;3]: P, est vraie.

Hérédité : supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n fixé, et démontrons que P,,,; est vraie.
Ainsi, par hypothese de récurrence, u, €[2;3]. Or, on a montré a la question 2 que l'intervalle [2; 3] est stable
par f.Donc, puisque u,, €[2;3], f(u,)€[2;3], c'est-a-dire u,,,; € [2;3] : 1a proposition P,,,; est donc vraie et la
propriété est héréditaire.

D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier 7, c’est-a-dire :

|\7’neN, u, €[2;3]

4. Fixons unréel x. On a alors

1 3
f(x)—xz—x2—£x+3—x

2

1, 5
=-x"—-x+3

2 2

On dresse le tableau de signe de ce trindme du second degré : le discriminant vaut A = 1 et les racines sont
donc x; =2 et x, = 3. On obtient le tableau de signe suivant :

X —00 2 3 +00

flx)—x + 0 - 0 +

5. On utilise les questions 3 et 4. Pour tout entier n, u,, €[2;3]. Or, on vient de voir que si x €[2;3], f(x)—x <0.
Ainsi, pour tout entier n, f(u,)— u, <0, c'est-a-dire u, ., — u,, <0:la| suite (u,) est décroissante. |

6. D’apres la question 5, la suite (u,,) est décroissante. D’apres la question 2, elle est minorée par 2. D’apres le
théoréme de la limite monotone, on en déduit que la suite (u,) est convergente.

Notons ¢ sa limite. Par somme et produit, on a

1 3 1 3
i —Cu,+3—— 0 —0+3
2 n 2 n—+oo 2 2
Deplus, lim u,,; = lim wu, =/.En utilisant la définition de la suite uz, on a
n—-+00 n—-+oo
— 2 3
Uy = Eun—iun+3
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et par passage a la limite
1 3
(==0*—={+3
2 2

c'est-a-dire %K 2 gé +3 =0, équation déja résolue dans la question 4, et qui admet comme solutions 2 et 3. Or,
la suite (u,,) est décroissante, et u, =2,5; elle ne peut donc pas converger vers 3. On en déduit finalement que

lim u,=2
n—+0oQo

Exercice 12

1. Soit P, la proposition définie pour tout entier n par “0 < u,, <3".
e Initialisation : Pour n =0, u, =3 et donc 0 < 1, < 3 : P, est vraie.
e Hérédité : supposons que la proposition P,, est vraie pour un certain entier n, et montrons que P,,,; est
vraie :

0<u,<3
donc 1<u,+1<4

etdonc 1> u,11+1 >1  carlafonction inverse est décroissante sur R*
ainsi 2> u,, >3 soit3=u,>0

La proposition P,,,; est donc vraie.

Bilan : d’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout entier n.
2.

(a) Puisque pour tout entier n, 0 < u,, alors u, +2 > 2 #0. Ainsi (v,) est bien définie.
(b) Montrons que la suite (v,,) est géométrique :

2 1-u,
v _un+l_1_m_1_ Hu, _ 1—uy __ll/
1= = = = ——
T U 2 o t2 e 442w, 2"

La suite (v,) est donc géométrique, de raison —3 et de premier terme v, = Zg:; =2.

2( 1\
(¢) On adonc, pour tout entier n, v, = E (_E) .

. . Uy, — 1
3. Puisque pour tout entier n, ona v, = , alors
n
u,—1 —1—-2v,
v, = Sv(u,H2)=u, -1l u,=——
Ainsi, pour tout entier 7,
—1-4 (_l)"
u 5072
n— o 1\
5(=2)" -1
n
Puisque —1 < —% <1, par théoreme, lir+n (—5) =0. Par somme et quotient
n—+00

Iim u,=—=1
n—+o0o —1

Exercice 13
1.
(a) Pour tout entier n, on a
u,+3v, u,+2v, 3u,+9v,—4u,+8v,) v,—u, w,
Wyl = VUpy1 — Upp1 = 1 - 3 = B = 12 = T

La suite (w,,) est une suite géométrique, de raison 7 et de premier terme wy = vy— uy=12—1=11.

n
(b) Ainsi, pour tout entier n, ona w,, =11 (E) .

(c) Puisque11>0et 1—12 >0, pour tout entier n, w, > 0.

1 1)\"
(d) Puisque —1< P <1, lim (E) =0. Par produit,

n—-+00

lim w, =0
n—+00

A. Crouzet 166 ©@®®O



Chapitre 7 : Convergence d'une suite

2. Pour tout entier n, on a
U, +2v, 2v,—2u, 2w,

Uppn—Up =7 Uy = -

3 3 3

Puisque pour tout entier n, w,, > 0, alors u,, — u, > 0: la suite u est bien croissante.
De méme,

u,+3v, U,— v, —W,

Unil =Un = —— = — U= — — =

Ainsi, puisque pour tout n, w, > 0, alors v,,; — v, <0 :la suite v est décroissante.
3. D’apres les questions 1d) et 2, on vient de démontrer que la suite u est croissante, v est décroissante, et

lim v,—u,= lim w,=0.Les suites u et v sont bien adjacentes.
n—+o00 n—+o0o

Par théoréme, les deux suites adjacentes convergent, et convergent vers la méme limite que 'on note ¢.
4.
(@) Pourtout n,ona

ty1=3Up 8V, =u, +2v,+2(u, +3v,)=3u, +8v, =1,

La suite (£,,) est donc constante.
(b) La suite étant constante, pour tout entier n, t, = ty =99. Par somme et produit, puisque ¢ désigne la limite
de (u,) et (v,), on obtient

lim t,=3(+8/=114

n—+00

Ainsi, puisque la suite (#,,) est constante, ona 11{ =99 et donc £ =9.

Bilan :

n1—1>5—nt>0 Un = nl—lvl-gloo Un= 9
Exercice 14
1.

(a) Pour tout entier n, on a
U, +4v, u,+5v, 6u,+24v,—05u,+25v,) u,—v, w,

Wp1=Upy1 —Vp1 = - =

5 6 30 30 30

La suite (w,,) est une suite géométrique, de raison % et de premier terme w, = uy— vy =20—1=19. Puisque
wy >0 et % > 0, la suite (w,,) est donc a terme strictement positifs.
(b) Ainsi, pour tout entier n, on a
1 n
w,=19( —
=(5)

1 13\"
Puisque—1< — <1, lim (—) =0. Par produit,
30 30

n—+o00
lim w, =0
n—+00
2. Pour tout entier n, on a
u,+4v, 4v,—4u, 4w,
U T = T T I E T T

Puisque pour tout entier n, w,, >0, alors u,; — u, <0 :la suite u est bien décroissante.

De méme,
_ Upt+OU, _Up— Uy Wy
Upy1 = Un =

6 " 6 6

Ainsi, puisque pour tout n, w, > 0, alors v,,; — v, > 0: la suite v est croissante.

3. D’apres les questions 1b) et 2, on vient de démontrer que la suite u est décroissante, v est croissante, et
lim u,—v,= lim w,=0.Les suites u et v sont bien adjacentes.

n—+00 n—+00
Par théoréme, les deux suites adjacentes convergent, et convergent vers la méme limite que 'on note ¢.

4,
(@) Pourtout n,ona

tye1 =5Upy 240,04 =u, +4v,+4(u, +5v,)=5u,+24v, =t,

La suite (£,,) est donc constante.
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(b) La suite étant constante, pour tout entier n, f,, = f, = 124. Par somme et produit, puisque ¢ désigne la
limite de (u,) et (v,,), on obtient
lim 1, =5(+240=29¢

n—+00

Ainsi, puisque la suite (#,,) est constante, on a 29¢ = 124 et donc { = %
Bilan :

124
29

lim u,= lim v,=
n—+0o0o n—+00

Enfin, puisque u, — v, = w,, et5u, +24v, = t,, on obtient apres résolution et pour tout entier 7, que

ot 424w,  124+456(5)" oty = =W _ 124—95(%)"

u, = =
" 29 29 " 29 29

Exercice 15

A. Crouzet 168 ©@®®O



Chapitre

Systemes linéaires

Résumé

Lobjectif de ce chapitre est d'introduire rigoureusement la notion de systeme linéaire, déja vue lors des
années antérieures. On y voit, entre autre, la méthode de résolution du pivot de Gauss.

« Pour comprendre un systéme, il faut... s’en extraire. »

Bernard Werber (1961 - ). L'empire des anges

169



Chapitre 8 : Systemes linéaires

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

® Savoir résoudre un systeme simple par substitution. ... m|

(® Savoir appliquer la méthode du pivot de Gauss-Jordan pour transformer un systéme en un systeme

THIANGUIAITE . . . .ottt ettt e e e e et e ettt m|
(® Résoudre un systéme ayant une infinité de solutions avec un (ou plusieurs) parametres ............ |
(@ Savoir déterminerle rang d'Un SYSTEIME .. ..ot u ittt e m|
® Savoir résoudre un systeme ayant Un ParametIe. .. ... ..o.ueueuninttnenteneuneneeeneeerneneenennes a
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Chapitre 8 : Systemes linéaires

I. Définitions et propriétés

1. Définitions

Définition 8.1.

Soient n et p deux nombres entiers non nuls. On appelle systéeme d’équations linéaires de n équations
a p inconnus (ou systeme 7 fois p, n x p) un systeme de la forme

anx, + apx, + ... + apXp = bl (Ll)

ax) X, + axpx, + ... + azp xp = b2 (Lz)
(S)

A X + X, + ... + aux, = b, (L)

oules (a;;)i<i<n etles (b;)<;<, sont des nombres réels, et x;, X, ..., X, sont des inconnues.
1<j<p

Le nombres a;; est le coefficient de la j éme inconnue x jdanslai éme gquations (L;).

Remarque
Si n = p on dit que le systéme (S) est carré d’ordre 7.

Exemple 8.1
Le systeme

s1) {le — 3x, =1 L)

3x, + x = =2 (Ly)

est un systéme linéaire de 2 équations a 2 inconnues. C’est ainsi un systéme carré d’ordre 2.
Le systeme
4 (Ly)
3 (L)

( ) X1 — ZXZ + ZX3
2 2x1 + 4x, — 2x3

est un systeme linéaire de 2 équations a 3 inconnues.

2. Propriétés

Définition 8.2.

Soit
ap Xy ar a1 Xy + ... + alpxp E bl (Ll)
anx, + axpx, + ... + azp xp = bz (Lz)
(S)
amx; + apx; + ...+ aux, = b, (L,)

* Résoudre le systeme (S), c'est trouver toutes les p-listes (xy, ..., x,,) de réels vérifiant les n équations
(Ly,...,L,).
¢ On dit qu'un systeme est incompatible s'il n'admet pas de solution.

Remarque

Dans le cas ol p < n, il y a plus d’équations que d’'inconnues. Soit certaines équations sont redondantes
(et on peut donc les supprimer), soit le systeme est incompatible.
Dans la suite, on ne s’intéressera qu’au cas n < p.

Définition 8.3.

Deux systemes (S) et (S’) sont dits équivalents s’ils ont les mémes solutions. On notera (S) ~ (S’) pour
signifier que (S) et (S’) sont équivalents, plutot que (S) < (S').
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Exemple 8.2
. x + y =1 2x + 2y = L.
Les systemes et sont équivalents.
3x — 2y = 2 3x — 2y =

Définition 8.4.
Soit

anx, + apx, + ... + dpXp = bl (Ll)

asr Xy r aro Xo P oo AP azp xp = bz (Lz)

(S)

A X + X, + ... + agx, = b, (L)
Le systeme (S) est dit homogene (ou sans second membre) si b; =...= b, = 0. Dans ce cas, la p-liste
(0,...,0) est toujours solution de (S).
On appelle systeme homogene associé a (S) le systeme obtenu a partir de (S) en remplacgant tous les
nombres b; par 0.

Exemple 8.3

x + y = + y =0

1 t(S){x
es
2 0 2x — 3y

Le systeme homogeéne associé a (S) {

Il
o

2x — 3y =

3. Résolution par substitution

Meéthode

La méthode par résolution consiste a écrire une des inconnues (par exemple x;) en fonction des autres
(x5, x3,...), puis a remplacer cette inconnue x; dans toutes les autres équations en fonction de x,, x3, .. ..
Cette méthode est efficace lorsqu’il y a peu d’'inconnues ou d’équations.

Exemple 8.4
Résoudre le systeme suivant :
2x, — 3x, =1 (Ll)
(S1)
—3x1 + Xo = 2 (Lz)

Solution

En utilisant (L,), on peut exprimer x, en fonction de x; : x, = 3x; +2. On remplace alors cette égalité
dans (L) pour en déduire la valeur de x;. On obtiendra enfin la valeur de x, :

2x1 - 3x2 =1
(S1) ~
X, = 3x1 +2
le - 3(3x1 +2) = 1
X = 3x1 +2
—7x =7
Xy = 3x1 +2
X1 = —1
Xo = —1

Ainsi, le systeme admet une unique solution : {(—1;—1)}.
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4. Systemes triangulaires

Les systeme triangulaires sont les plus simples des systémes, puisqu’ils se résolvent tres facilement.

Définition 8.5.

On dit qu'un systeme (S) 7 x p est triangulaire si
Vie{l;..;nhLV je{l;..;pt i>j=a;;=0

Ainsi, si n < p, le systéme est de la forme

anpx, + apXx, + a;zxs + P oo AP apXp = bl (Ll)
AypXy + dyxp3Xz + . P ooo AP MrpXp = b2 (Lz)

(S)
ApnXn, + ... + anyx, = b, (L)

Si n = p, on a alors le systéme suivant :

auxl + a12x2 + a13.7C3 + e + cen ar ﬂlnxn = bl (Ll)
AypXy + dyxyxs + ... + ... + ayux, = bn (Lz)

(S)
AunXp = by (Ly)

Les coefficients diagonaux a3, ..., a,,, sont appelés les pivots du systeme.

Remarque

Lorsque n = p et que tous les pivots a;; (pour i € {1;...;n}) sont non nuls, le systéeme se résout par
substitutions successives, de (L,,) a (L). Il y a alors une unique r-liste solution.

Meéthode

1
1
: Dansle cas n < p, il y a une (ou plusieurs) inconnue(s) en trop. On choisit alors ces inconnues comme
| inconnues auxiliaire, et on résout comme pour la cas n = p.

Exemple 8.5
Résoudre le systeme suivant :
2x — y + 3z = -1
(S)
2y — 4z = 2

Solution
Iy a 3 inconnues, pour deux équations. Exprimons x et y en fonction de z :

2x — y = —-1-3z
S) ~ ze€eR
2y = 2+4z
1
xX= —3z
N{ 2 zeR
y= 142z

Remarque

Bien évidemment, si on choisit une autre inconnue auxiliaire, le résultat ne sera pas sous la méme forme,
mais désignera bien le méme ensemble de solutions.

Il. Pivot de Gauss-Jordan
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1. Exemple

On souhaite résoudre le systeme suivant

x + 2y + 2z
(S) 2x — 2y + 2z

—x + y +

3z

Pour faire cela, on va utiliser différentes opérations dites élémentaires, qui transforment le systeme (S) en un
systéme équivalent, mais triangulaire cette fois-ci. Il ne restera alors plus qu’a résoudre le systéme triangulaire

associé.
Ici:
x + 2y
S) ~{ ~— 6y
3y
x + 2y
~ — 6y

+ o+

2z
2z
5z
2z
2z
8z

On obtient ainsi un systéme triangulaire, qu’'on résout :

Ainsi, la solution de (S) est ¥ = {(3;—%; 1)}

2. Opérations élémentaires

N = L = ]

wl—
ol

D=

L, ligne pivot
L, —L,—2L,;
Ly—L3z+L;
Ly

L, ligne pivot
Ly —2L3+L,

Définition 8.6.

multiple d'une autre ligne.

Utilité : permet d’éliminer une inconnue.

Soit (S) un systéme n x p. On appelle opération élémentaire 'une des trois opérations suivantes :

* L; —L;:échange dela i*™ ligne L; et dela j*™ ligne L;.

e L; —alL; ol a#0:onremplace la i*®™* ligne par elle méme multipliée par un nombre non nul a.
Utilité : lorsqu’on a des fractions dans la ligne L;, cela permet d’enlever les dénominateurs.

* L; < L;+bL; ou b est quelconque : on remplace la i ieme Jione par la somme d’elle méme et d’'un

Remarque

En combinant la deuxiéme et la troisieme opérations élémentaires, on obtient 'opération
L; < aL;+ bL; ol a estnon nul, et b est quelconque.

Théoreme 8.1.

Tout systeme obtenu a partir d'un systéme (S) en transformant 'une de ses équations par une opération
élémentaire est équivalent a (S), et a donc le méme ensemble de solutions.

Remarque

systeme.

3. Pivot de Gauss-Jordan

A. Crouzet
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Méthode
En utilisant les opérations élémentaires comme dans |'exemple, on va résoudre un systeme (S) par la
méthode du pivot de Gauss-Jordan :
1. On élimine successivement des inconnues via les opérations élémentaires, pour transformer le
systeme initial en un systeme triangulaire;
2. Onrésout le systeme triangulaire par substitutions.

Exemple 8.6
Résoudre les systéemes suivants par la méthode du pivot de Gauss. Le nombre de solutions est indiqué.
¢ (Une unique solution)
xX + 2y + 3z =2 (L)
(S1) 3x + y 4+ 2z =1 (L)
2x + 3y + z =0 (Ly)
¢ (Une infinité de solution)
— ¥y + 2z 4+ 3t =0 (Ly)
2x + 2y — z 0 (Ly
(S2)
3x — y + 2z — 2t 0 (Ls)
5 + y + z — 2t = 0 (Ly)
¢ (Aucune solution)
— y 4+ 2z + 3t =0 (L)
2x + 2y — z = 0 (Ly
(Ss) A
3x — y + 2z — 2t 0 (Lj)
5 + y + z — 2t =1 (L)

Solution
On utilise la méthode du Pivot de Gauss, en n’oubliant pas d’indiquer les opérations effectuées.
* On applique les opérations élémentaires pour obtenir un systéme triangulaire :

x + 2y + 3z 2 L, ligne pivot

(S;) ~ — 5y — 7z = =5 L,«—L,-3L,
— ¥y — 5z = -4 Lz«L3-2L,
x + 2y + 3z = 2 L,
~ — 5y — 7z = =5 L, ligne pivot
— 18z = —15 Lz«5L3—L,

Le systeme est triangulaire avec tous ses pivots non nuls : on remonte celui-ci pour trouver une
unique solution.

Ainsi,
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* On n’hésite pas a échanger des lignes pour avoir une ligne pivot pratique.

2x + 2y — =z =0 Lie—L,
S) ~1 -y + 2z + 3t =0
3x — y + 2z — 2t 0
5 + y + z — 2t =0
2x + 2y — z = 0 L, ligne pivot
— Yy + 22 +3t =0 L,
~ — 8y + 7z — 4t = 0 Lye2Ly—3L,
— 8y + 7z — 4t = 0 L,—2L,—5L,

Les deux derniéres lignes sont les mémes. On en élimine une, et on continue la méthode du pivot
de Gauss. On peut ajouter une ligne pour rappeler 'inconnue auxiliaire (ici, la ligne L), mais ce
n’est pas nécessaire :

2x + 2y — z =0 L,
(S) — y 4+ 2z + 3t = 0 L,ligne pivot
2 — 9z — 28t = 0 Ly—L;—8L,
t =1t L,
On obtient un systéme triangulaire, qu’on résout en utilisant une variable auxiliaire (par exemple
ici, £) :
x= 2t
29
y= -3t
(SZ) ~ 7= _% ¢ » r eR
t= t
Ainsi,
5 29 28
S =5l zt;——=t,——1;t ], t€R
3 9 9

* Le systéme est le méme que précédemment, excepté la derniére ligne. Par les deux mémes opéra-
tions, on obtient :

2x + 2y — =z =0 Lie—L,
(S ~1 -y + 2z + 3t 0
3x — y + 2z — 2t 0
5 + y + z — 2t =1
2x + 2y — z = 0 L, ligne pivot
— ¥y + 2z + 3t 0 L,
~ — 8y + 7z — 4t = 0 Lye2Ly—3L,

Les deux derniéres lignes étant incompatibles, le systeme est incompatible. Ainsi,

Remarque
Un systeme linéaire admet :

e soit aucune solution (il est donc incompatible);
¢ soit une unique solution;
¢ soit une infinité de solutions (quand il y a une (ou des) inconnues auxiliaires)

4. Rang d'un systeme
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Définition 8.7.

Soit (S) un systeme. On appelle rang d'un systeme, que I’on note rg(S), le nombre de pivot non nul qu'on
obtient apres avoir appliqué la méthode du pivot de Gauss, ou encore le nombre d’équations non nulles.

Exemple 8.7
x + 2y + z =0

Soit(S)le systtme { 2x — y — z = 0.Appliquonsla méthode du pivot :
—x + 3y + 2z 0

x + 2y + z = 0 L,ligne pivot
S) ~ — 5y — 3z 0 L,—L,—2L;
5 + 3z = 0 Lz<—L3+L,
x + 2y + z =0 L
~ — 5y — 3z 0 L, ligne pivot

0z =0 L3(—L3+L2

Le systeme est triangulaire, et il y a 2 pivots non nuls (ou 2 équations non nulles). Ainsi, le rang de (S) est
de 2.

lll. Systémes de Cramer

1. Définition
Définition 8.8.

Un systeme carré d’ordre 7 est dit de Cramer s’il posséde une unique 7n-liste solution.

‘ Conséquence 8.2. ’

Un systeme homogene (S) de n équations linéaires a n inconnues est un systeme de Cramer si son unique
solution est la n-liste (0,0,...,0).

2. Systemes de Cramer et pivot de Gauss

Théoreme 8.3.

Un systeme (S) carré d’ordre n est de Cramer si et seulement sila méthode du pivot de Gauss fait apparaitre
n pivots successifs non-nuls.

Exemple 8.8
Montrer que le systéme suivant est de Cramer
x +y — 2z =0
(S) 2x — y + z
2x + y — 2z
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Solution
En appliquant la méthode du pivot de Gauss :

x + y — 2z =0
(S) ~ — 3y + 5z 0 L,—L,—-2L,
— ¥y + 2z = 0 Ly«L3—2L,
x + y — 2z =0
~ — ¥y + 2z = 0 L3—L,
-3y + 5z =0
x +y — 2z =0
~ -y + 2z =0

— z =0 L3 (_L3—3L2

On a ainsi fait apparaitre les pivots 1,—1 et —1 qui sont tous les trois non nuls : le systéme (S) est bien de
Cramer.

3. Systeme de Cramer et systeme homogene associé

Théoreme 8.4.

Un systeme (S) est de Cramer si et seulement si son systéeme homogéne associé est aussi de Cramer.

Démonstration
En effet, le choix des pivots dans la méthode des pivots de Gauss ne dépend pas du second membre.

Meéthode

|
|
: Pour montrer qu'un systéme quelconque est de Cramer, il suffit donc de montrer que son systéme
1 homogene associé I'est, ce qui est plus simple.
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Exercices

Systemes linéaires

Exercices

000 Exercice 1 Systémes (30 min.)
Résoudre les systemes linéaires suivants :

x — y + z =1 2x + 3y + z = 4
Sy 2x + y — =z = 2 S)y —x + y + 2z = 3
x — 2y + 3z =0 7x + 3y — b5z = 2
y — z =1 2x — y + z = 3
(S3)4 2x + y + =z = 3 (S4)4 x + 2z = -1
X + z 1 x -y - z = 2
-3x + y + z - =0 —-x + 3y -t =0
(Se) x - 3y + z + =0 (Se) 2x — y + 2z + 2t = 0
> X + y — 3z + =0 6 5y + 2z =0
x + y + z — 3t =0 x + 2y + 2z + t =0

o000 Exercice 2 Systémes avec variable (20 min.)
Résoudre les systemes suivants, en fonction de a, b, c et d :

x + y + z = a 3x — 3y — 2z = a
(S1) x — 'y — z =D (S.)y —4x + 4y + 3z = b
-3x + y + 3z = ¢ 2x — 2y — z = ¢
2x + y — 3z a
3x + y — 5z = b
)Y 4x + 2y — z = ¢
X - 7z d

o000 Exercice 3 Systémes a paramétre (10 min.)

Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de A les systemes suivants sont de Cramer. Résoudre alors les systemes.

_ a1-x - ¥ — z =0
(sl){ TSy, 20 ) o+ ehy ¢ 3 =0
2x - 2y + (-3—A)z = 0
2=M)x + 4z =0 B—-MNx — 2y = 0
(S3) 3x - (@+N)y + 12z =0 (S4) 2x - Ay - 4z =0
X — 2y + (5—=N)z = 0 y — (B+AN)z = 0
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Corrigeés

Systemes linéaires

Corrigés des exercices

Exercice 1

On utilise la méthode du pivot de Gauss sur chacun des 6 systemes. Lorsqu’un systéme va avoir une infinité
de solutions, on utilise une (ou plusieurs) inconnue(s) auxiliaire(s). En général, on prendra les inconnues dans
I'ordre inverse (par exemple, siles inconnues sont x;, x,, X3, X4, on essaiera de prendre dans I'ordre x,, puis
X3,...). On obtient ici :

¢ Une unique solution pour S; : & ={(1;—1;—-1)}.

¢ Une unique solution pour S, : & = {(—4;5;—3)}

¢ Une infinité de solution pour S3, par exemple

S ={1—2z;1+2z;z),z€R}
Remarque : on peut obtenir d’autres réponses possibles selon la variable auxiliaire que 'on prend.
¢ Aucune solution pour S,, qui est en effet incompatible : & =0.
¢ Une unique solution pour S5 qui est un systéme homogene et de Cramer : % = {(0; 0; 0; 0)}.
¢ Une infinité de solution pour Sg, par exemple

6 2 2
S = {(——z—t;——z;z;t),(z»f)ER }
5 5

Exercice 2

On applique également la méthode du pivot de Gauss. La seule difficulté ici repose sur les lettres inconnues,
qui compliquent les calculs. Il est cependant important de savoir résoudre un tel systéme, que 'on reverra en
fin d’année dans les applications linéaires. On obtient ici :

{(a+b —3b—c a+2b+c)}
S = ; ;
2 2 2

¢ Attention : ici, selon les valeurs de a, b et c, les résultats sont différents. Il faut donc traiter tous les cas par
disjonction de cas. Ainsi :

o Sic#2a+b,lesysteme est incompatible : & =0.

o Sic=2a+ Db, le systtme posséde une infinité de solutions, par exemple

9’={(36+b+2y;y;20+b), yG]R}

¢ Une unique solution pour S; :

* On doit également traiter par disjonction de cas :
o Sia+b # c+d, le systeme est incompatible : & =4.
o Sia+b=c+d,lesysteme posséde une unique solution :
&= {(5d+7c—14a 27a—10d—11c c—Za)}
B 5 ' 5 "5

Exercice 3

Meéthode

|

|

: Pour déterminer si un systéme a parametre est de Cramer ou non, on applique la méthode du pivot
: de Gauss, en essayant de ne mettre le parameétre que sur le dernier pivot. On utilise ensuite le résultat
1 classique : un systéme est de Cramer si et seulement si ses pivots sont tous non nuls.
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* Pour(S;),ona

3x + 2—=N)y = 0
(Sl)‘:’{ (9—(2—=rp)y = o

Ainsi, (S;) est de Cramer si et seulement si 9—(2—A)? #0.0r9—(2— AP =(3—(2—-A)3+2—A)=(1+A)5—A).

Donc (S;) est de Cramer si et seulement si
A€ {-1;5}

e Pour (S,),ona

2x — 2y + (3-MNz =0
(S) &= - Ay - Az =0
A>—=1)z = 0

Ainsi, (S,) est de Cramer si et seulement si —\ # 0 et A2 —1 # 0, c’est-a-dire A #—1 et A # 1. Donc (S,) est de

Cramer si et seulement si
A E{-1;0;1}

e Pour (S3),ona

x — 2y + (BG—-MNz =0
(S5) = 2-N)y + (-3+3MN)z = 0
A=Az = 0

Ainsi, (S3) est de Cramer si et seulement si2—A #0 et A—A2 #0, c’est-a-dire A #2, A #0 et A # 1. Donc (S;) est

de Cramer si et seulement si
A £{0;1;2}

e Pour(S,),ona

2x — Ay -— 4z =0
Sy e y — (B+MNz =0
AA*=1)z = 0

Ainsi, (S4) est de Cramer si et seulement si A(A®>—1) #0, c’est-a-dire A #—1, A # 1 et A # 0. Donc (S,) est de

Cramer si et seulement si
A E€{-1;0;1}
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Chapitre

Dénombrement

Résumé

On introduit des notions de base sur le dénombrement : cardinal, liste, combinaison et nombres combi-
natoires.

« Iln’y a donc qu’a débrouiller le revenu de chacun, et le mettre en évidence, afin
de voir comment il doit étre taxé.

Ce que je dois dire a cet égard suppose un dénombrement exact de toutes les
personnes qui habitent le royaume. »

Sébastien Le Prestre de Vauban (1633 - 1707). Les Oisivetés de Monsieur de Vauban

183




Chapitre 9 : Dénombrement

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(® Connaitre les formules liées au cardinal d’'unensemble ........... ... .o i, O

@ Connaitre la différence entre une permutation, une liste sans répétition et une liste avec répétition.O

(® Savoir dénombrer les différents ensembles précédents...........coooviiiiiiiiiiiiiiiiiii i |
@ Connaitre la définition d’'une combinaisSon. ... e e O
® Savoir I'expression du nombre de combinaison (z) .................................................. m|
® Connaitre les formules liées aux nombres de combinaisons...............cooiiiiiiiii ... |
@ Connaitre la formule du binéme de Newton et savoirladémontrer..................ovviiriiinnan.n. O
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Cardinaux

Définition 9.1.

Un ensemble E est dit fini s'il est soit vide, soit composé d'un nombre fini d’éléments distincts ey, -, e,,.
Dans ce cas, on appelle 7 son cardinal (i.e. son nombre d’éléments), que I'on note |E| ou card(E).
Par convention, card(@) = 0.

Remarque

Faire du dénombrement, c’est déterminer le nombre d’éléments d'un ensemble, sans avoir a connaitre la
liste des éléments de E.

Propriété 9.1.

Soient E et A deux ensembles, tels que A C E et E est un ensemble fini. Alors
¢ Aest également fini;
e card(A) < card(E).

Si, de plus, card(A) = card(E), alorsA=E

Remarque

Si card(A) = card(E) sans avoir A C E on ne peut pas conclure! Par exemple A = {1,2}, E = {2,3}. Alors
card(A) = card(E) maisA# E

Théoreme 9.2. Formule du Crible de Poincaré
¢ SoientA et B deux sous-ensembles d'un ensemble fini E. Alors
card(AUB) = card(A) + card(B) — card(AN B)
¢ SoientA, B et C trois sous-ensembles d’'un ensemble fini E. Alors
card(AUBUC) = card(A) + card(B) + card(C) — card(ANB) — card(ANC)— card(BN C) + cardANBNC)

e SoientA;,-:-,A, des sous-ensembles d'un ensemble fini E deux a deux disjoints. Alors

card(UAk) = anrd(Ak)
k=1 k=1

Proposition 9.3.

Soient A et B deux sous-ensembles d'un ensemble fini E. On note A\B I'’ensemble des éléments qui sont
dans A mais pas dans B.
Alors

card(A\B) = card(A) — card(ANB)

Démonstration
Remarquons que les ensembles A\B et AN B sont disjoints, de réunion A. D’apres le théoréme précédent

card(A) = card (AN B)U(A\B)) = card(AN B) + card(A\B)

Proposition 9.4.
Soient E et F deux ensembles finis. Alors

card(E x F) = card(E) x card(F)

A.

Démonstration

On note n le cardinal de E et p celui de F. E x F est constitué des couples (x; y) avec x € E et y € F. Pour
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chaque élément x de E, il y a p couples possibles (un couple par élément de F). Puisqu’il y a n éléments
dans E, on adonc

p+---+p=npéléments dans E xF

———

n fois

= Exercices 1 et 2.

II. Dénombrement

Dans cette partie, nous allons considérer des listes et des ensembles.

Définition 9.2.

On appelle liste de p éléments d'un ensemble E une suite ordonnée de p éléments.

Exemple 9.1

Ainsi, les listes (1;2;3) et (1;3;2) sont deux listes distinctes, et les ensembles {1;2;3} et {1;3;2} sont
identiques.

1. Permutation
Définition 9.3.

Soit E un ensemble non vide a n éléments. On appelle permutation de E une liste des n éléments de E.

Exemple 9.2
SiE={a; b;c}, alors (a; c; b) et (b; a; c) sont deux permutations de E.

Définition 9.4.

On note . (E) 'ensemble des permutations de '’ensemble E. En particulier, on note ., 'ensemble des
permutations de 'ensemble {1;---; n}.

Théoreme 9.5.

Le nombre de permutations d'un ensemble de n éléments, n > 1, est égal a

nl=nx(n—1)x(n—2)x---x2x1

Démonstration

Supposons qu'on dispose de n cases, numérotées de 1 a n. Dans la case numéro 1, on peut mettre un
des n éléments de E. Une fois la case 1 remplie, il ne reste que n — 1 éléments a choisir. On en prend un
qu'on met dans la case 2. Il ne reste alors que n —2 éléments. Et on réitere.

Exercice 9.3
On dispose de 4 personnes, a disposer sur 4 chaises. Combien y a-t-il de possibilités?

Solution

On doit placer 4 personnes sur 4 chaises. Il faut donc faire une permutation de ces 4 personnes. Il y a
donc
41=4x 3 x 2 x 1 =24 possibilités
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2. Liste sans répétitions de p éléments de E

Définition 9.5.

Une liste sans répétitions (ou arrangement) de p éléments de E est une liste de p éléments de E deux a
deux distincts (1< p < n).

Théoreme 9.6.

Soit E un ensemble a n éléments, n > 1 et p un entier 1 < p < n. Le nombre de listes sans répétitions de
p éléments de E est égal a

A =nx(n—1)x(n—-2)x--x(n—(p—1)=

(n—p)

Démonstration

On utilise le méme raisonnement avec les cases, sauf qu’au lieu de mettre les n éléments de E, on n'en
met que p, en utilisant p cases.

Exercice 9.4

Une association ayant 20 membres souhaite élire leur bureau, composé d'un président, d'un vice-
président et d'un trésorier. Combien de bureaux est-il possible de composer?

Solution

Dans cet exercice, I'ordre est important (on ne choisit pas 3 personnes parmi les 20, on choisit tres
exactement un président, un vice-président et un trésorier parmi les 20). Quand I'ordre compte, on parle
donc d’arrangement.

Ici, on veut donc des listes de 3 éléments d'un ensemble & 20 éléments. Il y en a donc

A}, =20 x 19 x 18 = 6840 bureaux possibles

Exercice 9.5

Toujours dans la méme association, il y a 12 hommes et 8 femmes. On impose que le trésorier soit une
femme. Combien y a-t-il de bureaux possibles?

Solution

Le poste de trésorier est une femme. Il faut donc choisir une femme parmi les 8, soit 8 possibilités.
Pour les deux autres postes, comme ce qui précéde, on aAz19 =19 x 18 = 342 bureaux possibles (sachant
que la personne trésoriere n’aura pas d’autres postes). Cela donne donc

8 x A2, = 2736 bureaux possibles

3. Liste avec répétitions de p éléments de E

Théoreme 9.7.

Soit p = 1.1l y a n? listes avec répétitions de p éléments de E.

Démonstration
En effet, si on possede p cases, on peut mettre dans chacune des cases I'un des n éléments de E.

Exercice 9.6
Dans une classe de 30 éleves, on décide que chaque jour pendant 3 jours, une personne va nettoyer
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le tableau, sachant qu'une personne ayant déja été de corvée peut y retourner. Combien y a-t-il de
possibilités?

Solution

11 faut donc choisir 3 éleves, avec répétition. Il y a donc

30% = 27000 possibilités

lll. Combinaisons

1. Définition
Définition 9.6.

Soit E un ensemble a n éléments, et p un entier telque 0< p < n.
Une combinaison de p éléments de E est un sous-ensemble (ou une partie) de E qui contient p éléments.

Exemple 9.7

SiE={a;b;c} et p=2,les combinaisons de deux éléments de E sont les parties {a; b},{a; c} et {b; c}.

Notation
. . 212 y N 212 2 n K :
Le nombre de combinaisons de p éléments d'un ensemble a n éléments est noté ( ) et on lit “p parmi
p

n”. On note aussi C’.
Exemple 9.8

3
D’apres I'exemple précédent, (2) =3.

Remarque
Pour tout entier 1, on obtient rapidement :

(o) ()= )

I= Exercice 3.

2. Nombre de combinaisons
Théoréme 9.8.

Pour tout entier n > 1, et pour tout entier p telque 0<p <n,ona

(n)_ n'  nn—-1-(n—p+1)
pln—p) p!

p
Pour p > n, ona(Z)zo.

Démonstration
* Pour p =0, il n'existe qu'une seule partie sans élément : la partie vide. Donc

n 1= n!
0)  o(n—o)
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* Supposons p > 0. Prenons une partie F de p éléments de E. On constate qu'il y a p! permutations
de F, et une permutation de F est une liste sans répétition de p éléments.
Si on fait de méme avec toutes les parties de E a p éléments, on va décrire toutes les listes sans
répétition de p éléments, et une seule fois (deux parties distinctes de E vont engendrer des listes
distinctes nécessairement). On a donc

(nb de partie a p éléments de E) x p! =nb de listes sans répétition de p éléments

(n)x IZL
p) P m=py

soit

Exemple 9.9
Le nombre de partie a 4 éléments d'un ensemble a 21 éléments est

21 21!
= _=5985
4 )7 41(21—4)

Exercice 9.10

Dans une association de 12 hommes et 8 femmes, on crée un comité Hygiéne et Sécurité, composé de 3
personnes.

¢ Combien y a-t-il de comités possibles?

¢ Combien y a-t-il de comités sachant qu'une des personnes doit étre une femme?

Solution
* Il nous faut choisir (sans ordre) 3 personnes parmi 20. Il y a donc

20
( 3 ) = 1140 comités possibles

¢ On veut au moins une femme.
19

8
A IIn'y a pas e comités possibles avec au moins une femme, car en comptant ainsi, certains
comités sont comptés plusieurs fois!
Notons Al’ensemble des comités ayant au moins une femme, B I’ensemble des comités n’ayant
que des hommes, et C '’ensemble de tous les comités possibles. Alors AUB=C et ANB=@. Or

12
card(B) = ( 3 ) =220 comités

20
card(C) = ( 3 ) = 1140 comités

Donc
card(A) = card(C)— card(B) = 920 comités

Meéthode

|

I

: Dans un exercice, il faut déterminer en premier lieu si on va devoir utiliser les listes sans répétition, avec
| répétition ou les combinaisons. On retiendra que :

: * sion s'intéresse a un choix ordonné (par exemple, un classement a un jeu, ou bien le choix de
| différents postes dans une association), on utilisera les listes, sans répétition (cas général o une
: personne ne peut pas étre a deux endroits en méme temps), ou avec répétition (si au contraire on
1 Paccepte).

: ¢ sion s’intéresse a la sélection simultanée (donc on ne tient pas compte de I'ordre), on utilisera les
: combinaisons.

IS Exercices 4, 5, 6et7.
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IV. Formules

1.

Formules de base

Théoreme 9.9.

Pour tous naturels n et p telsque 0<p < n,ona

(n2) )

(Formule du triangle de Pascal) Pour tous naturels n et p telsque 1<p<n—1lona

o (% )-G)

Démonstration
¢ En effet,

( n )_ n! ! _(n)
n—p) (n—p)(n—(n—p) (n—p)p! \p

(n—1)+(n—l): (n—1) N (n—1)!
p—1 p (p=Din—p)} pln—p-1)
En mettant au dénominateur commun p!(n — p)!, on a alors
(n—l)+(n—l)= p(n—1) +(n—p)(n—1)!
p—1 p plln—p)t  pln—p)
_(n—l)![p+(n—p)]
~ pln—p)

3 n! _(n)
~pln—p) \p

e Ona

Remarque

La deuxieme formule nous permet d’obtenir tous les nombres combinatoires de proche en proche, dans
le Triangle de Pascal :

n\p |01 2 3 4 |56
0 1

1 11

2 112]1

3 1({3] 3 1

4 1(4] 6 4 1

5 151010 5 |1
6 161520 |15 |6 |1

Proposition 9.10.

Pour tout entier n strictement positif, et tout entier k avec 1 < k < n,on a

Démonstration
On a, en effet :

n—1) (n—1)! _ n(n=1) n!
" M= D(n—D)—(k=1)  (k=1)n—k)! _ (k=Dli(n—k)

k—1
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soit

n—1 _ k x n! i n! i n
Mk=1)" kx(k=Dln—k! K-k "\ k

2. Formule de Vandermonde

Une premiere formule intéressante liant les nombres combinatoires est la formule de Vandermonde, formule
que 'on va démontrer de maniere purement combinatoire.

Théoreme 9.11. Formule de Vandermonde

Soient m et n deux entiers strictement positifs. Pour tout entier k telque k < m etk <n,ona

"))

Démonstration

On dispose de n jetons blancs, et m jetons noirs, tous indiscernables au toucher. On tire simultanément
k jetons et on note E I'ensemble des tirages possibles.

Par définition de E, on a
+
card(E)= (mk n)

Notons alors E; (pour j entier entre 0 et k) I'ensemble des tirages de k jetons ayant j jetons noirs.
Puisqu’il y a j jetons noirs, il y a k — j jetons blancs dans E ;. Ainsi

war-{3).2)

k
Constatons enfin que, par définition, E = U E;et lesE j sont deux-a-deux disjoints. Ainsi,
j=1

k
card(E) = Z card(E;)

ce qui donne

REFERENCE HISTORIQUE

La formule de Vandermonde, nommée d’apres Alexandre-Théophile Vandermonde, est utilisée en pro-
babilité pour déterminer I’espérance d’une loi particuliere, appelée loi hypergéométrique.

Exercice 9.11

n 2
n
En utilisant la formule de Vandermonde, déterminer E ( ) .
k=0

Solution
En appliquant la formule de Vandermonde au cas particulier k = m = n, on obtient

-20)5)
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3. Formule du bindbme de Newton

Une autre formule est une relation importante qui servira avec les matrices.

Théoreme 9.12. Formule du bindme de Newton

Pour tous nombres réels a et b, et pour tout entier naturel n > 1, on a

N S P RPN

(a+b)' = i(;’)a"—kbk =i(’;)akb"‘k

k=0 k=0

soit

Démonstration
n

Soit P, la proposition “(a+b)" = > (Z)a"*k b*” définie pour tout entier n > 1 (le résultat est également
k=0
vrai pour n =0).

* Pour nn =1 le résultat est vrai car (a+ b)' =a+b =(y)a+(})b.
* Supposons la proposition P, vraie pour un entier n > 1, et calculons (a + b)"*! :

(@a+b)" =(a+b)a+b)"
=ala+b)"+bla+b)!

=(g)a"“+(?)a"b+---+(§)a”"’“b”+---+(Z)ab"
+(”)a"b+---+( " )a""’+lb”+---+( " )ab"+(”)b"“
0 p—1 n—1 n

—1 —1
Or pour toutentier l1<p<n,ona (Z _ 1) + (np ) = (Z) (formule du triangle de Pascal), donc

(a+b)”“:(n)a"+l+(n+1)a"b+---+( l)a" PHpP 4 (n+1)ab"+(n)b"“
0 1 p n n

+1
ce qui donne le résultat annoncé, puisque( ) ( )—le ( )=(2+1)=

Exercice 9.12
Calculer

Solution
* Prenons a = b =1 et appliquons la formule du binéme de Newton :

o330

k=0 k=0
DoncA, =(1+1)"=2",
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e Prenons a =2 et b =1 et appliquons la formule du bin6me de Newton :

(1+2)" :i(Z)zkl”—k :zn:(Z)zk

k=0 k=0
Donc B, =(1+2)"=3".

I'& Exercice 8.
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Exercices

Dénombrement

Exercices

Dénombrement

Exercice 1 Dénombrement (10 min.)

On possede un jeu de 32 cartes. On note Al'ensemble “les deux cartes tirées sont rouges”, B 'ensemble “les
deux cartes tirées sont un valet et un dix” et C ’ensemble “les deux cartes tirées sont un personnage’.

Que représente AANBNC et ANB)NC?

Ecrire a I'aide des ensembles A, B et C les ensembles F : “les deux cartes tirées sont des personnages et ne sont
pas toutes les deux rouges”, et G : “on obtient au plus un personnage rouge”.

Exercice 2 Dénombrement (5 min.)

Parmi 40 étudiants, 8 connaissent le portugais, 15 le chinois, et 9 le russe. D’autres part, 4 parlent chinois et
russe, 5 chinois et portugais, 2 russe et portugais et 2 parlent les 3 langues. Combien d’étudiants ne connaissent
aucune de ces trois langues?

Exercice 3 Arrangement et combinaison (5 min.)
Soit E ={1;2;3;4}. Ecrire

1. Les combinaisons de 3 éléments de E.

2. Les arrangements de 3 éléments de E.

Exercice 4 Dénombrement (5 min.)
Au menu d’'un restaurant, il y a 3 entrées 2 plats et 4 desserts possibles. Combien de menus (une entrée, un
plat, un dessert) sont possibles?

Exercice 5 Anagramme (10 min.)
Un anagramme est un mot (ou une succession de lettres) formés des mémes lettres, dans un ordre différent.
Combien d’anagrammes peut on former avec le mot GLACE? le mot ELEVE?

Exercice 6 Anagramme (10 min.)
Un sac possede 5 paires de chaussettes noires, 2 paires de chaussettes vertes et 3 paires de chaussettes rouges.
On choisit au hasard deux chaussettes simultanément.

1. Combien y a-t-il de tirages possibles? de résultats possibles?

2. Combien de tirages amenent deux chaussettes vertes ? deux chaussettes de méme couleur?

Exercice 7 Anagramme (10 min.)

Sept personnes sont debout, et on posséde trois chaises. De combien de maniére peut on asseoir les gens?
On dispose ensuite de trois chaises et deux bancs d’'une place. Méme question, en considérant qu'un banc et
une chaise sont deux objets différents.

Exercice 8 Formule du bindbme (10 min.)

Calculer
n

2) Zloko-or 2o SRk

k=0 k=0 k=0

Dénombrement en probabilité
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ee0O Exercice 9 Tirage sans remise, tirage avec remise (15 min.)
Une urne contient 9 boules distinctes et indiscernables au toucher : 2 boules rouges, 3 boules vertes et 4 boules
blanches. On tire au hasard, successivement et sans remise deux boules de 'urne.
1. Déterminer I'univers de cette expérience aléatoire.
2. Déterminer la probabilité
(a) D’obtenir au moins une boule rouge.
(b) D’obtenir des boules de la méme couleur.
(c) D’obtenir une boule rouge et une boule verte.
3. Reprendre les questions précédentes dans le cas d’un tirage simultané, et dans le cas d'un tirage successif
avec remise.

o000 Exercice 10 Des cartes (10 min.)
On tire, au hasard, 3 cartes dans un jeu de 32 cartes classique.
1. Quel est'univers? Combien y a-t-il de tirages possibles?
2. Quelle est la probabilité d’obtenir exactement 3 cartes de méme hauteur?
3. Quelle est la probabilité d’obtenir exactement 2 cartes exactement de la méme couleur?
4. Quelle est la probabilité d’obtenir 2 ou 3 cartes de méme couleur?
5. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un coeur ou un roi?

o000 Exercice 11 Paradoxe des anniversaires (10 min.)

On considére une classe de 25 éleves. On suppose qu'aucun éléve n’est né un 29 février et que, pour chaque
éleve, tous les autres jours de 'année ont la méme probabilité d’étre le jour de son anniversaire. Quelle est la
probabilité qu’au moins deux éléves soient nés le méme jour?

eee Exercice 12 Un peu de reflexion (10 min.)

On dispose d'une urne disposant de n boules blanches et n boules noires. On tire deux par deux, sans remise,
les boules jusqu’a vider 'urne. Quelle est la probabilité que I'on tire deux boules de chaque couleur a chaque
tirage?
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Corrigeés

Dénombrement

Corrigés des exercices

Exercice 1

En frangais, A représente I’ensemble “au moins une des deux cartes n’est pas rouge”, AN BN C représente
I’ensemble “les deux cartes sont rouges, sont un valet et un dix et au moins un des deux n’est pas un personnage”,
ce qui se simplifie en “les deux cartes sont un valet rouge et un dix rouge”. Enfin ANBNC est I'ensemble vide :
en effet, il est impossible que les deux cartes soient un valet et un dix, et en méme temps, deux personnages.
Al'aide des ensembles A, B et C, on a

F=CnAetG= ANC UA
——
si les deux sont rouges,

on a au plus un person-

nage

Exercice 2
Notons P I'ensemble des éleves parlant portugais, C ceux parlant chinois, et R ceux parlant russe. Notons A
I’ensemble des éleves ne parlant aucunes des trois langues. Alors A désigne I’ensemble des éléves parlant au

moins une langue. Ainsi
A=PUCUR

Par la formule du crible de Poincaré, on a
card(A) = card(P) + card(C) + card(R) — card(P N C)— card(P N R) — card(RN C) + card(P N CNR)

soit, d’apres I'énoncé

cardA)=8+15+9—5—2—4+2=23

Il'y adonc 40—23 = 17 éleves ne parlant aucune langue.

Exercice 3
1. Les combinaisons de 3 éléments sont les sous-ensembles de E composés de 3 éléments.Ilyena4:

{1,2;3}, {1;,2;4}, {1;3;4}, {2;3;4}

2. Les arrangements de 3 éléments sont les listes ordonnées de E composés de 3 éléments. llyena24:
(1;2;3),(1;3;2),(2;1;3),(2;3;1),(3; 1;2),(3; 2; 1)
(1,2;4),(1,4;2),(2;1;4),(2;4,1),(4,1;,2),(4,2;1)
(1;3;4),(1;4;3),(3;1;4),(3;4;1),(4; 1;3),(4;3; 1)
(2:3;4),(2,4;3),(3;2;4),(3;4,2),(4;2;3),(4;3;2)

Exercice 4
Pour composer un menu, il faut choisir une entrée parmi les 3, un plat parmi les 2 et un dessert parmi les 4. 11

y adonc
3 2 4 .
. X ) X 1= 3 x 2 x4 =24 menus possibles.
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Exercice 5

GLACE est composé de 5 lettres distinctes. Il faut placer 5 lettres distinctes a 5 places : il s’agit donc d'une
permutation de 'ensemble des lettres {G,,A, C,E}. Il y a donc 5! = 120 anagrammes possibles.

Pour le mot ELEVE, il y a 3 lettres E et 2 autres lettres. On place d’abord les 3 lettres sur 5 places possibles. Il
reste alors 2 lettres a poser dans les 2 places restantes. Cela donne donc

5
(3) x 2 =20 anagrammes possibles.

Exercice 6

1. llya (220) tirages possibles, mais pas (220) résultats possibles. En effet, on compte dans ce dénombrement
plusieurs fois le tirage “(rouge,rouge)” par exemple.

11y a en réalité 6 résultats possibles : (noire, noire), (noire, rouge), (noire, verte), (rouge, verte), (rouge, rouge)
et (verte, verte).

2. Ontire deux chaussettes. Pour avoir deux chaussettes vertes, il faut donc choisir les deux chaussettes vertes
parmi les 4 présentes dans le sac : il y a donc (;) = 6 tirages.

Pour avoir deux chaussettes rouges, il faut tirer deux chaussettes rouges parmi les 6 chaussettes rouges : il y a
donc (3) = 15 tirages.

Enfin, pour avoir deux chaussettes noires, il y a de la méme maniere (120) =45 tirages.

Il'y a donc au total 6+ 15445 = 66 tirages amenant deux chaussettes de la méme couleur.

Exercice 7

Dans cet exercice, tout dépend si on tient compte de I'ordre des chaises, ou non.

e Sinon:

Dans le premier cas, on dispose de 7 personnes a placer sur 3 chaises. Il faut donc choisir 3 personnes pour les
3 chaises, soit (;) =35 placements possibles.

Dans le deuxiéme cas, on place trois personnes sur les 7 sur les chaises, et 2 personnes parmi les 4 restants,

soit
7 4
X =210 placements.
3 2
* Sioui:

Dans le premier cas, il y a 7 possibilités pour la premiere chaise, 6 pour la deuxiéme, et 5 pour la troisieme, soit
A37 =7 x6x5=210 placements possibles.

Dans le deuxiéme cas, il y a 7 possibilités pour la premiére chaise, 6 pour la seconde, 5 pour la troisiéme, 4
pour le premier banc et 3 pour le deuxiéme banc. Soit un total de A x A2 =7 x 6 x 5 x 4 x 3= 2520 placements
possibles.

Exercice 8
Dans tous les cas, on utilise la formule du bin6me de Newton avec des réels bien choisis :

n

2" =(1+1)" :zn:(Z)l”—klk :Z(Z)

k=0 k=0
1=1"=((1—x)+x)"= (”)(l—x)"_kxk
k=0 k
n n n
0=(1—-1)"= ( )1"—k(—1)’€— ( )(—1)’“
n n n n
3"=(1+42)"= ( )1"—k2’€_ ( )2’C
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Exercice 9

1. On tire au hasard, successivement et sans remise 2 boules. Puisqu’on tire successivement, I'ordre a son
importance. Ainsi, I'univers de cette expérience est (en notant “B;” pour “boule rouge au premier tirage”, ...) :

= {(Rl! R2)r(R1)V2)r (VI»RZ)r (VI)V2)r(R1rB2)! (Bl! R2)r(B1vB2)! (Vl! BZ)! (BI)V2)}

2. (a) Notons Al'événement “obtenir au moins une boule rouge”. Alors A représente I’événement “ne pas
obtenir de boule rouge”. Ainsi

A= {(Vlrvz)»(vl’ Bz)y (BI’VZ)v (Bp Bz)}

et donc
PQA) =P(V;,V,)+P(V;,B,) +P(B,,V,)+P(B;, B )—32+34+43+43—42— !
TR bo2 b2 P77 98798 98 98 72 12
Ainsi, PA)=1—-PA)= 3.
(b) Notons C I'événement “obtenir deux boules de la méme couleur’. Alors
C= {(thz):(Blsz)»(Rl,Rz)}

et donc
3 2 43 21 20 5
P(C)=P(V;,V,)+P(B;,By) +P(Ry,R,) = 5 X 5 + 55 + 55 = 7—2 = 1_8
(c) Enfin, notons D I'événement “obtenir une boule rouge et une boule verte”. Alors
D ={(R,,V),(V1,Rz)}
et donc
23 32 12 1
9898 72 6
3. Dans le cas ou le tirage est simultanée, I'ordre n'a pas d’importance. Ainsi, I'univers est (ot R désigne
I'événement “obtenir une boule rouge”)

2={[R,R),(R,V),(R,B),(B,B),(B,V),(V,V}}

En gardant les méme notations : B
A={(V,V),(V,B),(B,B)}
() . .
Remarquons alors que P(V,V) = ﬁ car on choisit deux boules vertes parmi les 3 boules vertes, sans ordre.
2

Donc P(V,V)= L En raisonnant de méme, on a

12
3\(4 4

P(K)=$+(1)9(1)+%=i+1_2+1

() () 12 366

21 7

36 12

B
0700 TASTAE AL

B iz

et

4. Dans le cas ol on tire avec remise, l'univers est le méme que sans remise :
Q= {(Rl, RZ)» (RI»VZ)» (Vl» RZ)’ (VI»VZ)» (RI) BZ)’ (Bly RZ)» (BI’BZ)! (Vl’ BZ)’ (BI)VZ)}

Seules changent les probabilités, car on est avec remise :

P(R) = P(Vi, V,)+ P(Vi, By) + P(By, Vo) 4 P(By, By) = o om b 2o = o
=P(V},V, 1 B2 L V2 22799 "99 '99 99 81
et donc P(A) = %
_29

P(C) = P(Vy,V5) + B(By, B,) + B(Ry, Ry) = o x > 4 22 1 22
= » y , = — X — - —
v b PR = 99T 99 99 81

23 32 12 4
PD)=cc+sc==—
99 99 8l 27
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Exercice 10

1. L'univers est constitué de tous les sous-ensembles (I'ordre ne compte pas) possibles de trois cartes (par
exemple, {roi de coeur, 7 de pique, 9 de carreau}). On choisit 3 cartes simultanément parmi 32 cartes, ily a
donc

32
card(Q) = ( 3 ) =4960 tirages possibles.

2. On peut choisir 3 cartes 7, 3 cartes 8, ..., ou 3 as. Pour chacun de ces 8 choix, nous avons (g) possibilités. Il y
adonc

4
8 X (3) =32 tirages possibles.

nb de hauteur
3 cartes dans cette hauteur
Dong, la probabilité de I'événement A : “obtenir trois cartes de la méme hauteur” est
32 1
PA)=——=—
4960 155

3. On veut exactement 2 cartes de la méme couleur. On veut donc soit exactement 2 piques, 2 trefles, 2
carreaux ou 2 coeurs.
Pour chacune de ces couleurs, il faut donc choisir 2 cartes de la méme couleur, et la troisieme d’'une couleur
différente. Donc pour chacune de ces 4 couleurs, on a

8 24
X =672
2 1
~—~— ——
2 de méme couleurs 1 autre couleur

Donc la probabilité de I'événement B : “obtenir exactement 2 cartes de la méme couleur” vaut

_ax(3)x(3) 2688 84

(B) = =0
4960 4960 155
4. Lévénement C : “obtenir 2 ou 3 cartes de méme couleur” peut s’écrire
C=BuUD

avec D : “obtenir 3 cartes de la méme couleur”.
Par le méme raisonnement qu’'en 2., on a

oo (3]

nb de couleur

~—~—
IP’(D) — 3 cartes de méme couleur _ 32 _ i
4960 4960 155
Puisque C=BUD et que B et D sont incompatibles, on a

84 1 8 17
P(C)=P(B)+P(D)=——+ —— ==
155 155 155 31

5. Notons E I'événement “avoir au moins un coeur ou un roi”. Alors I’événement contraire E est]’événement
“n’avoir aucun coeur et aucun roi”. Il y a 32 cartes, dont 32 —8 —3 =21 cartes sans coeur ni roi (attention au roi
de coeur!). Ainsi, il faut choisir, pour E dans coeur parmi ces 21 cartes. Donc

21

_ 1330

P(E)— (5) _ 1330

4960 4960

Et donc

1330 3630
PE)=1—-—=——
4960 4960
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Exercice 11

Pour simplifier, on note de 1 a 365 les jours, et on considere que tous les jours ont la méme probabilité
d’apparaitre. On note Al'événement “au moins deux éléves sont nés le méme jour”. On va déterminer P(A). A
est donc I'événement “les éléves sont tous nés des jours différents”.

Lunivers €2 qui nous intéresse est constitué de ’ensemble des 25 jours de naissances des éléves. On a

card(Q) = 365%°
Lévénement A est constitué des listes de 25 jours deux a deux distincts. Par définition,

) _ A25
card(A) =A%,

Donc, par équiprobabilité :

"~ 36525

On trouve P(A) = 1—P(A) ~ 0,568699704.

Remarque

Ce résultat est appelé paradoxe des anniversaires. A partir de 23 éléves, la probabilité qu’au moins deux
éléves soient nés le méme jour est supérieure a %, ce qui est contre l'intuition. A partir de 57 éleves, cette
probabilité est supérieure a 0, 99.

Exercice 12

Pour tout i € [1; 1], on note A; I'événement “on tire une boule blanche et une boule noire au i”¢ lancer”. On
note E la probabilité recherchée. D’apres la formule des probabilités composées

P(E)=P(A, )IF’A1 (Az)]P’AmA2 (A3) Tt ]P’Am---nA,H (An)
Au tirage i < n, il reste 2n —2i boules, n —i blanches, et n —i noires. Ainsi, par équiprobabilité des tirages

()x () m=idm—i) _ 2An—in—i) _  n—i

(2r2h) - Ln=20Cn=2itl) ©p(p—i)2n—2i—1) 2n—2i—1

IPAlﬁ---Ai_l A=

Ainsi,
n

n—i n!
P(E)ZHZn—Zl’—l T 2n—1)2n—3)--1

i=1

ce qui s’écrit
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Chapitre

Matrices

Résumé

On introduit la notion de matrices, qui nous servira plus tard dans I'année. On voit également le lien avec
les systemes linéaires. On étudiera enfin la méthode de Gauss-Jordan pour Uinversibilité d'une matrice.

« Il'y a des temps pour toutes choses; et les temps sont les matrices de toutes
choses. 1Is ne suivent donc pas une seule voie, mais empruntent des milliers de
chemins. »

Paracelse (1493 - 1541)
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Chapitre 10 : Matrices

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(D Savoir calculer avec les matrices (sommes, produits, tranSPOSES) . . ... ...veeenenenenenenenenenennnns O
@ Connaitre définition et propriétés des matrices inversibles....................cooiiiiiiiini m|
(® Savoir déterminer le rang d’Une MatTICe. . . ... c. vt tnt ittt e e iaeaeaes m|
(® Savoir faire le lien entre systéme et matrice assOCi€e ............vuvirinininin it iiieenenenanen m|

® Savoir déterminer la puissance n'*™¢ d’'une matrice...

e par récurrence, en conjecturant 'allure générale ..., m|
e parlaformule dubindme de Newton....... ..ottt i m|
¢ par diagonalisation, lorsque celle-ciestdonnée..................coiiiiiiiiiiiiiiiii ... |
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. Matrices

1. Définition

Définition 10.1.

Soient n et p deux entiers non nuls. On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients réels un
tableau rectangulaire de nombres réels comportant n lignes et p colonnes.

() Joime

——
p colonnes

En général, lorsque A est une matrice a n lignes et p colonnes, le coefficient situé a 'intersection de la
itme ligne et de la jéme colonne se note a; ;. On écrit alors

alvl al'z .o al'j “ee al’p
az'l az'z e az'j “ee az’p

A=| ~ ) ’ ’ ouA=(a; )i<i<n
iy Qip ... Qi ... Qi i<
an1  Ap2 Ay, j An,p

Notation
Lensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients réels est noté 91, ,(R).

Définition 10.2.

¢ On appelle matrice ligne ( R ) un élément de 91, ,(R).

* On appelle matrice colonne | . | un élément de 9, ;(R).

* On appelle matrice nulle de 9, ,(R), notée 0,,, (ou 0 quand il n’y a pas d’ambiguité), la matrice
de M, ,(R) dont tous les coefficients sont nuls.

2. Lalgébre des matrices

a. Addition de matrices
Définition 10.3.

SoientA=(a; j)i<i<n €t B=(b; j)i<i<n deux matrices de M, ,(R). On appelle somme de la matrice A et de
1<j<p 1<j<p
la matrice B la matrice de M, ,(R), notée A+ B définie par

A+B=(ci,j)11§i_i” ouVie [[l,l’l]], Y ] € [[l,pﬂ, Ci,j =ai,j+b,~'j
<j<p

Exemple 10.1
1 2 0 1 3
SiA=| 2 —1 JetB=| —-1 1 |,alorsA+B=|1 0
1 0 2 1 3 1

b. Multiplication par un réel
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Définition 10.4.

Soient A= (a; j)i<i<n une matrice de 91, ,(R) et A un nombre réel. On appelle produit de la matrice A
Isi

<j<

par le réel A la matrice de 911, ,(R), notée AA, définie par
)\-A:(Ci,j)léi_én Oflv ie [[1, n]], V ] E [[1, p]], Ci,j = )\'ai,j

1<j<p
Exemple 10.2
1 2 2 4
SiA=| 2 —1 Jalors2A={ 4 —2
1 0 2 0

¢. Premieres propriétés

Propriété 10.1.
Soient A, B et C trois éléments de 2, ,(R), et A, deux nombres réels.
¢ A+B=B+A (commutativité de ’addition).
¢ 0+A=A+0=A (0 estle neutre de 'addition)
¢ A+(—A)=(-A)+A=A—A=0 (—Aest'opposé de la matrice A.)
e (A+uwA=2AA+pA MA+B)=2AA+AB et A(uA) = (Au)A = ApA (distributivités)

Remarque

Les différentes propriétés précédentes font de I'ensemble 90,, ,(R), muni de I'addition et la multiplication
par un réel, un espace vectoriel. Nous y reviendrons plus tard dans I'année.

Remarque

On peut manipuler, pour ces opérations, ainsi les matrices comme les nombres réels. Par exemple,
I'équation X +A = B d’'inconnue la matrice X, admet comme unique solution X = B—A. De méme,
I'équation 2X =A d’inconnue la matrice X admet comme unique solution X = %A.

d. Produit matriciel
Définition 10.5.

SoientA=(a; j)i<i<n une matrice 90, ,(R) et B=(b; ;)1<i<p une matrice M, ,,(R). On appelle produit de
Isjsp 1<j<m

la matrice A par la matrice B la matrice de 9t,, ,,(R), notée A x B ou AB, définie par

p
ABZ(Ciyj)llfifn Otlv ie [[l,n]], V ] (S [[1, m]], Ci,j = aivlblyj +a,~_2b2,j+~~+ai,pbp,j =Za,’,kbk,j
<j<m
k=1

Par exemple :

-
an alg anby+apby  ay b+ an by,
A1 b+ Gy by Ay b1+ A by

az; A

Remarque

/\ ¢ Pour multiplier deux matrices, il faut qu’elles soient compatibles : lorsque I'on calcule AB il faut
que le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.
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/\ e« Lamultiplication des matrices n’est pas commutative : en général, AB # BA. Par exemple

(o o) )05 o) =0 o)lo o) )

/\  Contrairement a ce qui se passe dans R, on peut avoir AB = 0 sans pour autant que A et B soient

nuls. Par exemple
1 0\(O 0} (0 O
0 oJi1r 1/7{0 o0

On dit que 97, ,(R) n’est pas intégre.

Exemple 10.3
1 0 1 0
SoientA=| 1 1 |etB= ( ) Alors
_1 2 -1 1

Propriété 10.2.

Soient A, B, C trois matrices (que I'on considére compatibles pour les multiplications envisagées), et A un
réel.

¢ A(BC)=(AB)C =ABC (associativité de la multiplication)

¢ (MA)B=A(AB)=AAB

¢ ](A+B)C=AC+BC et C(A+B)=CA+CB (distributivités)

| 5 Exercice 1. |

e. Transposition

Définition 10.6.

Soit A= (a;,;)i1<i<n une matrice M, ,(R). On appelle transposée de la matrice A la matrice de M, ,(R),
1<j<p

notée ‘A ouAT, définie par
tA:(Ci,j)lgigp ouVie [[l,p]], Y ] (S [[1, n]], Ci,j = aj,i
1<j<n
Ainsi, la matrice ‘A est la matrice obtenue a partir de A par symétrie, en échangeant les lignes et les
colonnes.

Exemple 10.4
1 2

SiA=| —1 -3 |, alors tAz(; :El,) 2)
0 4

Propriété 10.3.
Soient A et B deux matrices (que I'on considére compatibles pour les multiplications envisagées) et A un
réel.

e "(A+B)="'A+'Bet ‘(MA)=A'A.

e (TA)=Aet '(AB)= 'B’A.

II. Matrices carrées
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1. Définitions

a. Matrices carrées
Définition 10.7.

Une matrice carrée d’ordre 7 est une matrice a n lignes et a n colonnes. On notera 91, (R) 'ensemble
des matrices carrées d’ordre n, plutét que i, ,(R). De méme, on notera 0,, la matrice nulle de 9t,(R).

Exemple 10.5

. 1 2 . NPT
La matrice ( 1 -3 ) est une matrice carrée d’ordre 2.

Définition 10.8.

SiA=(a; j)i<i<n estune matrice carrée, on appelle diagonale de Ales coefficients (a; ;)1<i<n-
1<j<n

Exemple 10.6
Dans I'exemple précédent, la diagonale est (1,—3).

b. Matrices diagonales et triangulaires

Définition 10.9.

* Une matrice diagonale d’ordre n est une matrice carrée d’ordre n ou tous les coefficients sont
nuls sauf éventuellement ceux de la diagonale :

a 0o ... 0
0 0

: : 5 0
0 ... 0 a,,
¢ La matrice identité de 9t,(R), notée [,,, est la matrice diagonale avec des 1 sur la diagonale :

1 0 ... 0

I,= 0

S

0 ... 0 1

* Une matrice triangulaire supérieure (a; ;) est une matrice telle que
v iE[[l,n]],VjE[[l,n]],i>j — a,‘yj=0

Ainsi, elle est de la forme
a, aye ... Qipl ai,n

0 azyz

0

anfl,nfl anfl,n

0 ... 0 0 pn

* Une matrice triangulaire inférieure (a; ;) est une matrice telle que

Vie[l,n],Vje[l,n],i<j= a;;=0 [‘j
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Ainsi, elle est de la forme

7 U/ P R/

Remarque

La matrice identité I,, est neutre pour la multiplication : quelle que soit la matrice A de 2J1,,(R), on a
AL, =1,A=A

¢. Matrices symétriques

Définition 10.10.

SoitA=(a; j)i1<i<n Une matrice carrée.
1<j<n

¢ Aest dite symétrique si
V(i )Ll a;=ay;
Ainsi, une matrice est symétrique si et seulement si ‘A=A.
* Aest dite antisymétrique si ‘A=—A.
On note %, (K) I'ensemble des matrices d’ordre n symétriques, et .o/, (K) I'ensemble des matrices d’ordre
n antisymétiques.

Exemple 10.7

. 1 2 P
La matrice A= 5 3 est symeétrique.

2. Puissances d'une matrice carrée
a. Définition de la puissance d'une matrice

Si A et B sont deux matrices de 91,,(R), on peut alors calculer AB et BA (elles sont compatibles) et le produit est
encore dans 9, (R). On peut alors définir la puissance n'®™¢ d'une matrice.

Définition 10.11.

Soit A une matrice carrée d’ordre 7. Soit k un entier. On définit A* de la maniére suivante :
e Sik=0,A"=1,.
e Sik>0AF=AxAx---xA.
k fois

Propriété 10.4.
Par définition, pour tout matrice A€ 9,(R), et pour tous entiers p et g, AP x A7 =AP*9,

Remarque
SiA et B sont deux matrices carrées d’ordre n diagonales, alors le produit AB est facile & calculer; en effet,
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aa 0o ... 0 ( bl,l 0 ... 0
. 0 IR : oo :
SiA= etB= , alors

0 0 an.n \ 0 0 bn,n

: . . 0
0 eo 0 an,xby,

a, 0 .. 0

. . . 0 oo : .
Ainsi, si A est une matrice diagonale A= , alors pour tout entier p, on a

b. Formule du bindbme de Newton

Attention
Puisque la multiplication des matrices n’est pas commutative, on n’a pas (AB)* =A*BF. En effet, (AB)* =
(AB)(AB)---(AB) et il faut que AB = BA pour pouvoir obtenir A*BF.

Cela arrive cependant dans certains cas, ce qui permet de simplifier certains calculs :

Définition 10.12.

Soient A et B deux matrices de 21,(R). On dit que A et B commutent si AB = BA.

Exemple 10.8
La matrice I,, commutent avec toutes les matrices de 91, (R). En effet, Al,, =1,A=A.

Théoréeme 10.5. Formule du bin6me de Newton
Soient deux matrices A et B de 90t,,(R) qui commutent. Alors, pour tout entier 7, on a

(A+ B)n — Zn: (Z)Aan—k

k=0

Lutilité principale de la formule du bin6me des matrices est de pouvoir calculer la puissance de certaines
matrices de maniere « rapide ».

c. Méthodes de calculs

Méthode (Calcul de puissance avec la formule du binome)

|
|
: Pour calculer A”, on peut parfois utiliser la formule du bin6me de Newton, en décomposant A sous la
1 formel, + B avec B une matrice dont les puissances sont faciles a calculer.
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Exemple 10.9
1 0 1

SoitA=| 0 1 0 |.Calculer A” pour tout entier n.
0 0 1

Solution

On constate que A=15+ B avec

B=

o o O
o O O

1
0
0

et B2 =0. Puisque I; et B commutent (car I; commute avec toutes les matrices), on en déduit que, pour
tout entier n =2

& n n n n n
’ ; k) e 0 1 2 n

=0

Ainsi, pour tout entier n = 2,

—

A"=I+nB=

(e}
o = O
— o 3

résultat qui est également vrai pour n =0etn=1.

I'& Exercice 4.

Méthode (Calcul de puissance par récurrence)

|
|
: Pour calculer A?, on peut également essayer de calculer les premiéres puissances, puis en déduire le
| résultat par récurrence sur p.

Exemple 10.10

SoitA= ( (1) i ) Calculer A" pour tout entier 7.

Solution
On constate que

11 12 13
0__ 1_ 2 _ 3 _

Soit alors P, la proposition définie pour tout entier n par

que I'on démontre par récurrence sur 7 :

1
0
e Hérédité : supposons que la proposition P, est vraie pour un certain entier n fixé. Montrons alors

1 n 1 1 1 n+1
n+l _ An _ —
AT A XA\_,/(O 1)(0 1)‘(0 1 )

par H.R.

0
* Initialisation : puisque A’ =1, = ( 1 ), P, est vraie.

Pn+1 :

La proposition P,,,; est donc vraie.
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On a ainsi démontré par récurrence que

1
Vn>o, A":(O ’ll)

| 5 Exercices 2 et 3. |

lll. Matrices inversibles

1. Définition
Définition 10.13.

Soit A une matrice carrée d’ordre 7. On dit que A est inversible s’il existe une matrice B de 9t,,(R) vérifiant
AB=BA=1,

Dans ce cas, B est appelée matrice inverse de A, et est notée B =A"L

Notation
On note GL,(R) '’ensemble des matrices carrée d’ordre n inversibles.

Exemple 10.11

La matrice ( ; 21,’ ) est inversible. En effet,
Lo1y(3 —1)_(3 -1)(1 1)_,
2 3)\—=2 1) \—=2 1 2 3) 72
Remarque

La matrice I, est inversible et ! =1,,. En effet, 1,1, =1,1, =1,,.

2. Propriétés

Propriété 10.6.

Soient A et B deux matrices carrées de 91,(R).
e SiAeGL,(R), alorsA™!' € GL,(R) et (A™!)™! =A.
¢ SiAet B sontinversibles, alors AB est également inversible, et on a (ABy '=BAL,

Démonstration

Pour le premier point, on a en effet A”'A=AA"! =1,, donc A™! est inversible et son inverse est A.
Pour le second point, on aAB(B!A™!) =Al, A =AA"! =1, et (B"'A"1)AB=B"'I,B=B"'B=1,,. Donc AB
est inversible et son inverse est B'A™1.

Pour démontrer qu'une matrice n’est pas inversible, on peut utiliser le théoréme suivant :

Théoreme 10.7.

Soit A€ 9, (R) une matrice non nulle. S’il existe une matrice B € 9t,,(R) non nulle telle que AB=0,, alors
An’est pas inversible.

Démonstration
Faisons un raisonnement par I’absurde, et supposons que A soit inversible, d’inverse A™!. Alors

AB=0,=>A"'(AB)=0,=>B=0,
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ce qui est absurde, puisque B n’est pas nulle.

Remarque
SiAet B sont toutes les deux non nulles, telles que AB =0,, alors ni A ni B ne sont inversibles.

3. Regles de calcul

Propriété 10.8.

Soient A et B deux matrices de 91,(R), et C € GL,(R). Alors
AC=B<A=BC! CA=B<=A=C"'B
AC=BC<A=B CA=CB<A=B

A\ | Attention
Cela n’est valable que si C est inversible! Ce n’est pas forcément vrai si C n’est pas inversible. Par exemple,

. 1 3 1 —4 1 1
51A—(_1 1),B—(_1 2),etC—(0 O),onaAC—BCetpourtantA7éB.

Pour démontrer qu'une matrice est inversible, il est suffisant de démontrer qu’elle est inversible d'un seul
coté:

Théoreme 10.9.

¢ SoitAe M, (R). S’il existe une matrice B € M,,(R) telle que AB =1,,, alors A est inversible, d'inverse
B.

¢ SoitAe M, (R). S’il existe une matrice B € M,,(R) telle que BA=1,,, alors A est inversible, d'inverse
B.

Ainsi, il n’est pas nécessaire de vérifier AB=1,, ET BA=I,,. Seul un des sens est nécessaire.

Meéthode

i
|
: Pour montrer qu'une matrice A est inversible, on peut chercher une matrice B telle que AB =1,,. On pourra
i conclure que A est inversible, et que A™' =B.

Exemple 10.12
. 11 . [0 —1
SoitA= ( 0 1 ) On note également B= ( 0 0 )

1. Calculer A(I, + B).
2. En déduire que A est inversible, et calculer AL

Solution
1. On constate que

won-(3 18 7)-( 9

c s . . _ 1 -1
2. D’apres ce qui précéde, A est inversible, etA~! =1, +B = ( 0 )

IS Exercices 5, 6 et 7.

4. Ensemble GL,(R)

Linverse d'une matrice de 91,(R) est facile a obtenir :
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Théoréme 10.10.

SoitA= ( Z Z ) € M, (R). Alors A est inversible si et seulement si ad — b ¢ # 0. On a alors

1 d —b
Al=———
ad—bc(—c a )

Le réel ad — b c est appelé déterminant de la matrice A et est noté det(A).

Démonstration

NotonsAz(Z Z)eth( dc _ab ).On suppose que A# 0 et donc B # 0. Alors

ad—Dbc 0
ABz( 0 ad_bc):(ad—bc)lz

e Siad—bc =0, alors AB = 0,. Puisque B # 0, d’aprés un résultat précédent, A ne peut pas étre
inversible.
e Siad—bc #0, alors Ax (ﬁB) =1,. D’apreés un résultat précédent, A est donc inversible, et

1 1 d —b
A= B=
ad—bc ad—bc(—c a )

Exemple 10.13

. 1 2 . . . . .
Montrer que la matrice A= ( 11 ) etinversible et déterminer son inverse.

Solution

Son déterminant vaut det(A) = 1—2 =—1. Il est non nul, donc A est inversible et son inverse est
1 1 -2 -1 2
-1_ - —

IV. Systémes linéaires et matrices

1. Ecriture matricielle d"un systéeme linéaire

Exemple 10.14
On s’intéresse au systéme

2x — 3y + z =1
(S) x + y - 2z =
-x — 2y + z = -1
2 -3 1 X 1
Notons alorsA=| 1 1 -2 |,X=|y |etY=| 2 |.Onaalors
-1 -2 1 z -1
S e=AX=Y

La matrice A est appelée matrice associée au systeme (S). Résoudre le systeme (S), c’est donc trouver le
vecteur colonne X.
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Définition 10.14. Matrice associée a un systéme
Soit (S) un systeme n x p de la forme

anx, + apx, + -+ aipXp = bl

amx; + apX; + 0+ apgyXx, = by

On appelle matrice associée a (S) la matrice

ap  ap arp
A= :
ap1  Qp2 Anp
X1 b,
Le systeme (S) s'écrit alorsAX =Y, avecX=| : |etY=|[ :
Xn by,

2. Inverse d'une matrice et systeme

Théoréme 10.11.

Soit A€ M, (R). Soit B €M, ;(R) une matrice colonne. Le systéme (S) AX =B admet une unique solution
si, et seulement si, la matrice A est inversible.
Dans ce cas, X =A"!B.

Remarque

Ainsi, pour résoudre un systeme (S), on peut introduire la matrice associée et résoudre une équation
matricielle AX = B. Cela permet en général de simplifier les notations.

I'& Exercice 11.

Conséquence 10.12. ’

Une matrice triangulaire supérieure A est inversible si et seulement si tous les termes de la diagonale
sont non nuls.

Démonstration
En effet, un systéme triangulaire est de Cramer si et seulement si tous ses pivots sont non nuls.

Méthode

Pour montrer qu’'une matrice A est, ou n’est pas inversible, sans calculer son inverse, on résout matri-
ciellement I'’équation AX = 0 en appliquant la méthode du pivot de Gauss. Si on obtient une diagonale
sans terme nul, la matrice sera inversible. On peut simplifier les écritures en écrivant (A|0) pour ne pas
s’encombrer des inconnues.

Exemple 10.15

1 2 0 1 7 2
Montrer que lamatriceA=| 2 1 0 |n’estpasinversible. Montrer que la matriceB=( 2 4 1
01 0 -1 1 0

est inversible.
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Solution
On résout :
1 2 0/0 1 2 0]0 ligne pivot 1 2 0]0
21 00 |~ 0 =3 0]0 Ly—L,—-2L; ~[ 0 =3 0|0 ligne pivot
01 0|0 0 1 0|0 0 0 0|0 ) Ly—3Ls+L,
Puisqu’'un des termes sur la diagonale est nul, la matrice A n’est pas inversible.
Pour B
1 7 2|0 1 7 210 1 7 210
4 1({0 |~ 0 =10 =30 |~ O =10 3|0
-1 1 0|0 0 8 210 0O 0 —4]0

Les termes sur la diagonale étant non nuls, la matrice B est bien inversible.

Meéthode
Pour déterminer I'inverse d'une matrice, on peut utiliser la méthode du pivot de Gauss, mais en simplifiant
les écritures. On écrit (M|I,,) et on cherche a remplacer, par des opérations sur les lignes, M parI,,. Ala
place dul, de départ, on aura alors M.

Exemple 10.16

-3 5 6
Déterminer I'inversede [ —1 2 2
1 -1 -1
Solution
Ona:
-3 5 6 |1 0 O 1 -1 —-1|]0 0 1
-1 2 210 1 0 |~ -1 2 210 1 0 |Lje—Lsg
1 -1 —-1({0 0 1 -3 5 6 |1 0 O
1 -1 —-1|/0 0 1
0 2 3|1 0 3 ) Ly—L;+3L,
1 -1 —-1{0 0 1
~( 0 1 1 0 1 1
0 1 1 -2 1 L3 <—L3—2L2
1 -1 —-1|0 0 1
~ 01 o|-1 3 0| L—L,—Lsg
0 O 1 1 -2 1
1 0 O O 1 2 L1<—L1+L2+L3
~f 01 0|—-1 3 O
0 0 1 1 -2 1
-3 5 6
Ainsi, | -1 2 2 | estinversible, et son inverse est
1 -1 -1
0 1 2
-1 3 0
1 -2 1

= Exercices 8, 9et 10.
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REFERENCE HISTORIQUE

Cette méthode de détermination de 'inverse d'une matrice est appelée réduction de Gauss-Jordan, en
hommage a Carl Friedrich Gauss et Wilhelm Jordan, mais était connue des Chinois au 1" siecle de notre
ére, sous le nom Fang cheng dans Les Neuf Chapitres sur l'art mathématique.

Définition 10.15.

On appelle rang d’'une matrice A, et on note rg(A) le rang du systéme associée AX = 0, ou X représente le
vecteur colonne des inconnues, c’est-a-dire le nombre de lignes non nulles apres réduction de Gauss-
Jordan.

Propriété 10.13.
On dispose des propriétés suivantes :

¢ 1g(A)=0si et seulement si la la matrice est nulle.
¢ rg(A) =1 si et seulement si toutes les colonnes de A sont colinéaires.
* Sila matrice A est carrée d’ordre n, rg(A) = n si et seulement si la matrice est inversible.
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Exercices

Matrices
Exercices
Calcul matriciel
000 Exercice 1 Produt matriciel (10 min.)
Calculer les produits suivants :
) -2 0
-2 3 0 1 -1 1 1 3\[-1 3
A=(2 1 0)} 2 B:(l 1 2 —1) 1 -2 Cz(z 4)(—2 4)
3 -1 -3

Puissances

@00 Exercice 2 Puissances et récurrence (20 min.)
Dans chacun des cas suivants, calculer A” pour tout entier naturel n.

0 -1
a2 )

1 01
2.B=10 0 0

1 01

| Méthode
: Pour déterminer A", on peut chercher une périodicité des puissances, c’est-a-dire un entier p tel que
1 AP =AoulA’=I,.

o000 Exercice 3 Puissances et nilpotence (15 min.)

1 11
SoitA=| 0 1 1
0 01

1. Montrer que A peut s’écrire sous la forme I3 +] ot ] est une matrice a déterminer.
2. Calculer J? et J3. En déduire I'expression pour tout entier 7 de A” en fonction de I3,] et 7.

@000 Exercice4 Puissances et bindbme de Newton (15 min.)

1 3 3 1 1 1
SoientA=|3 1 3 J,et]J=(1 1 1
3 31 1 1 1

1. Exprimer A sous la forme al; + pJ, ou1 a et p sont deux réels.
2. En déduire I'expression de A” pour tout entier 7.

Inversibilité

o000 Exercice 5 Inversibilité et polyndme annulateur (10 min.)

2 1 -1
SoitA=| 2 0 1
02 0
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1. Calculer A? et A3.
2. En déduire —A3 + 2A% + 4A—81.
3. Montrer que A est inversible et calculer son inverse.

000 Exercice 6 Inversibilité et polynéme annulateur Il (10 min.)
Soit A la matrice de 9t;(R) définie par

4 1 1
A=|1 4 1
1 1 4
Calculer A% et montrer qu'il existe deux réels o et p tels que A2 = aA+ BI;. En déduire que la matrice A est

inversible et calculer A™!.

000 Exercice 7 Inversibilité et polyndme annulateur Ill (15 min.)

1 1 -2
SoitA=| -1 -1 2
-2 -2 0

Calculer A? puis A3

En déduire que A n’est pas inversible.

Calculer (I3 —A)(I; +A+A?). En déduire que I; —A est inversible, et déterminer son inverse.
De la méme maniere, montrer que I3 +A est inversible, et déterminer son inverse.

LA\

@00 Exercice 8 Inversibilité par calcul (10 min.)

3 =2 3
SoitA=|1 0 2
0o 0 2

Vérifier que cette matrice est inversible et calculer son inverse.

000 Exercice 9 Inversibilité par calcul Il (20 min.)
Déterminer I'inverse des matrices suivantes :

1o o 0 1 a0
A= -1 1 B= ,a€R
S 4 3 0 0 1 —a
0 0 1
000 Exercice 10 Inversibilité par calcul lll (10 min.)

a 1
Pour quelle(s) valeur(s) de a lamatrice | 1 a 1 |est-elleinversible?
1 1 a

Systémes et matrice

000 Exercice 11 Systéme et matrice (15 min.)
01 1
SoitA=|1 0 1
1 1 0
—1/2 12  1/2
1. Vérifier que la matrice A est inversible d’inverseA~! = 1/2 —-1/2 1/2
1/2  1/2 -1/2
2. Résoudre le systeme linéaire :
yt+z =1
(S) 4 x +z = 2
x+y = 3
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Suites et matrices

Exercice 12 Suites et puissances (20 min.)

01 1
Soit la matriceA=( 1 0 1
1 1 O

1. Vérifier que A> = A+ 2I;. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.

2. Montrer que pour tout 7, il existe deux réels u,, et v,, tels que A” = u,,A+ v, I3. On précisera les relations
de récurrence entre u,,; et u,, et entre v, et v,,.

3. Onpose a, =2u, +v, etp, = u,—v,. Reconnaitre les suites a et p. En déduire 'expression de u,, et v,
en fonction de n, puis A" pour tout 7.

Exercice 13 Suite et matrice -1 (30 min.)
On considere les deux suites réels (u,,) et (v,,) définie par u,, v, et pour tout n,

Up1=6U,—V, et v, =u, +4v,

En introduisant une matrice A bien choisie vérifiant
u u
n+1 =A n
Un+1 Un

. . u u . . . .
démontrer successivement que ( v” ) =A" ( vo ) puis A = 51, +] avec J? = 0. Déterminer alors A", puis
n 0

I'expression de u,, et v,, en fonction de n.

Exercice 14 Suite et matrice -1l (20 min.)
On considere la suite u définie par uy =2, u; =1, u, =—1 et pour tout n,

Upyz=2Upio+ Uy —2Uy,

2 1 -2 1 1 4
On définit les matricesA=| 1 0 0 |etP=|1 -1 2
01 0 1 1 1

1. Montrer que P est inversible et calculer P~!. Que vaut D = P~'AP ? En déduire D".
2. Montrer que pour tout r, D = P~'A"P. En déduire les coefficients de A”.

Upi2
3. Pour tout nn, on pose X,, =| U,y
ul’l
(a) Vérifier que pour tout n, X,,,; =AX,,. En déduire X,, en fonction de A" et de X,,.
(b) Déterminer la valeur de u,, en fonction de n.

Pour aller plus loin

Exercice 15 Exercice ouvert (10 min.)
Trouver toutes les matrices M diagonales d’ordre 3 telles que

M3 +2M2—-M—2=0
Exercice 16 Valeurs propres (15 min.)
3 2

1. Pour quelles valeurs du réel A la matrice A—Al, n'est elle pas inversible ?
2. Déterminer toutes les matrices colonnes X telles que AX = AX lorsque A prend les valeurs trouvées au 1.

Soit Ala matrice A= ( 23 )

Remarque : les . trouvés s’appellent les valeurs propres de la matrice, et les vecteurs colonnes trouvés au 2 les
vecteurs propres associés a chacune des valeurs propres.
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Corrigeés

Matrices

Corrigés des exercices

Exercice 1
Apres calcul, on obtient

0 0 —7 15
A=(4), B:(o 0) ot Cz(—lo 22)

Exercice 2
On calcule les premieres puissances de A et on constate que
A2=—1, A>=—AetA'=1,
Ainsi, A =A, A =—1,--- donc on a une périodicité :
e Sin=4k (keN), alors
A'=A* =Y =1F =1,
e Sin=4k+1 (k€N), alors
An :A4k+l =A4k.A= IZ.AZA
e Sin=4k+2 (keN), alors
A = A2 _ pdk A2 IZ.AZ —A2— -1,
e Sin=4k+3 (keN), alors
A}’l :A4k+3 :A4k.A3 :IZ.AS :A3 :_A

Pour B, on constate que

2 0 2
B2=(0 0 0 |=2B
2 0 2

Puis B3 =B2.B=(2B).B=2B%=4B =231, B* = B3.B = (4B).B = 4B = 8B = 2*"!B. On peut donc supposer que,
pour tout n > 1, B" = 2"71B, que 'on démontre par récurrence.
Soit P,, la proposition définie pour tout entier n > 1 par “B" =2""1B”.
¢ Initialisation : pour n =1, B! =B et 27'B = 2°B = B. Donc P, est vraie.
¢ Hérédité : supposons que la proposition P,, est vraie pour un certain entier n > 1, et montrons P, ;.
Par hypothese de récurrence, B” = 218, Mais alors,
B"!'=B"B_= 2" 'BB=2""'B*=2""2B=2"B=2""""B
~—
HR.
P, est donc vraie.
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout entier n>1:

Vn>1,B"=2""BetB’ =1,
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Exercice 3

o

1. On constate queA=I3+Javec]=| 0

o O -

1
1
0

(=)

2. Onremarque que J% =

o O O
o o O

1
0 | et]®=0;. On va donc utiliser la formule du bin6me de Newton, pour
0

n=3.
I3 et ] commutent, donc pour tout 7 = 3 :

S W DR O
k=0

=05 car J3=03
Ainsi,
n(n—1) n(n+1)
i n(n—1)., 1 n n+=5 1 n 5
Vn>3,A=1.I3+n.I+TI— 0 1 n =10 1 n
0 0 1 0 0 1
Remarquons que cette écrite est valide pour n =0, n =1 et également n =2. Donc:
(n+1)
1 n %
VneN, A"=|0 1 n
0 0 1
Exercice 4
1. On constate que A=3] —2I.
2. Calculons les puissances deJ :
3 3 3
J’=(3 3 3|=3]
3 3 3

Ainsi, par un raisonnement par récurrence, on peut montrer que pour tout n, J* = 3"71J,
Puisque I3 et ] commutent, on peut appliquer la formule du bindme de Newton :

n

Vn>1, A" =(3]—21)" :Z(Z)(gnk(—mg)"—k :Z(Z)?’k]k x (—2)"k

k=0 k=0
OrJ* =317 pour k > 1 donc

V=1, A" =(—2)"1, +Z(Z)3’<3“I x (=2)"F =(—2)"1, +I'Z(Z)32kl(_2)nk
k=1 k=1

Pour calculer la somme, on va se ramener a la formule du bindbme de Newton pour les réels :

2k—1 —(n g_ n—kzl —(n ki n—kzl 9\l _(_o\n n n
12 3%k (—2)" st(m 3Zk9(2) S (0-2"—(=2)")= (7 —(=2)")

k=1 k=1
Bilan : pour tout entier naturel n > 1, A" = (—2)"I, + ~—2], écriture également valable pour n =0.
Exercice 5
1. Apres calculs, on obtient
6 0 —1 12 4 -6
A=|4 4 2| et A’=|16 0 O
4 0 2 8§ 8 —4

2. En calculant, on otient que —A® + 2A? + 4A—8I; = 0.
3. D’apres ce qui préceéde, on peut écrire que —A3 + 2A + 4A = 815. On réécrit :

_p2 _ e L
Ax (=A% +2A+413) =83 <> Ax A+ A+l =1
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Ainsi, A est inversible, et son inverse est

1 1 1
1 1 1 i 1 78
A'=—A’+-A+-I3=| 0 0 3
2 2 4
Exercice 6
Constatons que
18 9 9
A’=| 9 18 9 |=9A—18l,
9 9 18

Ainsi,

1(A2 9A)—A(11 1A)—I
—-18 2 1st)

Dongc, A est inversible, et

Exercice 7
4 4 0

1. Onconstate queA’=| —4 —4 0 |etA3=0;.
0 0 O

2. Puisque A® = 05 on peut écrire A.A> = 05. Par théoréme, A est un diviseur de 0 et ne peut donc pas étre
inversible.
3. On développe (I3 et Acommutent) :

(I3 —A)I3 +A+A%) =1, —A3 =1,

puisque A3 = 0,. Ainsi, en notant B = I; +A+A?, on peut écrire (I; —A)B = I;. Par théoréme, I; —A est donc
inversible, et son inverse est B=1; +A+A?.
4. Par titonnement, on trouve que

(Is +A) (I3 —A+A?) =1, +A3 =1,

Par théoreéme, I +A est également inversible, et son inverse est [; —A+A?,

Remarque
Il existe des identités remarquables assez générales, qui sont celles qu’on utilise ici :

n—1
VneN, a"—b”—(a—b)(u”’l+a"’2b+a”’3b2+---+ab”’2+b"’l)z(a—b)Za"’kbk
k=0

2n
VneN, a® +b*" =(a+b)(a*" —a*"'b+a*"*b*+--—ab®" ' + b*")=(a + b)Z(—l)kaZ"—kbk
k=0

Exercice 8
On applique la méthode du pivot de Gauss :
3 -2 3|1 0 0 3 =2 3|1 00 ligne pivot
1 0 2|01 0 || 0 2 3|/-1 30| L,—3L,—L,
0 0 2|0 0 1 0o 0 2|0 01
On obtient une matrice triangulaire dont les pivots sont tous non nuls; on en déduit que A est inversible. On
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continue la méthode pour obtenir la matrice inverse :

3 =2 3|1 0 0 3 =2 3|1 0 0)L
1 0 2/01 0|0 2 3/-1 3 0]|1L,
0 0 20 0 1 0 0 1[0 0 3 | Lye—3lg
3 =2 3|1 0 0\ L,
<10 2 0]-1 3 -3 | L,—L,—3Ls
0 0 1/0 0 % | L
3 =231 0 0 )L
1 3 3 1
=4 0 1 0 -3 3 Tz L2<—§L2
0 0 1|0 0 3 Ly
3 00/ 0 3 —3)\ L—L;+2L,—3L,
101 0|3 3 =2 |L,
0010 0 3 | L
1 0 0[]0 1 —1)\ LiL,
|01 0]—3 3 -3 L,
0010 0 3 )L
On en déduit que A est inversible et son inverse est
0 1 -1
— 1 3 3
Al=| - 3 -3
0o 0 3

Exercice 9

On utilise la méthode classique : on écrit (A|I5) et on applique les opérations du pivot de Gauss pour écrire
(I5|B). Alors, B=A"".

1 00 1 0 2|1 0 o0)LP
S 3 -1 1{01 0|~ 0 -1 —5/=3 1 0 | Ly—L,—3L,
0 0 1 0 4 7|2 0 1] Ly—Ly+2L,

S)~l 0 -1 =5 | -3 1 0 | LP

Les pivots étant tous non nuls, la matrice est inversible. On applique alors les opérations de la méthode du
pivot de Gauss pour remontrer et obtenir I3 a gauche :

1 o 2|1 o0 o0 1 02| 1 0 o0 1 00l—% & 2
S~ 0 -1 =5/-3 1 0 |~ 01 O0l-3 %5 = |[~010]/-B % 3
o 0o 1| 5 k) oo B -5 =) oot 8 —4
Ainsi, A est inversible, et
= < £ [T 8 2
S 10 —4 -1

Pour la matrice B, elle est déja triangulaire supérieure avec des pivots tous non nuls, elle est donc inversible.
On remonte avec la méthode du pivot de Gauss et on obtient

1 a a*> a
01 a a?

-1 _
B = 0 0 1 a
0 0 O 1
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Exercice 10

On applique la méthode du pivot de Gauss jusqu’a obtenir les pivots. Remarquons ici qu’on ne demande pas
de calculer I'inverse si elle est inversible Ainsi

1 1 1 1 a) Ll 11 a L.P
1 a 1 |~l1 a 1 ~{0 a-1 1—a L, —L,—L;
1 1 a a 1 1] Lye—L,; 0 1-a 1—a? | LyeLi—al,
1 1 a
~|1 0 a—1 1—a L.P

0 0 2—a—a2 LS(_L3+L2
Remarquons que 2—a —a? s’annule si et seulementsia=1oua=—2eta—1sannulesia =1.

Bilan :sia # 1 et a #—2, les pivots sont non nuls et la matrice est donc inversible. Si a =1 ou a =—2, la matrice
n’est pas inversible.

Exercice 11
1. Deux méthodes : on applique la méthode du pivot de Gauss a la matrice A; ou bien (et c’est plus simple
—1/2 1/2 1/2
ici), puisqu’on nous donne la matrice inverse, on vérifie qu’elle convient. Soit C=| 1/2 —-1/2 1/2
1/2  1/2 -1/2
On constate alors que

1 0 0
AxC=[0 1 0
0 0 1
Ainsi, A est inversible, et son inverse estA™! =C.
X 1
2. NotonsX=| y |etB=| 2 [.On constate que le systéme (S) peut s'écrire de maniere équivalente
z 3
(S) AX=B
Puisque A est inversible, ¢’est équivalent 4 X =A"'B. Ainsi, le systéme (S) admet une unique solution :
x=2
X=A"B={y=1
z=0

Le triple (2,1,0) est 'unique solution du systéme.

Exercice 12
2 11
1. OnconstatequeA>=| 1 2 1 |=A+2I;. Ainsi
1 2
5 1
A —A=213<:>A(A—13)=213«:»AX(E(A—IS)):I3

Dongc, A est inversible, et

1 1 1

1 24
Al=s-L)=| 3 5
I .
2 2 2

2. Montrons par récurrence sur n la proposition P,, définie pour tout entier n par P,, : “il existe u,, v, tels que
A" =u,A+v,15"

* Initialisation : pour n = 0, on constate que A’ = I3 = 0A+ 11;. Ainsi, P, est vraie, avec u, =0 et v, =1.

e Hérédité : on suppose que la proposition P,, est vraie pour un certain entier n. Montrons alors que P, ; est
vraie.

Ainsi, par hypotheése de récurrence, il existe u,, et v, tels que A" = u,, A+ v,15. Mais alors

A" = AMA= (1, A+ v, 13)A= U, A2 + v, A= U, (A+215) + v,A= (U, + v,)A+ 21,1,
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Ainsi, A"*! §’écrit bien u,,.,A+ v,,,15, avec
Upi1 = Up + Uy €L V4 =2U,y,

P, est donc vraie;
D’apres le principe de récurrence, P,, est vraie pour tout n : A" s’écrit u,A+ v, 13 avec

Uuy=0, vp,=1,Vn, u,,,=u,+v,etv,,;=2u,
3. Pour tout entier n, on constate que
Qpy1=2Upq + Uy =2(Uy, + V) +2u, =4u, +2v, =20,
[jn+1 SUpp1— Vpp1 = Uy 0, —2Uy =V — Uy z_ﬁn

Ainsi, a est une suite géométrique, de raison 2 et de premier terme o, = 1, et p est une suite géométrique de
raison (—1) et de premier terme 5, =—1. Donc

Vn,a,=2"eth,=—-1)"=(-1)""

Mais alors, puisque

o, + a,—2
un — n f’l’l et Un — n [5”
3 3
on en déduit donc
2n +(_1)n+l 2n_2(_1)n+1
Y n, unzTetvnzT
et donc
2n+ —1 n+1 2n _9(—1 n+1
VneN, A"= 1) A+ ) I3
3 3
Exercice 13

u u 6 -1

Constatons que | _"*' |=A[ °" |avecA= .
Unn1 Un 1 4

2z oy P . . «“ u u ”

Montrons alors par récurrence sur n la proposition définie pour tout entier n par ( U" =A" ( 0 ) .

0 (]
* Hérédité : supposons que la proposition P,, soit vraie pour un certain », et montrons que P,,,; est vraie. On

a montré précédemment que
Up =A Uy
Uny1 Un

Or, par hypothése de récurrence, ( Llj" ) =A" ( ZO ) Donc
n 0

Upt1 =A Uy =A.An Ug :An+1 Ug
Un+1 Up Vo 140)

N - . . u U
D’apreés le principe de récurrence, on a donc montré que pour tout n, ( V" ) =A" ( UO )
n 0

Il nous reste donc a calculer A” pour tout entier n pour pouvoir conclure. Or, on constate que A=5I, +]J avec

e Initialisation : pour n =0, on a bien ( vO ) =A°( VO ) P, est donc vraie.

Ainsi, P, ; est vraie.

1 -1
J= ( ) avec J? =0,. D’apres la formule du binéme de Newton (puisque I, et ] commutent), pour tout

1 -1
n_ C n n—ktk _ n n n n—1 C n n—ktk

A —z(k)(SIZ) ]—(0)5 12+(1>5 J+kz=2:(k)(512) ]
——————

n=2,onadonc
k=0

=0,
Donc

57 5r171 _ 5n71
A"=5”12+n5"1]=( * " )

n5n—l 5n_n5n—l
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égalité également vraie pour n =0 et n = 1. Enfin, puisque pour tout entier 7, ( U" ) =A" ( VO ), on en déduit
n 0

finalement que

VneN, u,=(5"+n5""uy—n5""y et v, =n5""ug+(5"—n5""y,

Exercice 14
1. On applique la méthode du pivot de Gauss tel qu'habituellement :
1 1 4|1 0 O 1 1 4 1 0 0
PlI)~[ 1 =1 2/0 1 0 |~ 0 —2 —2|-1 1 0
1 1 1(0 0 1 0O 0 -3|-1 01
Les termes diagonaux sont tous non nuls, donc la matrice P est inversible, et
1 1 411 0 o0 1 1 4/1 0 0 1 0o0|l-1 1 1
(Pllg)~( 0 =2 —2|-1 1 0 |~ 0 1 0|3 —5 5 |~ 01 0| ¢ —3 3
0 0 1|3 0 —3 00 1[5 0 -1 0013 o -1
1 1
-1 1 -3 3 6
Ainsi, P'=| § -3 § |=3| 1 -3 2
;3 0 —3 2 0 -2
Apres calcul, on obtient alors
1 0 O
D=P'AP=(0 —1 0
0o 0 2
D étant diagonale, on en déduit donc que
1" 0 0 1 0 0
Yn,D"=| 0 (-1)" 0 [=[0 (1" 0
0 0 2" 0 0 2"

2. Montrons par récurrence sur 7 la proposition P,, définie pour tout entier n par P, : “D” =P~!A"P”.
« Initialisation : pour n =0, on a D° =15 et P7'A°P = P~'[;P = P~!P =1;. Donc P, est vraie.
¢ Hérédité : supposons que la proposition P,, est vraie pour un certain entier n, et montrons que P,,,; est
vraie.
On constate que D"™' =D"D = P~!A"PD. Or D=P~!AP. Donc
g
D" =P~'A"P(PT'AP)=P'A" PP 'AP =P 'A"AP = P'A"*'P
~—~—
:13
P, est donc vraie.
D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout n, et donc V n, D" = P!A"P. Mais
alors
Y n, A"=PD"P!

On connait P, P! et D”. On en déduit donc A” :

—3+(=1)" 428 3-3(=1)"  6+2(=1)"—2"*3
6 6 6
n_ | =3—(=1)"42"2  343(=1)" = 6-—2(—1)"—2"*2
VneN, A"= 2 . =
—3+(=1)"+2"+1  3-3(=1)"  6+2(—1)"—2"+!
6 6 6
3. (a) Constatons que
2 Upio T Uppr— 2un Unys
AX, = Upio =| Upy2 | = Xn+1
Upt Upt

Mais alors, on peut montrer par récurrence sur n que
— AR
VneN, X, =A"X,

Soit Q,, la proposition définie pour tout entier n par Q,, : “X,, =A"X,".
» Initialisation : pour n = 0, A’X,, = I;X, = X,,. Donc la proposition Q, est vraie.
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e Hérédité : supposons que la proposition Q,, est vraie pour un certain entier n, et montrons que Q,,,; est
vraie.
On vient de voir que X,,,; =AX,,. Par hypothése de récurrence, on a donc

X1 =AX, =AA"Xp) =A""1X,

La proposition Q,,;; est donc vraie.
D’apreés le principe de récurrence, la proposition Q,, est donc vraie pour tout n, etV n, X,, =A"X,.
(b) Puisque X,, =A"X,, et qu’a la question 2., nous avons déterminé A", on peut en déduire ainsi que

—34(=1)* 421 3—-3(=1)" 6+2(—1)r —2n+1

neN, u, = U, + u;+ u
V n 6 2 6 1 6 0
c’est-a-dire
3—(=1)* =271 3_3(-1)" 6+ 2(—1)—2n+!
VneN, u,= ( )6 + é ) +2 ( é =3-2"

Remarque

Cetexercice est tres classique. Il utilise ce que 'on appelle la diagonalisation de la matrice A (en écrivantA =
PDP~! avec D une matrice diagonale) pour calculer les puissances n"¢ de la matrice A, et en déduire un
résultat sur une suite. Les récurrences présentes dans cet exercice sont a savoir faire et refaire rapidement.

Exercice 15
a 0 0
On cherche une matrice solution diagonale, quon écritM=( 0 b 0 |.Alors, M estsolution si et seulement
0 0 ¢
si
a’+2a*—a—2 0 0 0 00
M*+2M?*—-M—2=0¢& 0 b%+2b%>—b—2 0 =(0 0 0
0 0 c+2ct—c—2 0 00

Ainsi, M est solution si et seulement si a, b et ¢ sont racines du polynome P(X) = X3 + 2X2 — X —2. Apres étude,
on trouve que les racines de P sont 1,—1 et —2.
Bilan : M est solution si et seulement si M (a, b, ¢) € {1;—1;—2}3, ce qui fait un total de 27 matrices solutions.

Exercice 16

Notons A; =A—Al, :(ng ZEK )

1. A, n’est pas inversible si et seulement si son déterminant est nul. Or,
det(A,)=2—-AP—3?=(2—-A—3)2—A+3)=(—1—-A)5—1)

Ainsi A, n’est pas inversible si et seulement siA =—1 ou A =5.
2. Il nous reste donc a résoudre les systémes AX = —X et AX = 5X.

_ 2x + 3y = —x 3x + 3y = 0
AX‘X‘:’{sx+2y=—y‘:’{3x+3y—0
On obtient les mémes lignes. Ainsi, on obtient comme solution
-y
S = , VER
7))
_ 2x + 3y = b5x —-3x + 3y = 0
AX_SX‘:’{ 3x + 2y = 5y ‘:’{ 3x — 3y = 0

On obtient les mémes lignes (au signe pres). Ainsi, on a les solutions :

{3
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Chapitre

Limites de fonctions

Résumé

On étend dans ce chapitre la notion de limite de suite au cas plus général des limites de fonctions. Cela
permettra de commencer les études de fonctions, en étudiant le comportement asymptotique de celles-ci.

« Celui qui reconnait consciemment ses limites est le plus proche de la perfection. »

Johann Wolfgang von Goethe (1749 - 1832). Sentences en prose

229



Chapitre 11 : Limites de fonctions

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(@ Connaitre la définition des limites :

¢ Connaitre les limites usuelles et les croissances COmparées. ..........oveeeeenenerennnnnnennns m|
¢ Savoir utiliser les théorémes d’addition, multiplication, quotient de limites ................... O
¢ Savoir calculer la limite d'une composée de fonction................coooiiiiiii i m|
¢ Reconnaitre les limites liées au taux d’accroissement. ............ccoeiiiiiiiiienneeneannnn.. O

® Savoir lever les indéterminations classiques :

¢ polyndmes et fractions rationnelles ...t a
e fONCtions aVeC des TAAICAUX . ...ttt ettt ettt e e e e e e et O
0 1S Cas “O0 /007 OU “O/07 .ttt ittt ettt e e e e e, O

® Savoir appliquer les théoremes d’existence de limites (théoréme d’encadrement, de comparaison) . O

@® Savoir déterminer le comportement asymptotique d'une fonction (limites, asymptotes) ............ |
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I. Quelques définitions

Avant de commencer ce chapitre, nous allons introduire deux objets que |'on utilisera naturellement : la notion
de voisinage, et de restriction d'une fonction.

1. Voisinage

Définition 11.1. Voisinage

Soit a un élément de RU {—oc0;+00}. On dit que I est un voisinage de a dans R si :
e CasacR:ilexistee>0tel que Ja—e, a+e[Cl.
e Cas a=+o00:il existe AcR tel que ]A, +oco[ C L.
e Casa=—o0 :il existe Ac R tel que |—00, A[ C 1.

Ainsi, un voisinage de a est un domaine qui contient un intervalle ouvert autour de a.

Exemple 11.1
Notons I =]1, 2]. Alors I est un voisinage de 1,5 et 1,25. En revanche, il n’est pas un voisinage de 3, ni de 2.

Solution

En effet, ]1,25;1,75[ cIet]1,1; 1,35 c I. En revanche, quel que soit & >0, ]3—¢,3+¢[NI =@ donc il ne
peut pas étre un voisinage de 3. De méme, |2—¢, 2+¢g[NI=]2—¢, 2] etdonc |2—e, 2 +g[ £ L.

Remarque

Par abus de langage, dans la suite du cours, lorsqu’on dit qu'une propriété est vraie « au voisinage de a »,
cela signifiera qu’elle est vraie sur un intervalle qui est un voisinage de a.

2. Restriction

Définition 11.2. Restiction

Soit f : E— F une fonction et A c E. On appelle restriction de f a Ala fonction, notée f|,, définie par:
fla:A—F
x— f(x)
Exemple 11.2
Soit f : R — R définie par f(x)= x2—1. La restriction de f a R" est la fonction :
flre :R"—R
x— x*—1
Remarque
Restreindre une fonction permet de ne I'étudier que sur un sous-ensemble de son domaine de définition
(par exemple, parce qu’elle est paire ou impaire).

Il. Limites a l'infini

1. Limites nulles
Définition 11.3.

Si, pour tout ¢ > 0 (aussi petit qu'on veut), la fonction f est comprise entre —¢ et +¢ (c’est-a-dire | f(x)| <€) [--]
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lorsque x est suffisamment grand , on dit que f a pour limite 0 quand x tend vers +00. On note

xgglwf(x)zo ou llgfzo ou encore f(x)mo

Remarque
Mathématiquement, on écrit donc

Ve>0,dM,Vx,x>M=|f(x)<e

Remarque
On définit de méme xlil_noo f(x)=0:

Vex>0,dM,Vx,x<M=|f(x) <e.

Exemple 11.3
1
lim —=0
x—+00 X

2. Limites finies : £ €R
Définition 11.4.

Soit £ e R. On dit qu’une fonction f a pour limite / quand x tend vers +00 (ou—oc0) si f(x)—/ tend vers
0 quand x tend vers +00 (ou —09Q).
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Remarque
Mathématiquement, on écrit donc

Ve>0,dM, YV x,x>M=>|f(x)—{|<e

REFERENCE HISTORIQUE

Cette définition rigoureuse est due a Karl Weierstrass, considéré comme le « pére de 'analyse moderne »,
méme si Bernard Bolzano avait déja défini la notion de limite, certes de maniéere moins rigoureuse..

Exemple 11.4

X 1
lim 2+—=2

X—+00 X

Définition 11.5. Asymptote horizontale

Soit f une fonction telle que ligrnoo f(x)={ (ou ¢ € R). Alors, la droite d’équation y = ¢ est appelée
X—
asymptote horizontale a la courbe de f au voisinage de +0o (méme chose en —c0).

On dispose ici d'une asymptote horizontale d’équation y =¢.

Remarque
Pour étudier la position de la courbe de f par rapport a I'asymptote y =/, on étudie le signe de f(x)—¢.

e Si f(x)—¢ >0, la courbe est au-dessus de son asymptote.
e Si f(x)—¢<0,lacourbe est en dessous de son asymptote.

3. Limites infinies
Définition 11.6.

Si, pour tout nombre A (aussi grand qu’on veut), f(x) est toujours supérieur ou égal a A dés que x est
suffisamment grand, on dit que f a pour limite + 00 quand x tend vers +0c0.

On note

lim x)=+4+0c0 ou limf=+0c0 ouencore X (e%e)
[, fx)=+ mf=+ fE ==t
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Remarque
Mathématiquement, on écrit donc

YA>0,IM,Vx,x>M= f(x)>A

Remarque

On définit de méme lim f(x)=+4+oc0, lim f(x)=—ocoet lim f(x)=—00
X——00 X—+00 X——00

lll. Limitesen ac<R

Ici, on s’intéresse au comportement d'une fonction f quand x tend vers a € R.

1. Limite réelle en un point

Définition 11.7.

Soient x; et { deux réels.
Si f(x) est aussi proche que I'on veut de ¢ des lors que x est proche de x,, on dit que f a pour limite ¢
quand x tend vers x,. On note

)}in}nf(x)zé ou lixmf=€ ouencore f(x)——/¢

X— X

{1l+¢

l—¢

o L0
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Remarque
Mathématiquement, on écrit donc

Ve>0,3a>0,Vx,|x—x|<a=>|f(x)—f|<e

Remarque
Il y a unicité de la limite. On peut donc bien parler de la limite en x,.

Exemple 11.5

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=2x + 1. Soit xy, = 2. Montrer que, quand x tend vers X, f(x)va
tendre vers 5= f(2).

Solution
On peut le démontrer rigoureusement :

|f(x)=5|=2x+1-5|=|2x —4|=2|x—2|

Soit € > 0 fixé. Alors | f(x)—5| <& & 2|x —2|<e < |x—2| < 5. On pose alors a. = 5.

Limite infinie en un point

Définition 11.8.

Soit x, un réel.

Si f(x) est aussi grand que I'on veut des lors que x est proche de x;, on dit que f a pour limite +00
quand x tend vers x,. On note

lim f(x)=+00 ou limf=+00 ouencore f(x)—— +00
X— Xy Xo X—Xo

A

Lo

Remarque
Mathématiquement, on écrit donc

VA>0,3a>0,Vx,|x—x|<a= f(x)>A

Remarque
Il y a unicité de la limite. On peut donc bien parler de la limite en x,.
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| On définit également lim f(x)=—oco de la méme maniére.
X—Xy

3. Limite a gauche et a droite

Définition 11.9.

Soit x, un réel.

¢ Sion s'intéresse a la limite en x; de f, en imposant x < x,, on parle de la limite a gauche en x, et
onnote lim f(x)ou lim f(x).
X=Xy X=X
0 X<Xy
¢ Sions’intéresse ala limite en x; de f, en imposant x > X, on parle de la limite a droite en x,, et
onnote lim f(x)ou lim f(x).
PRy o
0

Remarque
Une fonction peut avoir des limites a gauche et a droite en x, différentes! Par exemple
.1 1
lim —=—ocoet lim — =400
x—0- X x—0+ X

Proposition 11.1.

Soit f une fonction et x, un réel. Alors f admet une limite en x; si et seulement si f admet des limites a
gauche et a droite en x; et que ces limites sont les mémes.
Dans ce cas,

lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)

X=X X—Xy x—xg

Exemple 11.6
Ainsi, la fonction inverse n’admet pas de limite en 0, puisque ses limites a droite et a gauche en 0 sont
différentes.

Meéthode

On est souvent amené a étudier des limites a droite et a gauche lorsque la fonction est définie de deux
manieres différentes selon les intervalles.

Exemple 11.7
Etudier la limite en 0 de la fonction f définie sur R par

f(x):{ 1six>0

e*six <0

Solution
On remarque que :
o lim f(x)=1lim 1=1= f(0)
x—0+ x—0+
e lim f(x)=lime*=e’=1
x—0— x—0~
Puisque les limites a droite et a gauche sont égales, on en déduit que f admet une limite en 0, et
lirré flx)=1.
X—

Définition 11.10. Asymptote verticale

Si lim f(x)=+00 (ou—c0), on dit que la droite d’équation x = a est une asymptote verticale a
x—at(oua)

la courbe de f.
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IV. Théorémes d’existence et de comparaison

1.  Fonctions monotones

Les fonctions monotones possédent des propriétés intéressantes concernant les limites :

Théoréeme 11.2.

Soit f une fonction monotone sur un segment [a, b]. Alors f admet des limites a gauche et a droite en
tout point.

Théoreme 11.3.

Soit f une fonction monotone sur I = ]a, b[.
¢ Si f est croissante et majorée sur I, alors f admet une limite finieen b~.
* Si f est croissante et minorée sur I, alors f admet une limite finieen a™.
* Si f est décroissante et minorée sur I, alors f admet une limite finieen b~.
* Si f est décroissante et majorée sur I, alors f admet une limite finie en a*.

Remarque

Si f est croissante sur I = |a, b[ mais non majorée sur I, alors f admet une limite en b~ qui vaut +o0.
De maniere générale, une fonction monotone sur ]a, b[ admet toujours des limites en a* et en b, finie
ou infinie.

2. Limites et inégalités

Théoreme 11.4.

SoitI un intervalle et x; €1. Soient f et g deux fonctions définies sur I, sauf éventuellement en x,, mais
possédant une limite en x;. Alors, si pour tout x de I\{x,}, f(x)>g(x), ona

. S I
)}gr)gof(x) }ggog(x)

En particulier, si f(x) > 0 pour tout x # x; alors lim f(x)>0.
X—Xg

Remarque
A\ | Attention : le passage a la limite ne conserve pas les inégalités strictes. Si f(x)> g(x) pour tout x # x,

alors lim f(x)> lim g(x). Par exemple, pour tout x, 1+ % >1mais lim 1+—2>1.
X—X) X—Xy x—+00 X

3. Théoréme d’'encadrement

Théoréme 11.5. Théoréme d’encadrement ou théoréeme « des gendarmes »

SoitI un intervalle et x;, € 1. Soient f, g, h trois fonctions définies sur I sauf éventuellement en x,. Si, pour
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tout x de I\{xp}, ona f(x) < g(x) < h(x)etsi f et h ontla méme limite £ en x,, alors la limite de g en x,
existe, et

lim g(x)=¢

Démonstration
Admis. Idée de démonstration dans le chapitre sur les suites.

Exemple 11.8

Soit g la fonction définie sur ]0, +oo| par g(x) = [i—] Montrer que xligrnoo g(x)=1.

Solution
On a, pour tout x de ]0, +oo[, x —1 < [x] < x, donc, en divisant par x >0,
X

X
< <==1
g(x) p

Puisque lim = lim 1=1, onen déduit donc, par encadrement, que la limite de g en +00 existe,
x—+00 X X—+00
[x]

lim —=1
x—+00 X

et

Théoreme 11.6. Conséquence du théoreme d’encadrement

SoitI un intervalle, x, €1 et £ un réel. Soient f et g deux fonctions définies sur I sauf éventuellement en
Xo- Si, pour tout réel x eI\{xp} ona |f(x)—¢| < g(x)etsi lim g(x)=0alors lim f(x)="¢.
X—Xg X—Xg

Démonstration

C’est une conséquence directe du théoréeme d’encadrement, puisque |f(x)—/| < g(x) est équivalent a
{—g(x)< f(x)< {4+ g(x). 1l suffit alors d’appliquer le théoréeme d’encadrement.

4. Comparaison a l'infini

Théoreme 11.7. Théoréme de comparaison
Soient f et g deux fonctions définies sur I =]a, +o0[ (avec a € R). Si pour tout x de I :
e f(x)>g(x)etsi JCligrnoo g(x)=+o0 alors xligrnoo f(x)=+o0.
L] < i i = —_ i = — .
f(x)< g(x)etsi xgarlwg(x) oo alors xkrgloo f(x)=—00

Démonstration

Soit M un réel. Par définition, a partir d'un certain réel b, on a g(x)> M. Or f(x)> g(x), donc f(x)>M
pour tout x > b : par définition, liIJ}loo f(x)=+00.
X—

Exemple 11.9

) . . [x]+1
Déterminer lim

x—+00 /X ’
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Solution
Pour tout réel x, on a[x] < x <[x]+ 1. Ainsi, pour tout réel x > 0 (puisque +/x > 0) on a

x [x]+1
<
Vi o Jx
soit (x4 1
x|+
Vx<
VX
Puisque li{rnoo v/ X =+00, par comparaison,
X—
i [x]+1
o Jx

5. Asymptote oblique

Définition 11.11. Asymptote oblique

Soit 6 la courbe représentative d'une fonction f dans un repere donné. Soit (d) une droite d’équation
y=ax+b (a#0). Ondit que la droite (d) est une asymptote oblique a ¢ au voisinage de +0c0 si

Aim [f(x)—(ax+b)]=0

Exemple 11.10

2

X
Soit f la fonction définie sur R* par f(x)= . Montrer que la droite d’équation y = x est asymptote

oblique a la courbe de f au voisinage de +oc0 et de —oo.

Solution

En effet, pour tout réel x € R*,
x%+1 1
—x==
X

flx)—x=

1 1
Or lim —= lim — =0.Ainsila droite d’équation y = x est bien asymptote oblique a la courbe de f
X——00 X  X—+00 X

au voisinage de +00 et —00

V. Opérations sur les limites et limites usuelles

1. Opérations sur les limites

On suppose connues les limites de deux fonctions f et g.

a. Limitede f+g

limg /lim f 14 +oo | —oo
4 {+0 | 400 | —00

+00 +oco | +00 | IND
—00 —00 | IND | —oco

Exemple 11.11
lim (x++x)=+00
XxX—+00
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Solution
En effet, liEloo x= lil_gloo v/ X = +00. Par somme, ligrnoo(x +v/x)=+o00.
b. Limitede fxg
limg /lim f L#0 +00 —00

U'#0 Ll signe(¢’).00 | -signe({’).c0
+00 signe(f).co +00 —00
—00 -signe({).oco —00 +00

Remarque

x—+00

Solution

En effet, lim x=
X—+00

Exemple 11.12

lim (x+/x)=+0c0

lim +x=+4o00.Par

Si¢ =0 (et/out’=0), seul le résultat lim(f g)=£.¢’ = 0 est déterminé. Toutes les autres limites (du type
“0 x 00”) sont indéterminées.

lim3xe* =0
x—0

produit, lim (x+/x)=-+oo.
X—+00

De méme, liII(l) 3x=0et lirr(lJ e* =e’ = 1. Par produit, lin(1)3xex =0.
X X X—

¢. Limite de §

Silimg =0, il faut tout d’abord préciser si lim g = 0* (g tend vers 0 en restant positif) ou silimg =0-, et on

limg /limf | ¢ +00 —00
U#0 £ | signe(¢).co | -signe(t’).0o
+00 0 IND IND
—00 0 IND IND

applique :
limg /lim f 0 L#0 +00 | —o0
ot IND | signe(f).co | +o00 | —oc0
0~ IND | -signe(f).o0o | —oo | +00
Exemple 11.13
1+ Cox%+1
lim L =0 lim =400
x—+o00 /X x—=0+t X
Solution
1 1
Eneffet, lim 1+ — =1 parsomme, et lim +/x =+00.Par quotient, lim X =0.
x—+00 X x—+00 X—+00 ﬁ
2
=+409Q.

De méme, lim x*+1=1 par somme et lim x =0". Par quotient, lim
x—0+ x—0+ x—0t+ X

I'& Exercice 1.
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2. Limite d'une fonction composée

Théoreme 11.8.

Soient f, g, h trois fonctions telles que f = g o h sur un intervalle I. Soient a, b, c des éléments de
RU{+00;—00}.
Si lim h(x)=b et lim g(x) = c, alors
x—a x—b
lim f(x)=c¢

X—a

Démonstration
Admis.

Méthode
Pour déterminer la limite d'une fonction composée f(x)=g(h(x))en x, :
¢ On pose X = h(x).
¢ On détermine la limite b de X en x;.
¢ On détermine la limite ¢ de g en b, et on conclut : la limite de f en x; vaut c.

Exemple 11.14
Déterminer lim + x2—x+1.

X—+00

Solution

e OnposeX=x?2—x+1.0na

lim X=+o0
X—+00

e Ona
lim vX=+o00

X—+00
Par composée, on a donc

lim x2—x+1=+40c0
X—+00

Exercice 11.15

1
Montrer que lim

———=+00
(1) V3x—1

Solution
Posons X=3x —1. Alors:
e Ona lim+3x—1:O+.
x—(3)

. 1 .
e De plus, )}Lrg ﬁ( =+00 par quotient.

Par composée,

1
lim ———=+00
x—(1) vV3x—1

I= Exercice 2.

3. Limites usuelles
a. Limites classiques

On dispose d'un ensemble de limites usuelles.
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Proposition 11.9. Fonctions usuelles

1 1
Pour tout entier n € N*, lim x"=+4+0c0 et lim —= lim —=0
X—+00 x—+00 xn x——00 xnh

Pour tout entier n € N*, lim x" =400 si n est pair, — co sinon.
X——0Q

lim +/x= lim In(x)= lim e*=+o0
X—+00 X—+00 xX—+00

limIn(x)=—o00, lim e*=0
x—0 X——0Q

lim e*=+00, lim e *=0
X——0Q X—+00

lim [x]=+4+0c0 lim [x]=—0c0
X—+00 X——00

lim |x|= lim |x|=+o00
X—+00 X——0Q

Proposition 11.10. Fonctions puissances

Pour tout >0, lim x*=+4+0c0 et limx“=0

X—+00 x—0
Pourtout a <0, lim x“=0 et limx®=+o00
X—+00 x—0
Pourtout a>1, lim a*=+4+0c0 et lim a*=0
X—+00 X——00
Pourtouta telque 0<a<1 lim a*=0 et lim a*=—oc0
X—+00 X——00
b. Croissances comparées
Théoreme 11.11. Croissances comparées
Pour touta>0,etg >0
X o
lim —=+00 et lim ——=+00
x—+00 X x—+00 In(x)
Conséquence 11.12.
Par passage a l'inverse,
x¢ In?(x
lim —=0 et lim ( )=
X—+00 eX X—+00 xa
Théoreme 11.13. Conséquence des croissances comparées
Pour tout a > 0,
lim x*In(x)=0
x—0+
Démonstration
! : - : In(X) . C
Posons X = . Alors lim X=+oc0 et lim x”In(x)=_lim ——— =0 d’apres ce qui précede.
x—0+ x—0+ X—+o00 X

Théoreme 11.14.

Pour tout n €N, on a

lim x"e*=0
X——0Q

Démonstration
Se démontre de la méme maniere que précédemment (en posant X =—x).
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Méthode
Pour utiliser les croissances comparées, il faut souvent faire un changement de variable pour s’y ramener.

Exemple 11.16
ezx

Déterminer lim —.
x—+oo x3

Solution

On pose X =2x. Alors

2x X X

. . € . .
lim X=+4oo0et lim — = 23 __ =+ 00 par croissance comparée.

= lim = lim
X—+00 x—+00 x3  X—+oo (X/2)3 X—+oco X3

I'& Exercice 4.

4. Autres limites

Théoreme 11.15. Taux d’accroissement

On dispose des limites suivantes :

.oe*—1 . In(1+x) . In(x)
lim =1 lim———=1 Ilim
x—0 X x—0 X x—1x—1

=1

Démonstration
Nous verrons la démonstration de ces limites dans le chapitre dédié a la Dérivation.

Exemple 11.17
3 . . In(1+x)
Déterminer lim ———.
x—0+ x3
Solution
On remarque que, pour tout réel x >0:
In(1+x) In(1+x) 8 1

x3 X x2
Or
. In(1+x) . 1
lim —=1 et lim — =400
x—0+ X x—0+ x2
Par produit,
. In(1+x)
lim ———=+00
x—0+ x3

5. Quelques indéterminations classiques
a. Polynoémes et fractions rationnelles

Méthode (Regle du plus haut degré)
En 400 ou en —o0, il y a une méthode classique dite du terme du plus haut degré.
e Sif:x—a,x"+a, x"" +---+a, est un polyndome, alors ligrnoo flx)= ligrnoo a,x".
X— X—
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. ApXx"+a, 1 x" T +--+a . .
e Sigix— est une fraction rationnelle, alors
bkxk + bk_lxk_l et b()

a,x"
hm g(x)—xl_lprc><3 bek

Exemple 11.18

Soient f: x —2x3—3x2+6x—letg:x— Déterminer hm f(x)et hm g( x)

le 3x+1

Solution
D’apres la regle du terme du plus haut degré,

lim f(x)= lim 2x*=+oc0
X—+00 X—+00

De méme,
2

1 x= i 1_1
M= e = M2 7

Remarque
Cette méthode ne s’applique qu’aux limites en +00 et —oo.

b. Racines

I
I Méthode (Quantité conjuguée)
1 Lorsqu'une fonction contient des radicaux, on utilise la quantité conjuguée.

Exemple 11.19
Soit f: x — v/ x2+1—x. Déterminer lim f(x).

X—+00

Solution
On constate que la limite en +o0 de f est indéterminée. Alors,

VxZ+1+x 1

fx)=(vVx2+1-x) =

vVx2+1+x Vx2+1+x

et donc, par composée et quotient,
lim f(x
X—+00

[ 0
C. «E»Ou «6»

Meéthode

Dans les cas « 2 » ou « § », On commence par mettre au numérateur et au dénominateur le terme
prépondérant (en utilisant les croissances comparées).

Exemple 11.20

x+1
Soit f : x —» ——. Déterminer lim f(x
ex—1 x—+00
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Solution
Alors
x+1  x 144
ex—1 e_x l—e~
Or

1

. X . x
lim —=0 et lim 2
x—+00 eX x—+00 ] —e—xX

=1 par quotient

Par produit xggrnoo f(x)=0.

IS Exercice 3.

VI. Etude des limites d'une fonction

1. lere étape : limites

Lorsqu’on se donne une fonction, on commencera toujours par déterminer ses limites au borne de I'intervalle
de définition :

¢ Si f est définie sur R, on déterminera 11131 fet lim f.
X—+00 X——00
¢ Si f est définie sur | — 00; a[U]a;+oo[, il faut déterminer 4 limites : en +00, —c0, at et a.

On notera directement les asymptotes horizontales (limite finie en +00 ou —o0) et les asymptotes verticales
(limite infinieen a* ou a™).

2. 2éme étape : branches infinies

Si les limites en +00 et/ou —oo sont infinies, on cherche une éventuelle asymptote oblique. Pour cela on
détermine
fx)

lim —

x—o+00 X

* Si cette limite est nulle, on dit que la courbe de f posséde une branche parabolique de direction I'axe
des abscisses en +00.

-

Lexemple classique est la fonction logarithme népérien.
¢ Si cette limite est infinie, on dit que la courbe de f posséde une branche parabolique de direction
I'axe des ordonnées en +oo.

L'exemple classique est la fonction exponentielle.
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¢ Si cette limite est un nombre réel a, on dit que la courbe de f admet une direction asymptotique
d’équation y = ax. Il reste alors a calculer ligrn (f(x)—ax).
X—+00

o Sicette limite est un réel b, la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe de
f en+oo0.

o Si cette limite est infinie, on dit que la courbe de f posséde une branche parabolique de direction
la droite d’équation y = a x.

(bien str, tout ceci est valable en —00.)
| I'& Exercice 7. |

VII. Caractérisation séquentielle

Connaitre la limite d'une fonction peut permettre, dans certains cas, de déterminer la limite d'une suite.

Théoreme 11.16. Caractérisation séquentielle de la limite

Soit I un intervalle, f : I — R une fonction, et (u,,) une suite. On suppose que (u,,) converge vers { €I ou a
une extrémité de I, et que lirr} f(x)=a. Alors
X—.

lim f(u,)=a

n—+o0o
Exemple 11.21
Soit f : x — 4/x et u la suite définie pour tout n par u, =1+ n%l Puisque u, e 1 etque lin} f(x)=1,
n—+0oo xX—
alors
lim \|1+ =1
n—-+00 n+1

Exercice 11.22
Déterminer, de la méme maniere,

lim ln( )
n—too  \p2+1
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Solution
On pose f : x — In(x) et pour tout n, u, = ;z+7. On a rapidement

et liII(l) In(x)=—00. On en déduit donc que
X—

n
lim ln( ) =—00
n—+00 n2+1
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000 Exercice 1

Exercices

Chapitre 11 : Limites de fonctions

Limites de fonctions

Exercices

Limites simples

1
1. lim x*’+—

X——00 x2

4. lim x*x(2+x)

X——00

141

X

7. lim
x—+o00  x2

1. lim vx2—x

X—+00

1. lim x®—-3x%2+1
X—+00

2x3+1
im
x——00 x2—1

. 3x%+2x+1
7. lim———

x—-2 x—2
x>2

. e*—x
1. lim
x—+00 X — 1]

(x°)*
m
x—0+ (5x)5

4.

7. li
X¥—=+00 vx+1

v X
10. lim
x—0ex —1

Limites de fonctions

A. Crouzet

i Vi+J/x+/x

2.

2.

o000 Exercice 3 Melting pot (30 min.)
Déterminer les limites suivantes :

2.

11.

Limites de somme, produit, quotient (30 min.)
Déterminer les limites suivantes :

lim vx+x

X—+00

000 Exercice 2 Limites de composée (30 min.)
Déterminer les limites suivantes :

. x2—7x+1)
llm _—
xoo | —2x+4

lim x%+3x—
X——00 2x+1

lim
x—+00 /x + 1_ﬁ

. x>—5x+6
lim ——

m
=2 (2—x)?
x<2

o000 Exercice 4 Croissances comparées et encadrement (30 min.)
Déterminer les limites suivantes :

et —x

lim
x——00 eX —1]

1+ x?
lim
x—0 2

In(v/x)

x—0 xl/4

x+1
im ————
x—0+ x21In(x)

248

12.

X——0Q
1 1 L 2 L
N e S
1
——1
X

x2+1
im ———
x—+00 2x2—2x+1
. 2x+1
lim

x—0 X
x<0

—2x—3

m
x—*g x—3

(x°)*
m
x—+00 (5x)5

=Y

x—0+ X

. In(y/x)
lim

x—+oo  x1/4

lim (1 + x)"™
x—0+

ClOIC[O)



Chapitre 11 : Limites de fonctions

000 Exercice 5 Fonction (5 min.)
Déterminer la limite en 0 de la fonction f définie par

xIn(x)six>0
0 sinon

VxeR,f(x)z{

@00 Exercice 6 Fonctions et partie entiere (10 min.)
1. Montrer que, pour tout réel x,

2. Déterminer alors

Comportement asymptotique

@00 Exercice 7 Fonctions (20 min.)
Déterminer le domaine de définition, les limites aux bornes et le comportement asymptotique aux bornes des
fonctions suivantes :

X _a—X 2
fx'_)zﬁ+14 :xHi h:le_i i:xﬁw
ex+ex x  x? x—1
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Corrigeés

Limites de fonctions

Corrigés des exercices

Exercice 1
Les trois premiére se traitent par somme, les trois suivantes par produit, et enfin les trois derniéres par quotient.

1 1
Pu1sque hm x’=+ooet lim —;» parsomme, llIIl x?+ — =+o00.
x——00 x2 —00 x2

. De meme, 1/x ——— +00 et par somme, /X + x —— +00.
x—+00 X—+00

3

1.
2
3. Enfin, x5—>—oo et x> ——— 0. Par somme, lim 3x°—2x%=—00.
4

. Ona hm x? —+c>o et hm 2+x——oo parprodult hm x*(2+ x)=—00.
X——00 X——00

1
5. De méme, x3 0 x3=+ocoetl— — T | par somme. Par produit,
x3 x—

1
x° (1 - —) —— +4o00.
x3 ) x—+o0
6. Enfin, par somme, on a

1 1
lim 1——2:1 et lim 2+—2:2

Xx—+00 X X—+00 X
S 1 1
Par produit, lim ({1—-—|[24+ — |=2.
X—+00 x2 x2
1 1
7. Par somme, —+1 = 1.De plus x? o Too Par quotient, lim = =0.
X —+00 —+00 x—+o00  x2
8. Deméme, —x—1——+00 et = —> 0~. Par quotient,
X——00
i —x—1
lim =—00.
X——0Q

X

9. Enfin, par somme —1———letx2+1 T 1. Par quotient,

’f x—+00
L1

lim =
x—+00 X241

Exercice 2

Exercice 3

Pour les polyndmes ou fractions rationnelles en +00 ou —o0, on utilise la régle du terme de plus haut degré.
Ainsi,

1. lim x*—3x*+1= lim x*=+o00 d’apréslaregle du terme de plus haut degré.

X—+00 X—+00
1

2. lim 2x+1=-—o0 donc par quotlent hm S rerie =0. Enfin, par la régle du terme de plus haut degré,

X——00

lim x*+3x= lim x*=+4o00
X——00 X——00
. 2 1
Par somme, lim x“+3x— =400
X——00 2x+1

3. Parlaregle du terme de plus haut degré,
x?+1 ) x?

1
im ————= lim —= lim -=—
x—+00 2X2—2x+1 x—+002x2  x—+002 2
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4. De méme,

. . X .
lim = lim — = lim 2x=—0c0
x——00 x2—1 x——00 x2 X——00

5. Lalimite étant indéterminée, méme en factorisant, on utilise la quantité conjuguée :

1 I VARV VEETHYE
N S Yl Sy p AR

EnposantX = x+1, on constate que hm X=+0c0 etXhm VX =+00. Ainsi, parcomposee, hm X +1=+00.
—+00

Par somme, on en déduit donc

1
lim ————=+0c0
=100 W/ X +1—y/X

6. On constate que liIBl 2x+1=1et lir{)l x =0". Par quotient,
x—0~ x—0~

. 2x+1

lim =—
x—0 X

x<0

7. De méme, linZl 3x2+2x+1=17et linzl x—2=0". Par quotient,
x—2+ x—2+

o 3x%242x+1
lim =+00
x—2 x—2
x>2
8. On constate que lim x*—5x +6=0. On a donc une indéterminée du type « ». Au numérateur, nous avons

X—2-
un trindbme du second degré dont 2 est donc une racine. Apres factorisation, on obtlent x2—5x+6=(x—2)(x—3).
Ainsi,
¥*—5x+6 (x—2)(x—3) x-3
@-xp (x—22  x-2
en utilisant la parité de la fonction carrée. Ainsi, puisque hIn x—3=-—let lim x—2=07, par quotient

X—,

. x2—5x+6
lim ——— =+00
=2 (2—x)?

9. On constate que li1131+ —2x—3=—9 et lirgl+ v x—3=0" car la fonction racine est toujours positive. Par
X—. X—

quotient,
—2x—3
lim—=—0c0
x—3 —
x>3
Exercice 4
Remarque

Laméthode du terme de plus haut degré ne s’applique que sur des polynémes ou des fractions rationnelles.
Si des fonctions du type exponentielle ou logarithme sont présentes, il faut utiliser les croissances
comparées en factorisant par la fonction qui est la plus importante.

1. On constate que
eox_e(1-g) 1-%
1 e(-1) 1%

. . X . 1 .
Par croissances comparées, lim — =0 et par quotient, lim — =0. Par somme et quotient,
x—+00 eX X—+oo ex

. e*—x
lim =1
x—+00 ex —1]

2. En—oo,iln'yapasd’indétermination! lun e* =0donc par somme, hm e*—x=+ocoet lim e*—1=—1.
X— —00 X——00

Par quotient,
. et —x
lim
x——00 eX —1]

=—0Q
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3. Quand on a des fonctions puissances, la seule méthode acceptable est de repasser a la notation exponen-

tielle.
(x5)x exln(x5) e5xIn(x) e5xIn(x) 6 2(in(x)Inis)
(5)5  edlnY)  gslne®) | gbxln) | ©

On peut également utiliser les propriétés des fonctions puissances, dans le cas ott x >0 :

(x°)F x> (x )5x _ (3xlin(x)-In(s)

5

(5x)5 55x

On pose X =5x(In(x)—In(5)).
o En 07" : puisque X =5xIn(x)—5xIn(5), lir{)l X =0 par somme et croissance comparée. Puisque )l(m% ef=1,

x—0t —|
par composée
(x°)*
im

x—0+ (5x)5

o En 400 : puisque X =5x(In(x)—1n(5)), ligrnooX =+o00 par produit. Puisque Xlim e* = 400, par composée
x— —+00

(x°)*

x—1»£—noo (5x )5

5. Par somme, hm 1+x2=1et par composée, lim 2% = lim e*!"® =1 Ppar quotient,

x—0 x—0t x—0+
o 14x2
lim

x—0+ 2%

=1

6. Quand il faut calculer une limite avec la partie entiére, on passera souvent par le théoréme d’encadrement.

1 1 1
Pour tout x>0, ——1<|—|<—
X X X

En multipliant par x > 0,

Pourtout x>0,1—x<x <1

Puisque linol+ l1—x= linol 1=1, par encadrement, la limite existe et
x— x—0+

1
lim x {—J =1
x—0t X
7. Avant d’envisager la quantité conjuguée, on peut essayer de factoriser, ici par v/x :

Verveeyx 1) g

VIFT  x 141 Y1+l

EnposantX=1+ = f etY=1++ x, ona lim X= lim Y=1.Puisque hm«/_ 1, par composée,

X—+00 X—+00

lim 1+— lim \1+—
x—+00 x—+00

lim VX FYXHVE
oo Jxdl

Par quotient, on en déduit donc

8. On constate que
In(vx) 1In(x)

x1/4 2 xl/a

Puisque linol In(x)=—o0 et hm x4 =0", par quotient
x—0*+
lim 1n(1/ )
im =—00
x—0+ 1/4

9. En utilisant la méme écriture que précédemment, et par croissance comparée, on a
. In(Vx)
lim ——=

x—+oo  xl/4
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10. Pour toutréel x >0, on a
v J/x x 1 X
ex—1 x ex—1 ,xer—1

X

Puisque lim

1 =1, par quotient et produit, on a
X—

e
lim =400
x—0ex—1

11. Par croissance comparée, liIBl+ x2 In(x)=0" (car x? > 0 et In(x) < 0). Puisque liII(l) x +1=1, par quotient,
ona - -
x+1
im ———
x—0+ x2In(x)

12. Pour toutréel x >0,o0n a

In(1+x)

(1 + x)ln[x) — eln(x)ln[l+x) — exln(x)T

) . ) , . In(1+x) .
Puisque hr%l xIn(x) =0 (croissance comparée), et hrgl —— =1, par produit
x—0t+ x—0t X
In(1+x
lim xln(x)g =0
x—0+ X

et par composée,
lim (1+ x)"¥ =1

x—0+

Exercice 5
Pour déterminer la limite en 0 d'une fonction f, on calcule la limite en 0~ et en 0*.
lim f(x)=lim 0=0
x—0— x—0—
lim f(x)= lim xIn(x)=0 par croissance comparée
x—0+ x—0+

Ainsi, li%l flx)= lirgl f(x)=0.Ainsi, f admet une limite en 0, et
x—0~ x—0*

}Cig(l)f(x)zo

Exercice 6

1. Pourtout x,ona[x]<x<[x]+1,donc0<x—[x]<1.0Onaalors:
—1<—(x—[x])<0

puis1<2—(x—[x])<2

soit 1 < ;

2 2—(x—[x])

2. On utilise le résultat précédent, pour x > 0 et on mutliplie par x : on obtient

X oox

2 2—(x—[x])

<1 par décroissance de la fonction inverse sur R},

<X

Or 5 ——+00. Par comparaison :
X—+00
. X
lim —— =400
x—t00 2—(x—[x])
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Exercice 7
¢ Lafonction f est définie sur R* (fonction racine). Par somme, on a

5611)1(1)f(x) =14 et xggrnoof(x)z +00

Puisque la limite en + o0 est infinie, on déterminer le comportement asymptotique :

f(x)_2ﬁ+14_ 2 +14
x X T Jx x
Par somme, on a
i flx)
im —=0

x—+00 X
Ainsi, la courbe de f admet une branche parabolique de direction ’axe des abscisses.
¢ Puisque pour tout réel x, e* >0ete ™ >0,onae*+e*>0:lafonction g est définie sur R.
Pour tout x, on a
ex(l_efbc) 1_efzx
T ex(l4e2xr) 14e2x

g(x)

2x

Par composée, lim e “* =0. Par somme et quotient
X—+00

Jim_g(x)=1

La courbe de g admet donc une asymptote horizontale d’équation y =1 au voisinage de +00.
De méme, on a pour tout x,

B e—x(er _ 1) B e2x -1

T e2x(e2r+1) e2r+1

g(x)
Par composée, lim e®* = 0. Par somme et quotient
X——00
Jlim g(x)=—1

La courbe de g admet donc une asymptote horizontale d’équation y =—1 au voisinage de —co.
¢ Rapidement : & est définie sur R*, on obtient par somme

xlir_noo h(x)= xligrnoo h(x)=0

La droite d’équation y =0 est donc asymptote horizontale a la courbe de h au voisinage de +00 et —oo.
En 0, on écrit h(x)= xx_—21 Alors, par quotient et sans difficulté :

lim h(x)= lim h(x)=—oc0
x—0- x—0+
¢ | est définie sur |—oo;1[U]1;+00]. En 1, par quotient :

lim i(x)=—oc0 et lim i(x)=+40c0
x—1- x—1+
Par regle des termes du plus haut degré, on a respectivement
i(x)

lim i(x)=+0c0 et lim — =1
X—+00 x—+00 X

Enfin,

lim i(x)—x=3
X—+00

Ainsi, la droite d’équation y = x + 3 est asymptote oblique a la courbe de i au voisinage de +00. On obtient la
méme asymptote oblique au voisinage de —oo.
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Chapitre

Continuité

Résumé

On définit rigoureusement la notion déja vue I'année derniere de continuité. C'est 'occasion de revoir le
théoréme des valeurs intermédiaires, et un corollaire important - le théoreme de la bijection.

« Une certaine continuité dans le désespoir peut engendrer la joie. »
Albert Camus (1913 — 1960). Noces
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Chapitre 12 : Continuité

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(® Concernant la continuité :

¢ Savoir montrer qu'une fonction est continue en uN Point..........c.oovvuvrinereneenenenenen.. m|
 Savoir prolonger de maniere continue une fonctionenunpoint...................coooiiiiilL O
 Savoir utiliser la continuité pour déterminer la limite d'une suite récurrente .................. m|

(® Savoir utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires pour déterminer I'existence d'une solution a une
EqUALION AU tYPE (X)) = G e v et e ettt e e et e m|

(® Savoir utiliser le théoréeme de la bijection pour montrer qu'une fonction est bijective, et étudier le sens
de variations d'une fonction réCiproque. .........ooiuii it m|
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. Généralités

1. Continuité en un point, sur un intervalle

Définition 12.1. Continuité en un point

Soit f une fonction, et I un intervalle inclus dans I'’ensemble de définition de f.
¢ On dit que la fonction f est continue a droite en un point a de I si f admet une limite a droite en
a, qui est égale a f(a):

lim f(x)= f(a)

x—at
* On dit que la fonction f est continue a gauche en un point a de I si f admet une limite a gauche
en a, qui est égale a f(a):

lim f(x)= f(a)

X—a—
¢ On dit que la fonction f est continue en un point a de I si f admet une limite en a, qui est égale
af(a):
lim f(x)= f(a)

Remarque
Ainsi, f est continue en a si et seulement si

Ve>0,dn>0,Vxel, |[x—al<n=|f(x)—f(a)l<e

Définition 12.2. Continuité sur un intervalle

Soit f une fonction, et I un intervalle inclus dans I'’ensemble de définition de f.
On dit que f est continue sur I'intervalle I si elle est continue en tout point de I.

Remarque (Somme, produit, quotient, composée)

Il résulte des théorémes sur les limites que la somme, le produit, le quotient (1a ot il est défini) et la
composée de deux fonctions continues est continue.

Exemple 12.1
La fonction carré est une fonction continue sur R.

Exemple 12.2
La fonction partie entiére n’est pas continueen0, 1,2,...:
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2. Continuité a droite et a gauche, et continuité

Un résultat vu sur les limites nous permet d’en déduire une propriété importante :

‘ Propriété 12.1.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et @ un point intérieur a I (c'est-a-dire que a n’est pas une
borne deI).
f est continue en a si et seulement si f est continue a droite et a gauche en a.

Meéthode

Pour montrer qu'une fonction définie par morceaux est continue en un réel a, on calcule les limites a
droite et a gauche en ce réel, et on montre que les deux limites valent f(a).

Exemple 12.3
Soit f la fonction définie sur R par

flx)=

x+1 six=0
e sinon

Montrer que f est continue en 0.

Solution
On a f(0)= 1. Constatons alors que

lim f(x)=lim x+1=1= f(0)
x—0+ x—0+
lim f(x)=lime *=e%=1=f(0)
x—0— x—0—

Ainsi, f est continue a droite et a gauche en 0. Elle est donc continue en 0.

REFERENCE HISTORIQUE

Karl Weierstrass (encore lui) donna vers 1850 la premiéere définition de la continuité d'une fonction. C’est
également lui qui donna les définitions rigoureuses de la dérivée, que 1'on verra plus tard.

3. Continuité des fonctions usuelles

Proposition 12.2.

¢ Les fonctions polynémes sont continues sur R.

¢ Les fonctions rationnelles sont continues sur tout intervalle contenu dans leur domaine de défini-
tion.

¢ Lafonction valeur absolue est continue sur R.

¢ Lafonction racine carré est continue sur [0;+00[.

¢ Lafonction exponentielle est continue sur R, et la fonction In sur R*. [‘j
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¢ Les fonctions puissances x — a* (a > 0) sont continues sur R. Les fonctions puissances x — x“
(a € R) sont continues sur ]R*Jr.

Démonstration

Admis. On verra dans un chapitre ultérieure qu'une fonction dérivable est continue, ce qui nous permet
de conclure rapidement.

4. Prolongement par continuité

Définition 12.3.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I sauf en un réel a. On suppose que f est continue sur I\ {a},
et qu'il existe un réel [ tel que lim f(x)=~¢.
X—a

On dit qu’on peut prolonger par continuité la fonction f en posant f(a)=¢. On définit ainsi une nouvelle
fonction, définie sur I, qui est continue sur I et coincide avec f surI\ {a}.

Exemple 12.4

Soit f la fonction définie sur R* par f(x)= xIn(x). Montrer que I'on peut prolonger par continuité f en
0.

Solution
On constate que [ est continue sur R*. De plus,

linol f(x)=0 par croissance comparée
x—0+

Ainsi, on peut prolonger par continuité f en 0 en posant f(0)=0.

Remarque

Rigoureusement, on doit définir une nouvelle fonction f quiestégalea f surl\{a}, et telle que f(a)=".
En pratique, on confondra toujours f et f.

I'& Exercices 1,2, 3,4 et5.

5. Tableau de variations et convention

Remarque

Dans un tableau de variation, on convient que les fleches obliques indiquent que la fonction est continue
et strictement monotone.

6. Continuité par morceaux

Définition 12.4.

Une fonction f est dite continue par morceaux sur le segment [a, b] s’il existe une subdivision a, = a <
a, <---<a,=b (cest-a-dire un découpage du segment [a; b]) telle que les restrictions de f a chaque
intervalle ouvert ]a;, a;,;[ admettent un prolongement continu a l'intervalle fermé [a;, a;, ].
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Exemple 12.5

La fonction partie entiére est continue par morceaux sur R. En effet, sur tout segment de la forme |n; n+1|
(o1 n € Z) le fonction est continue (car constante), et prolongeable par continuité en n et n+ 1.

Il. Fonctions continues et résolution d’équation

1. Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoreme 12.3. Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I et a valeurs réelles. Alors I'image f(I) est un
intervalle.

Remarque

On a mieux : si I est un segment, f(I) est également un segment. Ainsi, si I est un segment [a; b], le
maximum et le minimum sont atteints : il existe deux réels u et v de I tels que f (u)=malx f(x) et
xe

f(v)=min f(x).

On utilisera la variante plus explicite suivante :

Théoreme 12.4. Théoréeme des valeurs intermédiaires II

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. Alors, pour tout réel k pris entre f(a) et f(b), il
existe au moins un réel ¢ de I'intervalle [a; b], tel que f(c)= k.

f@

\f
a
f(b) *———v
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Démonstration
Théoreme admis.

REFERENCE HISTORIQUE

Bernard Bolzano donna en 1817 la premiere démonstration analytique de ce théoreme. Weierstrass en
donna une autre plus tard, vers 1850.

2. Théoreme de la bijection

Dans le cas d'une fonction continue strictement monotone sur un segment, on dispose d'un énoncé plus
précis :

Théoréme 12.5. Théoréme de la bijection

Soit f une fonction continue strictement monotone sur l'intervalle I = [a; b]. Alors pour tout réel k
compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x)= k posséde une unique solution dans [a; b].

Démonstration

Soit k un réel compris entre f(a) et f(b). f étant une fonction continue, d’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe au moins un réel ¢ tel que f(c) = k. Supposons la fonction strictement croissante
(Ie cas décroissant se montre de la méme maniere). Alors :
e Pourtout x > c,ona f(x)> f(c)=k doncil n'y a aucun réel x > c vérifiant f(x)= k.
e Pourtout x < c,ona f(x)< f(c)=k doncil n'y aaucun réel x < c vérifiant f(x)= k.
Donc le réel c est le seul.

On dispose de la version suivante, qui sera celle 1a plus souvent utilisée :

Théoréme 12.6. Théoréme de la bijection II

Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone. Alors f est bijective de I sur f(I).

Meéthode

|

|

: On utilise le théoreme de la bijection (ou corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires) pour démontrer
: I'existence et 'unicité d'une solution a une équation. On vérifiera bien toutes les hypothéses : continuité,
| stricte monotonie, et déterminer I'intervalle image.

Exemple 12.6
On suppose que la fonction f est continue, et que ses variations sont décrites dans le tableau suivant :

f(x) —

-3

Montrer que I’équation f(x)=0 posséde une unique solution sur [0;5].

Solution

* f est continue sur [0, 5];
e f eststrictement croissante sur [0, 5].

D’apres le théoréme de la bijection, f établit une bijection de [0, 5] sur f([0, 5])=[—3, 4]. Or 0 €[—3, 4];
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doncl’équation f(x)=0 posséde une unique solution sur 'intervalle [0; 5].

3. Extension a un intervalle non borné

Le théoréme précédent peut étre étendu dans le cas d'un intervalle I quelconque.

Théoreme 12.7.

Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I. Alors 'image de I par f est encore
un intervalle, ], et f établit une bijection de I dans J.

Exemple 12.7
Si f est une fonction continue et strictement croissante sur ]a; b], alors pour tout réel k de l'intervalle

] lim f(x); f(b)], I'équation f(x)= k posséde une unique solution dans ]a; b].
x—a+

Exercice 12.8
Prouver que I'équation (E): x+/x = 1—x admet une unique solution sur R*™.

Solution

On se rameéne a une écriture f(x)=k : x+x+/x = 1. Soit f la fonction définie sur R** par f(x)=x+x+/x.
f est dérivable sur R** et sa dérivée vaut

f’(x)=1+%ﬁ>0

Lafonction f est donc strictement croissante, et continue sur ]0; +00o[. D’apres le théoréme de la bijection,
elle établit donc une bijection de ]0, +09[ sur

£(00, +o0)= lim £(x), Tim , £(x)] =10, +oo[

qui contient 1.
Léquation f(x)=1 possede donc une unique solution sur ]0; +oo[.

4. Meéthode d’encadrement d’'une solution par dichotomie

Dans le cas d'une fonction continue, et strictement monotone sur un intervalle [a; b], avec f(a)et f(b) de signe
contraire, on peut déterminer une valeur approchée de la solution de I'équation f(x)= 0 par dichotomie : on
découpe au fur et a mesure I'intervalle en 2 pour pouvoir cibler la solution.

1
0.5
(0]
0 0.25 0.5 0.75 1
Xg /
X4
-0.5
X5 |
-1 XB _—

Image disponible sur Wikipédia
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COMPLEMENT CULTUREL
Le mot dichotomie vient du grec dikha (en deux), et tomein (couper), c’est a dire “couper en deux”.

Algorithme 12.8.
Dans cet algorithme, e représente la précision de la valeur approchée.

Algorithme 2 : DICHOTOMIE

Entrées : Saisir a, b et e
Tantque b —a >e

e oyt

si f(a)x f(m)<0 alors
| be—m

sinon
| a—m

fin

FinTantque
Sorties : Afficher a et b

En Scilab, cela donne (a condition que la fonction f ait été définie, dans le cas f croissante) la fonction
suivante, ol [x; y] désigne I'intervalle de recherche de départ, et eps la précision :

Scilab 12.9. Algorithme de dichotomie ©

// Résumé : fonction appliquant 1'algorithme de dichotomie dans le cas ou la fonction
// f est définie et croissante sur 1l'intervalle de départ [x;y].
// On cherche avec une précision eps.

function [a,b] = dicho (x,y, eps)
a=x
b=y
while(b-a>eps) do
m=(a+b) /2
if f(a)xf(m) <= 0 then
b=m
else
a=m
end
end
endfunction

5. Continuité et sens de variation de f~!

Théoreme 12.10.

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f~!: f(I) — I est continue
sur f(I), strictement monotone et de méme monotonie que la fonction f.

Démonstration

Supposons f strictement croissante (le raisonnement est le méme dans le cas décroissant). Soient x et y
deux éléments de f(I) tels que x < y. Puisqu’ils sont dans f(I), il existe a et b dans 1 tels que x = f(a) et
y =f(b).

Puisque [ est strictement croissante, x = f(a)< f(b)=y=>a<b.Or,a=f"}(x)etb=f"(y).Ona
donc montré

Vx,»)e(fOP, x<y=F"x)<f"()

f~! est donc strictement croissante.
Etant strictement monotone, elle admet des limites a droite et a gauche en tout point de f(I). Supposons
qu’il existe y € f(I) tel que les limites a droite et 2 gauche de f~! en y soient différentes. En repassant par
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f, par continuité de f, les limites a droite et & gauche en f~!(y) sont donc différentes, ce qui est absurde,
puisque f est continue sur I.

IS Exercices6et?.

6. Suites récurrentes et continuité

La continuité va nous permettre de simplifier 'étude des suites récurrentes, mais également de pouvoir
déterminer les limites des suites récurrentes convergentes.

a. Intervalle stable

Démonstration
Soit f:I—Ret] cI. Ondit queJ est un intervalle stable de f si f(J) CJ, c’est-a-dire si

Vxel], f(x)e]

Exemple 12.9

Par exemple, I'intervalle [0, 1] est un intervalle stable de la fonction carrée. En effet, pour tout x €[0,1],
ona x?€J0,1].

Méthode
Pour démontrer qu'un intervalle I est stable, on dispose de deux méthodes classique :
1. Silestunintervalle dutypel=[a;b], onpartde a < x < b et on essaie de raisonner par implication
pour démontrer que a < f(x)< f(b).
2. Sinon, on étudie les variations de f, et en utilisant les monotonies de f et1’éventuelle continuité,
on conclut.

Exercice 12.10
Soit f : R — R définie pour tout x par f(x)=3x?+ 5x—%. Montrer que [-1;2] est un intervalle stable de

f.

Solution
f estun trindbme du second degré. On obtient alors le tableau de variation suivant :

+00 +00

f(x) T —

Sur [—-1;2], f est croissante. On a f(—1)=—1 et f(2)=2. Par croissance et continuité de f, on en déduit
que f([—1;2])=[-1;2].

Sans la continuité, mais uniquement avec la monotonie, on en déduit que f([—1;2]) € [—1;2], ce qui est
souvent suffisant.

Les intervalles stables sont trés pratiques pour I'étude des suites récurrentes :

Théoreme 12.11.

Soit f :1— R une fonction, J C 1 et soit « la suite définie par u, €1 et pour tout n, u, ., = f(u,).
Si uy €] et] est un intervalle stable de f, alors pour tout n, u, €J.
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Démonstration
Cela se montre rapidement par récurrence. Soit P la proposition définie pour tout n parP,, : u,, €]J.
e Pour n =0, par hypothese, 1, €] donc P, est vraie.
e Supposons la proposition P,, vraie pour un certain », et montrons que P, est vraie.
Par hypothése de récurrence, u, €J. Or ] est un intervalle stable de f, donc f(u,) €]. Or, par
définition, u,,; = f(u,) etdonc u,,; €J et donc P, est vraie.

D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout 7, et donc

VneN, u,€]

Remarque

Cela permet ainsi de montrer qu'une suite récurrente est bornée, en cherchant un intervalle stable de la
fonction sous-jacente.

Exercice 12.11

Soit u la suite définie par u, =1 et pour tout entier n, u,; = f(u,), avec f : x — %xz + %x - % Montrer
que pour tout n, u, €[—1;2].

Solution

On a montré dans I'exercice 12.10 que I'intervalle [—1;2] est stable par f. Puisque u, =1 <[—1;2], d’apres
le théoreme précédent, on a bien que pour tout n, u,, €[—1;2]

Remarque

En pratique, cette derniére récurrence sera systématiquement a rédiger, mais appliquée au contexte de
I'exercice.

b. Théoreme du point fixe

La continuité va permettre de déterminer la limite d'une suite définie sous la forme u,,,; = f(u,), lorsque f
est continue.

Théoreme 12.12.

Soit f une fonction continue, et £ un réel. Soit (u,,) une suite convergente, de limite £. Alors la suite (f(u,,))
converge également, et a pour limite f(¢).

Remarque

Si f n'est pas continue en x, mais si la fonction f a pour limite ¢ en x,, alors quelle que soit la suite (u,,)
de limite x,, (f(u,)) converge vers /.

Théoreme 12.13. Théoréme du point fixe

Soit f une fonction continue, et u une suite définie par u, donné, et pour tout n, u,,; = f(u,).
Si la suite u est convergente, alors par passage a la limite, en notant £ la limite de #, on en déduit que la
limite ¢ vérifie £ = f(£) : c’est donc un point fixe de la fonction f.

Meéthode

Le théoréeme précédent permet souvent de déterminer la limite d'une suite définie par récurrence lors-
qu’elle est convergente.

Exercice 12.12

Soit u la suite définie par u, = % et, pour tout 1, U, = /Uy-
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1. Montrer que la suite u est croissante, et que pour tout 7, 0 < u,, < 1.
2. En déduire que la suite u converge, et déterminer sa limite.

Solution
1. Méthode classique : on montre par récurrence que pour tout n, 0 < u,, < letque u, < U, ;.
Pour tout entier n, soit P,, la proposition définie par “0< u,, < 1”.
e Initialisation : pour n =0, on a uy, = % eton abien 0 < 1y < 1: P, est vraie.
e Hérédité : supposons que la propriété P, est vraie pour un certain entier 7, et montrons que
P, estvraie.
On a0< u, < 1. Lafonction racine étant croissante sur R, on a donc

Vo< Ju, <1

etdonc0< u,,; <1:P,,; estdonc vraie : la propriété est héréditaire.
e Conclusion : d’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout entier 7 :

Vn 0<u,<l1

Pour tout entier n, soit Q,, la proposition définie par “u,, < u,,,;".
Remarque : on aurait pu, aussi, montrer que [0; 1] est un intervalle stable de la fonction racine,

puis de démontrer rapidement par récurrence que pour tout n, u, €[0;1].

o Initialisation : pour n =0, 0n a u, = % etu; = % = @ > Ug. U < Up 2 Q est vraie.

e Hérédité : supposons que la propriété Q,, est vraie pour un certain entier #n, et montrons que
Q,,41 estvraie.
Ona u, < u,;.Lafonction racine étant croissante sur R*, on a donc

VvV Uy < vV Uyl
etdonc u,;; < U,4, : Q.41 est donc vraie : la propriété est héréditaire.
e Conclusion : d’apres le principe de récurrence, la proposition Q,, est vraie pour tout entier
n:
v n, uy < Upi1

La suite u est donc croissante.
Remarque : on aurait également pu démontrer, par récurrence, les deux propositions en une seule,
en démontrant “0< u,, < U, < 1"
2. Lasuite u est donc croissante et majorée. D’aprés le théoréme de convergence monotone, celle-ci
converge. Notons ¢ sa limite. Puisque la fonction racine est continue sur ]0;+00[, on en déduit par
passage a la limite que que ¢ = v/, c’est a dire £ = 0 ou £ = 1. Or, puisqu’elle est croissante,

1
Pour tout n,u, = uy= >

La limite est donc 1.

I= Exercice 9
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Exercices
Continuité

Exercices

Continuité

Exercice 1 Continuité-1 (10 min.)
Soit f la fonction définie sur R* par f(x)= xIn(x) pour x > 0, et f£(0) =0. Montrer que f est continue sur R*.

Exercice 2 Continuité - Il (10 min.)
Soit f la fonction définie sur R par f(x)=0six <0, et f(x)=e” pour x > 0. La fonction f est-elle continue?

Exercice 3 Continuité -1l (10 min.)
Etudier la continuité de la fonction f : x — x —[x] en 0.

Exercice 4 Continuité - IV (10 min.)
Peut-on prolonger la fonction f définie sur ]0; 1] par f(x)= ﬁ en0?en1?

Exercice 5 Prlongement par continuité Il (10 min.)
On considére la fonction f définie sur [—1, 0[ U ]0, +oo[ définie par

=YL

Montrer que I’on peut prolonger f en une fonction continue sur [—1, +09].

TVI

Exercice 6 Théoréme de la bijection (10 min.)
Montrer que la fonction f définie sur I =]—-2, +oo[ par f(x)=2— ﬁ établit une bijection de I sur un intervalle
a déterminer. En déduire le tableau de variations, puis préciser sa réciproque.

Exercice 7 TVI, fonction réciproque et suite (30 min.)

Soit f la fonction définie sur R" par f(x)=x3+x2+x—1.

Dresser le tableau de variations de la fonction f.

Montrer que f établit une bijection de R* sur un intervalle a préciser.

Etablir le tableau de variations de la fonction réciproque f~' de f.

Montrer que, pour tout entier n = 1, I'équation f(x)=n admet une unique solution. On note u,, cette
solution.

5. Etudier les variations et la limite de (u,,).

L e

Continuité et suites récurrentes

Exercice 8 Intervalle stable et suite (15 min.)
On considere la fonction f définie sur R par
5 1
x)==+
ASY 6 x2+5
et la suite (u,,),en définie par uy, =0, et, pour n >0, u, ., = f(u,).
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. Ftablir le tableau de variations de f sur R. En déduire que l'intervalle [0; 2] est stable par f.
. Montrer que pour tout n >0, u,, €[0;2].

(u,) est-elle monotone?

. Quelles sont les limites possibles de (u,,)?

Exercice 9 EDHEC (30 min.)
Soit n > 3. On note f, la fonction définie sur R* par f,(x)= x —nlIn(x).
1. Dresser le tableau de variations de f;, sur R}.
2. Montrer que I'équation f,(x)=0 admet exactement deux solutions. En notant u,, la plus petite, et v, la
plus grande, vérifierque V n > 3,0< u, <n<v,.
Quelle est la limite de la suite v ?
Montrer que pourtoutn=3,1< u, <e.
Montrer que f,(u,.,)=In(u,,). En déduire le sens de variation de la suite (u,,).
Montrer que la suite u est convergente, puis en encadrant In(u,,), déterminer sa limite.

o 0w

Exercice 10 EML E 2015 (40 min.)
Dans cet exercice on pourra utiliser ’encadrement suivant : 2 < e < 3.

Partie | : Etude d’'une fontion

On considere 'application p :R— R, x — p(x) = x%e* —1.
1. Dresser le tableau de variations de ¢, en précisant la limite de p en —o0, sa valeur en 0 et sa limite en
+0Q.

1
2. Etablir que 'équation e* = —, d’inconnue x € ]0, +oo[, admet une solution et une seule, notée a, et
q q >
X

1
que a appartient a 'intervalle ]E’ 1[.

On considere 'application f :R— R, x — f(x)= x3e~,
et la suite réelle (u,,),cy définie par: ug=1etVneN, u, ., = f(u,).

Partie Il : Etude d'une suite

3. Montrer:VneN, u, > 1.
4. Etablir que la suite (u,,),cy €st croissante.
5. Quelle est la limite de u,, lorsque I'entier n tend vers 'infini?

Pour aller plus loin

Exercice 11 Continuité et point fixe (10 min.)
Soit f :[0;1] — R une fonction continue, telle que f([0;1]) € [0;1]. En posant g : x — f(x)— x, montrer que la
fonction f admet au moins un point fixe.

Exercice 12 Continuité et égalité (10 min)
Soit n >0 et ay,--- a,, des réels deux a deux distincts de [0; 1]. Soit f;, 1a fonction définie sur [0; 1] par

1 n
falx)= = |x—a
k=1

Calculer f,(0)+ f,,(1), et en déduire qu’il existe au moins un réel u de [0;1] tel que f,,(u) = %
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Corrigeés

Continuité

Corrigés des exercices

Exercice 1
Sur R*, f est continue comme produit de deux fonctions continues. De plus

liIBl+ flx)= lirgl+ xIn(x)=0 par croissance comparée
X— X—

Puisque f(0)=0, f est donc continue en 0.
Bilan : f est continue sur R*.

Exercice 2

Sur R*, f est continue (car constante). Sur R¥, f est continue car la fonction exponentielle I’est. Le probleme
se situe donc en 0. Or

lim f(x)=1lim 0=0et lim f(x)= lim e*=f(0)=1

x—0- x—0- x—0+ x—0+

Ainsi, lir{)l flx)# liIBI f(x) :1afonction f n'est donc pas continue en 0, et n’est donc pas continue sur R.
x—0— x—0+

Exercice 3
Pour étudier la continuité de la fonction f en 0, il faut déterminer la limite de f en 0~ et en 07.
¢ Pour toutréel x €]—1;0[, [x]=—1, donc f(x)=x—(—1)=x+1.On adonc
lim f(x)=lm x+1=1
x—0- x—0—
¢ Pour tout réel x €]0;1[, [x] =0, donc f(x)=x—0=x.On adonc
lim f(x)=1lim x=0
x—0+ x—0t

Ainsi, linol flx)# liIIOl f(x):lafonction f n'est pas continue en 0.
x—0~ x—0+

Exercice 4

La fonction f est définie sur ]0; 1[. Pour la prolonger par continuité en 0 ou en 1, il faut déterminer ses limites
aux bornes.

e Puisque lir{]l In(x)=—o00, par quotient
x—0+
lim f(x)=0

x—0+
On peut donc prolonger par continuité la fonction f en 0, en posant f(0)=0.
¢ Puisque In(1) =0 et que pour tout réel x €]0; 1], In(x) < 0, par quotient

lim f(x)=—o00

On ne peut donc pas prolonger par continuité la fonction f en 1.

Exercice 5

La fonction x — v x + 1 est définie et continue sur [—1, +00[ par composée. Par somme et quotient, on en
déduit que f est bien continue sur [—1, 0[ U ]0, +00[.
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Déterminons sa limite en 0. Ecrite sous cette forme, elle est inderterminée. Utilisons la quantité conjuguée :
_Vx+1-1_ Vx+1+1

I(x) x x4l
_ VaAl -1
o x(Vari+1)

b 1

x(1/x+1—1)= Vi+i+1

Quand x tend vers 0, x + 1 — 1 et par composée

x—0
Vi+l—/1=1
x—0
Finalement, par somme et quotient :
1 1
lim ———=—
=0 4/x+14+1 2
Ainsi, f(x) 0 % On peut donc prolonger la fonction f en 0 par continuité, en posant f(0)= %
X—

Exercice 6
f est définie et dérivable sur I, par somme quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur ne

s’annule pas. Pour tout x €1 :
1

/
X)=
Fx (x+2)2
Ainsi, pour tout x >—2, f’(x)> 0. De plus, par somme et quotient :

Jim f(x)=2 et lim f(x)=—00

On obtient le tableau de variations suivant :

X 0 +00
signe de f'(x) +
2
variations de f /
—00

La fonction f est donc:

¢ continue sur I (comme somme et quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas;
ou alors, en anticipant sur un prochain chapitre, parce qu’elle est dérivable);

¢ strictement croissante sur I (car sa dérivée est strictement positive sur I).

Le théoreme de la bijection nous garantit que f établit une bijection de I sur f(I)=]—o0, 2.

Le méme théoréme garantit que f~! est continue, et de méme monotonie; son tableau de variations est :

X —00 2

variations de f! /

0

+00

Ici, on peut expliciter la bijection réciproque. Soit x €I et y € ]—00, 2[. Alors

fx)=y&2- S

x+2
= =2—
x+2 Y
S x+2= valide car y <2

1
Sx=—2+—
2—y
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On a obtenu I'expression de f!:

Vxel-00,2[, flx)=—2+ i

Exercice 7
1. Lafonction f estun polyndme, dérivable sur R*, de dérivée f’: x — 3x% +2x + 1. Son discriminant vaut
A=22—-4x3=-8<0.Ainsi, [ est strictement positive sur R*. De plus, d’apres la régle du terme de plus haut
degré :
. . 3
= =400
Jim ()= lim =+
et f(x)—0> f(0)=—1 par continuité de f sur R*.
xX—
On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 +00
signe de f'(x) +
+00
variations de f /
-1

2. Lapplication f est continue sur R, et strictement croissante. D’apres le théoréme de la bijection, f est
bijective de R sur f(R*)=[—1, +00l.

3. Le théoréme de la bijection nous garantit également que f~' est continue sur [—1, +oco[ et de méme
monotonie que f. On obtient le tableau de variations suivant :

X -1 +0o0

variations de f! /

0

+00

4. f étant bijective de R* sur[—1, +o0o], pour tout n > 1, I'équation f(x)= n admet une unique solution sur
R*.

5. En utilisant /!, on peut écrire x,, = f~!(n). Le tableau de variations nous garantit alors deux choses :

o f~! étant strictement croissante sur [—1, +00[, on en déduit que la suite (x,) est également strictement
croissante.

* Puisque f(x) —o too par définition séquentielle de la limite, on en déduit que
X—+00

lim x, =400

n—+0oQo

Exercice 8

1. Puisque x?+5> 0 pour tout réel x, f est définie et dérivable comme somme et quotient de polynomes
dont le dénominateur ne s’annule pas. On a alors

2x
(x2+5)2
Ainsi, f’(x) est du signe de —2x. Par quotient, rapidement, on a

VxeR, f/(x)=—

Jim_f(0)= lim_f(x)=2

On obtient donc le tableau suivant, sachant que f(0)= 2+ 1 = 3;

X —00 0 +00
signe de f’(x) + 0 -
31
L 30
variations de f ; / \ .
6 6
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On remarque que sur [0,2], f est décroissante. De plus, f(0) = 3 €[0,2] et f(2) = 2 + § = 13 €0,2]. Par
décroissance de f, on en déduit que f([0, 2]) [0, 2] et [0, 2] est un intervalle stable de f.
2. Récurrence classique. Pour I'hérédité, puisque u, €[0, 2] et que [0, 2] est stable par f, alors f(u,)<][0, 2],
c’'est-a-dire u,, €[0, 2].
3. On constate = = =3 = Pui d i 1l

. que u; = f(ug) = f(0)= 55 > 0= u,. Puisque u, et u, sont dans [0, 2], et que sur cet intervalle,
f est strictement décroissante, alors :

u; > uy = f(ug) < f(ug) soit u, < uy

Ainsi, la suite n’est ni croissante, ni décroissante.
4. Lafonction f est continue sur R. Toute limite ¢ de u vérifiera le théoreme du point fixe, c’est-a-dire f(£)=".
Ainsi:

5
=l — =/
fO=te st ms

5

@E(€2+5)+1=£(£2+5)
5, 25

S P+ —+1=0+5¢
6 6

5 31

SP—ZrP+50——
6 6
1 est une racine de £ — 2¢>+5(— 3. On obtient, apres factorisation
5 31 1 31
-0 +50—— =(£—1)(€2+—£+—)
6 6 6 6
—743

Le trindme du second degré qui apparait n'a pas de racine (son discriminant vaut A = =z < 0).
On a donc montré que f(¢)={ si et seulement si ¢ = 1. La seule limite possible est 1.

A\ | Attention
Ce n’est pas parce qu’'on a qu’'une seule limite qu’on est str que la suite converge vers 1. Il faut d’abord
montrer la convergence!

Exercice 9
1. Lafonction f, est dérivable sur R* (on y reviendra dans un prochain chapitre) et sa dérivée est donnée par
n x—n
Vx>0 fl(x)=1——=
fl=1-2=

Puisque x > 0, on constate que le numérateur est positif sur [ 7, +00[ et négatif sur ]0, n]. La fonction f,, est
donc strictement décroissante sur ]0, n] puis strictement croissante sur [ 7, +00[. De plus

. . : In(x) . )
J}l_l}){ fu(x)=400 et xl_l)grnoo fulx)= xgrglw X (1 —n o ) =+00 par croissance comparée

On obtient donc le tableau de variations suivant :

X 0 n +00

+00 +00

fulx) T~ _—

n—In(n)

2. Pour n 23, n—nln(n)=n(1-In(n)) <0. Ainsi, f, est continue sur R*, strictement décroissante sur ]0; 1]
et strictement croissante sur [7;+00[. De plus,

fn(10; n]) =1n—nln(n);+oo[ et f, ([n;+o0[) = ]n—nln(n);+oo[ avec 0 € [n — nln(n);+oo|

D’apres le théoreme de la bijection, il existe une unique solution a I'’équation f,(x)=0 sur l'intervalle ]0; n],
que I'on note u,,, et une unique solution a I'’équation f,(x) =0 sur I'intervalle [n;+0c0[, que 'on note v, . Ainsi,

O<u,sn<vy,
Or, f,(n)=n—nln(n)+# 0 pour tout n > 3. Ainsi

O<u,<n<uy,
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3. Puisque, pourtoutn =3, n< v, et que hm n =400, par théoréeme de comparaison,

lim v, =+00
n—+00

4. Pour n >3, onal€|0;n[ et e €]0; n[. De plus,
f()=1—nIn(1)=1>0et f,(e)=e—nln(e)=e—n<0sin=>3
Par stricte décroissance de f,, sur ]0; n[, on en déduit donc
flO< flu) < f)=1<u, <e
5. Par définition de u,,,, ona f,;; (#,4;)=0. Ainsi,
Up—(n+1D)In(u, ) =0 Uy =(n+1)In ()
Ainsi,
fop)=up—nln(u,n) =M+ 1)In(u,0)—n(u,0)=n(u,)

D’apres la question précédente, 1 < u,,,, < e doncIn(u,,;)> 0. Donc

fn(un+1)>0=fn(un)

Par stricte décroissance de f,, sur ]0; n], on en déduit donc que, pour tout entier n > 3, u,,, < u, :la suite (u,,)
est donc décroissante a partir du rang 3.

6. Lasuite u étant décroissante a partir du rang 3, et minorée par 1 d’apres la question 3., elle converge donc
par le théoréme de convergence monotone. On sait que

u
fuluy)=u,—nln(u,)=0 In(u,)= -
Puisque 1 < u, < e, on obtient 0 < < < £. Puisque

e
lim 0= lim —=0
n—-+00 n—+oo n
d’apres le théoreme d’encadrementn, la suite ( ) converge, et sa limite vaut 0. Or, In(u,,) = % Donc (In(u,,))
converge également vers 0. Ainsi

lim u,= lim ™" =1
n—+oo n—+0o

Exercice 10

Exercice 11

Posons g : x — f(x)—x. g est continue comme somme de deux fonctions continue. De plus :
. g(0)=f(0)> 0 car F0;1) [0;1].

e g(1)=f(1)—1<0car pour toutréel x €[0;1],0< f(x)<1donc—1< f(x)—1<0

Ainsi, g est continue, g(0) > 0 et g(1) < 0. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation g(x)=0
admet au moins une solution sur [0; 1], que 'on note a. Ainsi, g(a) =0 < f(a)=a : f admet au moins un
point fixe.

Exercice 12
Puisque, pour tout entier k entre 1 et n, a; €[0;1], on a |a| = a; et |1 —ay| =1—ay. Ainsi,

0)+ f,(1)=— —ai|+— l—ai|=— agl+|1—agl)=— ap+l—ap)=—» 1=—xn=1
[0+ £,(1) nZ' il nZ] il n;u el +1—ag) n;(k ") n; ,

Ainsi, fn(O) =1—f,(1). A1n51 si f,(0) < 2, nécessairement f,(1) =1— f,(0) > .Réciproquement, si fn(0)>%
alors f,,(1) = 1— f,,(0) < 5. Dans tous les cas, 'un des deux est inférieur a 2 et 'autre est supérieur a % La
fonction f étant continue sur [0; 1], comme somme de fonctions continues, d’apres le théoreme des valeurs

intermédiaires, il existe au moins un réel u tel que f(u)= %
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Chapitre

Calcul différentiel

Résumé
Dans ce chapitre, on (re)définit rigoureusement la notion de nombre dérivé et de fonction dérivée. On
utilise ensuite celle-ci pour I'étude de fonctions (variation, convexité), et pour obtenir de jolis résultats
(inégalité des accroissements finis, inégalité de convexité).

« Sans doute les infinis et les infiniment petits que nous concevons sont-ils imagi-
naires, mais aptes a déterminer des choses réelles, comme le font généralement
du reste les racines imaginaires. IIs se trouvent dans les régions idéales, dont les
choses sont régies comme par des lois, méme si elles ne se trouvent pas dans les
parties de la matiere. »

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) — Lettre a Jean Bernoulli (1698)
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Chapitre 13 : Calcul différentiel

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(@ Connaitre la notion de dérivabilité :

¢ Savoir montrer qu'une fonction est dérivable en un point en utilisant le taux

6 = ToTer (o) F1-T ) 0 0 =) o | P |
¢ Savoir utiliser la dérivabilité a droite et a gauche pour démontrer une dérivabilité............. m|
¢ Savoir déterminer I’équation d'une tangente a une courbe en un point........................ m|

@ Savoir utiliser les formules de dérivation :

¢ connaitre les dérivées des fonctionsusuelles ...t O
¢ savoir déterminer la dérivée d'une somme, d'un produit, d'un quotient, ou d'une composée. .
* savoir déterminer la dérivée en un point d'une fonction réciproque..................... . ... |

® Savoir utiliser le théoréme de prolongement 6! pour montrer qu'une fonction est dérivable en un point
O

(®» Concernant les applications:

¢ savoir utiliser 'inégalité des accroissements finis.............c.ooiiiiiiii it m|
¢ connaitre le lien entre signe de la dérivée et monotonie d'une fonction........................ m|
¢ savoir déterminer la convexité d'une application...............coooiiiiiiiii il m|
¢ savoir utiliser la convexité pour en déduire des inégalités.....................coiiiiiii. |

(® Savoir étudier completement une fonction (tableau de variations, comportement asymptotique) . ..O
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I. Dérivabilité en un point

1. Définition

Définition 13.1.

Soient I € R un intervalle, x, €I et f : 1 — R une fonction.
On dit que f est dérivable en x; sila fonction

f(x)—f(xo)

X — X

Ty i X

appelée taux d’accroissement de f en x;, admet une limite finie quand x tend vers x,. Cette limite est
alors appelée nombre dérivé de f en x, et est notée f’(x;) ou %(xo) :

()= lim L=/ ()

Xo X — Xy

Remarque
En posant h = x — x,, et sous réserve d’existence, on a également

flxo+h)— fxp)

/ T
f(%0) = lim ;

Méthode
Pour montrer qu'une fonction f est dérivable en x;, on détermine le taux d’accroissement

I
I

I

I

: 1, 1 xm LT )
I ° X — Xo
I

I

et on cherche sa limite en x,. Si la limite est finie et vaut a, la fonction f est dérivable en x;, et f/(x,) = a.

Exemple 13.1
Soit f la fonction définie sur R par f(x)= x2. Montrer que | est dérivable en 1.

Solution
Déterminer le taux d’accroissement :

T,(x)=

Donc f est dérivableen 1, et f'(1)=2.

f)=fF1) _ x*—1 _

~—

2. Interprétation géométrique

Si on note M le point de coordonnées (x, f(x,)) et M le point de coordonnées (x, f(x)), alors le taux d’ac-

croissement £2=/(%)

_xﬂx") représente le coefficient directeur de la droite (MyM). Ainsi :
¢ Si f est dérivable en x,, la famille de droites (My,M) admet une position limite lorsque x tend vers x; :
la droite passant par M, et de coefficient directeur f’(x,). Cette droite est appelée tangente en M, a la

courbe de f.
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Tangente

\

* Silalimite du taux d’accroissement est infinie, la courbe de f possede en x, une tangente verticale au
point M, d’équation x = x,.

Remarque
Si f est dérivable en x, la courbe de f admet donc une tangente en M(x,, f(x,)) d’équation

¥ = f(x0)(x — x0)+ f(x0)

Exemple 13.2

Puisque la fonction carrée est dérivable en x, = 1, alors sa courbe représentative admet au point My(1,1)
une tangente, d’équation y =2(x —1)+1=2x—1.

I'& Exercices 1 et2 |

3. Développement limité d'ordre 1

Supposons la fonction f : I — R dérivable au point d’abscisse x, € I. Alors, la fonction ¢, définie par

g(x)= f(x)=f(x0)—(x — x0) f'(x0)

X— Xy
est bien définie au voisinage de x, et est de limite nulle.

Définition 13.2.

Soit f : I — R une fonction dérivable en x,. Alors, au voisinage de x;, on peut écrire

F(x)= f(x0)+ (x — x0) f/ (%) + (x — xg)e(x) []
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ou ¢ est de limite 0 en x;.
Cette écriture est appelé développement limité a ’ordre 1 en x, de la fonction f.

Remarque

Si f est dérivable en X, alors elle admet un développement limité a I'ordre 1 en x;.
Réciproquement, si f admet un développement limité a I'ordre 1 en x;, de la forme

f(x)= f(x0)+a(x —xo) +(x — xo)e(x)

avec ¢ de limite nulle en x,, alors f est dérivable en x, et f’'(xy) = a.

Exemple 13.3
La fonction f définie sur R par f(x)= x? admet un développement limité en 1 et

fX)=fO)+x—-1Df/M+(x—De(x)=1+2(x—1D)+(x—1e(x)= 2x—1 +(x—1)g(x)

eq. de la tangente

4. Dérivabilité et continuité

La notion de dérivabilité en un point est plus forte que la continuité. En effet :

Théoreme 13.1.

Soit f:I—=Ret x,€1. Si f est dérivable en x,, alors f est continue en x;.

Démonstration
Si f est dérivable en x,, on peut donc écrire, au voisinage de x;

F(x)= fx0)+ (x — x0) f/(x0) + (x — x0)e(x0)

En faisant tendre x vers x,, on obtient alors
lim f(x)= f(x)
X—Xg

Donc f est bien continue en x;.

Attention

Une fonction peut étre continue en un point, sans étre dérivable. Par exemple, la fonction racine est
continue en 0. Pourtant, elle n’est pas dérivable en 0. En effet
V=0 1

— —+o0o

x—0 VX x>0

To(x)=

5. Dérivabilité a droite et a gauche

Puisqu’on dispose de limites a droite et a gauche, on peut également s’intéresser a la dérivabilité a droite et a
gauche en un point.

Définition 13.3.

Soit f : 1 — R une fonction, et x, €I qui n’est pas a la frontiére (pour pouvoir parler de limite a droite et a
gauche).
¢ On dit que f est dérivable a droite en X sile taux d’accroissement de f en x, admet une limite a
droite en x,. Dans ce cas, on note
x)—f(x x)—f(x
Fia)= tim TEIZIG) o FE0)—f G
X—

Xy X — Xy J)CC;’;CC(;) X— Xy

e Ondit que f est dérivable a gauche en x, sile taux d’accroissement de f en x, admet une limite [‘j
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a gauche en x,. Dans ce cas, on note

f/(xo)z lim M = lim M
4 X— Xy X — X J;:))_)Cc(;, X —Xp

On dispose du méme théoreme que pour les limites :

Théoreme 13.2.

Soit f : I — R une fonction, et x, € I qui n'est pas a la frontiére de I. Alors f est dérivable en x; si et
seulement si f est dérivable a droite et a gauche en x; et f;(x) = ];,’(xo).

Dans ce cas, f*(xo) = f(x0) = f (o).

Remarque

Une fonction peut étre dérivable a droite et a gauche en un point, sans que f;(x,) soit égal a ];,’ (x0). Dans
ce cas, la courbe admet des demi-tangentes. Par exemple, si f : x — |x|, f admet une dérivée a droite en
0 (qui vaut f£(0)= 1) et une dérivée a gauche en 0 (qui vaut fg’(O) =-1)).

fg(0)=-1 fy(0)=1

Les nombres dérivés a droite et a gauche étant distincts, la fonction n’est pas dérivable en 0.

Remarque
Sila fonction f n’admet ni dérivée a droite ni a gauche en x,, mais que

f(x)—f(x) _

x—(xg)~/+ X— Xy

+o0

alors la courbe de f admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse x;.

Exemple 13.4

La fonction racine admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 0.

6. Nombre dérivé et extremum
Théoréme 13.3.

Soit f : 1 — R une fonction et x, €I qui n’est pas a la frontiére de I. On suppose que f est dérivable en x;.
Si f admet un extremum local en x, alors f”(x,)=0.

Démonstration
Supposons que f admette un maximum en X,. Alors, sur un intervalle J autour de xj, on a f(x) < f(xo).
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Mais alors :
* Pour x < xg, %ﬁx") > 0. Par passage a la limite, puisque f est dérivable en xy, on a f’(x;) =
fg’ (x)=0.
e Pour x > Xy, %’;‘f’c") < 0. Par passage a la limite, puisque f est dérivable en x;, on a f'(x,) =
fi(x)<0.
Et donc f/(x) =0.

Remarque
Ainsi, si f est dérivable en x; et admet un extremum local, alors la tangente y est horizontale.

A| Attention

¢ La réciproque n’est pas vraie : si f'(x,) = 0, cela n'implique pas nécessairement que f admet
un extremum local en x,. Par exemple, si f : x — x2, alors f’(0) = 0, et pourtant 0 n’est pas un
extremum local de f.

1 0 Tangente

¢ Le théoréme précédent n’'est valable que pour tout point en dehors de la frontiére de I. Ainsi, une
fonction peut admettre un extremum local sans pour autant que la dérivée en ce point soit nulle :
dans ce cas, elle admet son extremum local en une borne de l'intervalle.

Il. Dérivabilité sur un intervalle

1. Fonction dérivée
Définition 13.4.

Soit f : I —R. On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I. Sa fonction dérivée est
alors notée f’: x — f’(x) ou % X %(x).

Notation

On dit que f est de classe 2! surI (et on note f € 2(I,R)) si f est dérivable sur I.
On dit que [ est de classe 6" sur (et on note f € €'(I,R)) si f est dérivable sur I, et si sa dérivée [’ est
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continue sur I.

Dérivées des fonctions usuelles

Théoreme 13.4.
On dispose des dérivées usuelles suivantes :
D flx)= dérivable sur | f’(x)=
R | x"(neN¥ R nx"!
R* | x"(n<0) R* nx"t
R™ | x%(aeR) R* ax®?
R a* (a>0) R In(a)a”™
R* Jx R L
24/x
R e* R er
1
R** Inx R** —
X

Démonstration

Démontrons la premiére ligne du tableau. Soit n € N* et f : x — x". Soit x; € R. Notons T le taux
d’accroissement en x,. On a donc

_F)—flx) _ x" -y

X — X X—X

T(x)

* Premier cas: x,=0. Dans ce cas T(x)=x"1——0=nx0""1.
X—Xy
e Deuxiéme cas: x, # 0. Dans ce cas, on peut écrire :
-1 -2 —3,.2 -1
(X =X)(x" T+ X" X+ X"TOxg o+ X)) i

T(x)= =x" 4 x"xp+ x
X — X

n—-3 .2 n—1
Xo +e+ X

Il'y a n termes dans la somme, et chaque terme tend vers x/'' lorsque x tend vers x,. Donc
lim T(x)=nx x]~"
X—Xg

3. Opérations sur les dérivées

Théoréme 13.5.
Soient f et g deux fonctions dérivables en x,. Soit A € R. Alors :
1. f+getAf sontdérivablesen xy, etona(f+g)(xy)=f'(x0)+& (x0) et (A fY (x0) =N\ f'(xo) (linéarité
de la dérivation)
2. f x g estdérivable en x,, etona

(f x &) (x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g" (o)
3. Si g ne s’annule pas en X, § est dérivable en x;, eton a

IAY _ J'(x0)g(x0) — f (x50)8" (xo)
H ()= g(0)?
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Remarque

Ainsi, si f et g sont dérivablessurl,ona(f+g) =f'+g (A fY=Af",(fxg)=f'g+fg et(é)/z %.

Démonstration
Montrons le deuxiéme point. Notons T le taux d’accroissement de f x g en x,. On a donc

T(x) = F(x)g(x)—f(x0)g(xo) _ fx)g(x)— f(x0)g(x)+ f(x0)g(x)— f(x0)g(x0)
B X — X B X — X

et donc

_ f(x)g(x) = f(xo)g(x) N f(x0)g(x) = f(x0)g (x0) _ f(x)—f(xO)g(x)+f(x0)g(x)—g(xo)

X — Xy X — Xy X — Xy X — Xy

T(x)

Puisque f est dérivable en X

()= f(x) _ .,
)
IoX X — X

Puisque g est dérivable en x,, g est continue en x,. On a donc

lim g(x)=g(x,) et lim w

X=Xy X=X X — Xy

=8 "(x0)
Par somme et produit des limites, on a donc

lim T(x)= f'(x0)g(x0) + f(x0)g" (xo0)

X—Xp

Les autres se font de la méme maniere.

Théoreme 13.6.

Soient f :1— R et g :] — R deux fonctions telles que f(I) CJ (pour pouvoir composer les fonctions). Si f
est dérivable en x, et g est dérivable en f(x;), alors g o f est dérivable en x,, et on a

(g0 fY(x0)=g'(f(x0)) x f'(x0)

Remarque
Ainsi, si f et g sont dérivables respectivement surI et ], alors g o f est dérivable surl, etona(go f) =

gofxf.

Attention
On fera attention a bien justifier la dérivabilité d’'une fonction composée

Exemple 13.5

Soit f : R — R la fonction définie pour tout x par f(x)=In(x?+ 1). Démontrer que f est dérivable sur R
et déterminer sa dérivée.

Solution

La fonction x — x2+ 1 est dérivable sur R et a valeurs dans [1;4+00[C R%. Comme la fonction In est
dérivable sur R%, par composition, f estdérivable sur R, et on a

2x
eR, f/(x)=———
Vx fx) x2+1

Proposition 13.7. Composées particuliéres

Soit u une fonction dérivable sur I.

 Pour tout entier n > 0, la fonction u” est dérivable sur I, et sa dérivée est (u") = nu’u"".
e e¥ est dérivable sur I, et sa dérivée est (e*) = u'e¥.
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u

* Si u est strictement positive sur I, 4/u est dérivable sur I, et sa dérivée est (y/u) = S

* Si u est strictement positive sur I, u® est dérivable sur I, et sa dérivée est (u*) =au u%1,
. . o, . P s’ . 7 4
* Si u est strictement positive sur I, In u est dérivable sur I, et sa dérivée est (In u) = 4.

~

Exemple 13.6
Soit f la fonction définie sur R par
fx)=e™

Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f”.

Solution
Puisque x — —x? est dérivable sur R (polynéme), par composée, f est dérivable sur R, et

VxeR, f'(x) =—2xe ™

I= Exercice 3.

4. Dérivée d'une fonction réciproque

Théoreme 13.8.

Soit f :1—] une fonction bijective, et soit f~! : f(I) — I sa fonction réciproque. Soit x, € I. On suppose
que f est dérivable en x,.

 Si f/(x,) #0, alors f~! est dérivable en y, = f(x;), etona
1
FY00)= 5
=m0
* Si f'(x,)=0, alors f~! n'est pas dérivable en y, = f(x,), et sa courbe représentative posséde une
tangente verticale en y;.

Méthode
Pour montrer que f~! est dérivable en réel y :

 On écrit y, = f(x) (soit x, = f~'(3)) et on montre que [ est dérivable en x,.
¢ On s’assure que f’(x,) #0.
On peut alors conclure que f~! est dérivable en y,, et que

Exercice 13.7
Soit f la fonction définie sur R par
flx)=e™
1. Montrer que f réalise une bijection de R¥ sur ]0; 1[.

2. Montrer que f~! est dérivable en %
3. Montrer que f~! est dérivable sur ]0; 1] et déterminer sa fonction dérivée.

Solution

1. f estdérivable sur R comme composée de fonctions dérivables, et pour tout réel x,

fl(x)=—2xe*
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Pour tout x >0, f’(x) <0 donc f est strictement décroissante sur R* . De plus, par composée,
lim =e’=1 lim =
x_)of(x) e et lim f(x)=0

[ étant dérivable sur R, elle est a fortiori continue sur R¥. D’apres le théoreme de la bijection, f
est bijective de ]0; +oo[ sur f (]0;+o0[) =]0; 1].
2. Remarquons que

1 1
flx)= > oe = > = x?=In(2) & x = v/In(2) car x>0

Or f est dérivable en 4/In(2) et
f (\/1n(2 )— —2/In(2)e" ——2+/In(2)e" "
Ainsi, f~! est dérivable en j et
() ——
2) —24/In(2)e"n@
3. Soit y €]0;1[. De la méme maniére,

fx)=y eV = y & —x’=In(y) e x=+/—In(y)
(qui a bien un sens car y €]0; 1] donc —In(y) > 0). Or, f est dérivable en /—In(y) et

f’(\/—ln(y))=—2\/—1n(y)e_("_ln(yn:—2 —In(y)e™™ =—2y4/—In(y)#0
Donc f~! est dérivable sur ]0; 1[ et
, 1 1
)=

FV=IG)  —2yv=In(y)

Remarque
¢ Dans l'exercice précédent, on a en réalité montré que

fx)=y e y=+/-In(y)

Ainsi f71:]0; 1[— R est définie par,
Vy €l f7(y) =/ —In(y)

On peut donc remarquer que f~! est bien dérivable sur ]0; 1[ par composée, et
1

—1y/ _ y
W)= g

* Sila dérivée f’ ne s’annule jamais, la fonction f~! est donc toujours dérivable. Dans I'exercice
précédent, f’ était toujours strictement négative sur R*.

5. Théoréme de prolongement ¢!

Théoréme 13.9. Théoréme de prolongement !

SoitI un intervalle, et x, € 1. Soit f : I — R une fonction. On suppose que :

¢ f est continue surI.
* festde classe 6! surI\{xy}.
¢ f’admet une limite finie / lorsque x tend vers x;.

Alors f estde classe 6! surl, etona f’(x)=1.

Remarque

Ce théoreme est tres fort, puisqu’il permet de conclure que f est dérivable en x; sans avoir a étudier la
dérivabilité en tant que telle. Il suffit d’étudier la limite de la dérivée.
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Meéthode

Pour montrer qu'une fonction définie par morceaux est de classe 6!, on utilisera trés souvent le théoréeme
de prolongement 6! :

* on montre que f est de classe 6! sur I sauf en un (ou plusieurs) points.
¢ on montre que f’ admet des limites finies aux points ot elle n’apparait pas dérivable.

I

I

I

I

I

|

1 e on montre que f est continue sur I.
I

I

|

| .

1 On conclut alors qu’elle est bien de classe 6! surI.

Exemple 13.8
Soit f : R — R définie par f(x)= e pour x #0, et £(0)=0. Montrer que | est de classe 6! sur R.

Solution

f estbien continue sur R. En effet, f est continue sur R* (composée de deux fonctions continues), et par
composée,

lim f(x)= lim f(x)=0=f(0)
x—0- x—0+
De plus, f est dérivable sur R* et sa dérivée est donnée pour tout x # 0 par
2 1
(x)= —e =2
flx)=—_3e

qui est bien continue sur R* : f est donc bien de classe 6! sur R*.
Enfin, en posant X= -, on a

lim f/(x)=_lim 2X*2eX=0

x—0 X—+00
par croissance comparée.
Bilan : d’apres le théoréme de prolongement 6!, f est de classe 6! surR, etona f/(0)=0.

6. Dérivées successives
Définition 13.5.

Soit I un intervalle.
 Ondit que f est deux fois dérivables si f et f’ sont dérivables. Dans ce cas, on note f” ou f? la
dérivée de f".
* Plus généralement, on dit que f est n fois dérivables (1 > 1) si, pour tout entier p < n—1, f?) est
dérivable. On note alors f*) = (f(»=Dy,

Définition 13.6.

Soit I un intervalle. On dit que f est de classe 6" surI si f est n fois dérivable, et si pour tout p < n, fP)
est continue.

Remarque

D’apres un théoréme précédent, pour montrer qu'une fonction est de classe 6", il suffit de montrer que
f est n fois dérivable, et que sa dérivée n-ieme est continue.

Définition 13.7.

Soit I un intervalle. On dit que f est de classe ¢ °° si f est indéfiniment dérivable, et si toutes ses dérivées
sont continues.

Remarque

Toutes les fonctions usuelles (exponentielle, In, polynémes) sont de classe 6 sur leur domaine de
définition.
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I'& Exercices 5, 7 et 8.

lll. Application de la dérivation

1.

Dérivée nulle sur un intervalle

Théoreme 13.10.

Soit I un intervalle fermé, ouvert, ou semi-ouvert de bornes (a, b) € R?. Soit f : I — R une fonction
continue sur I, et dérivable sur ]a; b[. Alors

f est constante surl & VY x €la; b, f'(x)=0

Attention

Sil n’est pas un intervalle, le résultat est faux! Par exemple, si f : R* — R est la fonction définie par
f(x)=—msur ]—o00;0[, et f(x)=+2si x>0, alors f vérifie les conditions de I'hypothese, sans pour
autant que f soit constante.

Conséquence 13.11.

Soient f et g deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I, et a € I. On suppose que f(a)= g(a).
Alors

f=g'surl< f=gsurl

2.

Monotonie et signe de la dérivée

Théoreme 13.12.

SoitI un intervalle de bornes a et b. Soit f : I — R une fonction continue sur I, dérivable sur ]a; b[.
* f estcroissante (respectivement décroissante) surI si et seulement si pour tout x de ]a; b, f/(x)> 0
(resp. f/(x)<0)).
* f eststrictement croissante (respectivement strictement décroissante) sur I si et seulement si [’
est strictement positive sur ]a; b[ (resp. strictement négative) sauf éventuellement en un nombre
fini de réels o1 f’ s’annule.

A.

Exemple 13.9

Lexemple classique est celui de la fonction cube : soit f : x — x3. f est dérivable sur R etona f’(x)=3x2.
f’ eststrictement positive sauf pour x = 0. D’apres le théoreme, la fonction f est tout de méme strictement
croissante sur R.

Méthode
Pour étudier les variations d'une fonction (quand ce n’est pas une fonction classique) :

¢ on justifie que la fonction est bien dérivable,
¢ on déterminer la dérivée de la fonction,
¢ on détermine le signe de la dérivée, avant de conclure.

Exemple 13.10
Soit f la fonction définie sur R par f(x)= x3+3x. Montrer que [ est strictement croissante sur R.

Solution

f est dérivable sur R en tant que polyndme, et on a pour tout réel x, f'(x)=3x2+3. Or, pour tout réel x,
f’(x)>0: ainsi la fonction f est strictement croissante.
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I'& Exercices 14 et 15

3. Inégalité des accroissements finis

Théoreme 13.13. Inégalité des accroissements finis

Soit f :[a; b] — R, continue sur [a; b], et dérivable sur ]a; b[. On suppose qu'il existe deux réels m et M
tels que,
V x€la;b[, m< f/(x)<SM

Alorson a
m(b—a)< f(b)—f(a)<M(b—a)
ou encore
m<f0)=fla)
b—a
Démonstration

Démontrons I'une des inégalités, par exemple f(b)— f(a) < M(b — a). Pour cela, on introduit la fonction
g :[a; b] — R, définie pour tout x de [a; b] par g(x) = f(b)— f(x)—M(b — x). g est dérivable sur ]a; b[
comme somme de fonctions dérivables, et on a

V x€la;bl,g'(x)=—f'(x)+M=0

Donc g est croissante sur [a; b]. Ainsi, pour tout x €[a; b],g(x) < g(b)=0. On a donc bien, en particuler
gla)<O.

Conséquence 13.14.

Soit f est une fonction dérivable sur I. On suppose qu’il existe un réel C > 0 tel que
Vxel, |f(x)<C

Alors
V(a,b)el? |f(b)—f(a)<Clb—al

Meéthode

Linégalité des accroissements finis permet d’obtenir des inégalités intéressantes, en introduisant la
bonne fonction.

Exemple 13.11
Montrer que pour tout entier n > 1,

<In(n+1)—In(n) <

S|~

n+1

Solution

Soit n € N*. Soit f :[n; n+1] — R définie pour tout réel x € [n; n+1] par f(x)=In(x). Alors f est dérivable
sur[n;n+1],etona

1 1 1
<fllx)==—<—
n+1 Fix) X n
D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a donc
1 1 1 1
= (n+1—n)<In(n+1)—In(n)< —(n+1—n)=—
n+l n+l n n

I'& Exercices 8 et 9.
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4. Nombre dérivé et extrema locaux

Nous avons vu que si f/(x) =0, cela n'implique pas forcément qu'’il y ait un extremum local en x. On dispose
cependant du théoréme suivant :

Théoréeme 13.15.

Soit I un intervalle, et f : T — R une fonction dérivable. Soit x, €1. Si f’ s’annule en x, en changeant de
signe, alors f admet un extremum local en x,.

Exemple 13.12
Dans le cas de la fonction cube, f’(0)=0 mais la dérivée reste positive.

IV. Convexité

1. Définition
Définition 13.8.

Soit I un intervalle, f : 1 — R une fonction, et 6 sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

* Ondit que f est convexe si sa courbe représentative 6 est en dessous de chacune de ses cordes.
* On dit que f est concave si sa courbe représentative 6 est au dessus de chacune de ses cordes.

Fonction convexe Fonction concave

Remarque

Sil=[a;b], on peut constater que g(t)= ta+(1—t)b parcourt le segment [a; b] si t parcourt [0;1].

De méme, ¢ f(a)+ (1 —t)f(b) parcourt la corde liant (a, f(a)) et (b, f(b)). Ainsi, cette définition peut
également s’écrire, en traduisant mathématiquement :

A. Crouzet 291 ©@®®O



Chapitre 13 : Calcul différentiel

tf(@)+(1-0f(b)

f(ta+(1-t)b)

a ta+(1-t)b b

Définition 13.9.

SoitI un intervalle, et f : I — R une fonction.
* Lafonction f est convexe sur I, si, pour touta,b €Itelsque a < b on a

Vetel0;1], f(ta+(1—t)b)<S tf(a)+(1—1t)f(b)
* Lafonction f est concave surl, si, pour touta,b €Itelsquea < b on a
Vtel0;1], f(ta+(1—t)b)=tf(a)+(1—1t)f(b)

Exemple 13.13
La fonction [ : x — x? est convexe sur R. En effet, soient a et b deux réels tels que a < b et r €[0;1]. On a

f(ta+(1—t)b)=(ta+(1—1t)b)*=t*a*+2t(1—t)ab +(1—t)*b*
On a alors
f(ta+(1—t)b)—(t f(a)+(1—1)f(b)) = t(t—1)a’*+t(1—t)2ab+(1—t)t b* = t(t—1)(a—b)* < 0 puisque ¢ €[0;1]

2. Convexité, continuité et dérivabilité

Théoreme 13.16.

Une fonction convexe sur un intervalle ouvert I est continue, et admet des dérivées a droite et a gauche
en tout point.

Démonstration
Résultat admis.

Remarque

Ainsi, par contraposée du théoreme précédent, si une fonction n’est pas continue sur un intervalle I, elle
ne peut a fortiori pas étre convexe sur cet intervalle

3. Convexité et dérivée
Théoreme 13.17.

Soit I un intervalle ouvert, et f : 1 — R une fonction dérivable sur I.
Alors f est convexe (respectivement concave) sur I si, et seulement si, f/ est croissante (resp. décroissante).
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Démonstration
Résultat admis.

Exemple 13.14

¢ Lafonction exp est convexe sur R. En effet, exp’ = exp qui est bien une fonction croissante.

¢ La fonction In est concave sur R::. En effet, pour tout x > 0, In’(x) = % et la fonction inverse est
décroissante sur RY.

4. Inégalité de convexité

Théoreme 13.18.

Une fonction dérivable est convexe si et seulement si elle est au dessus de chacune de ses tangentes. Elle
est concave si et seulement si elle est en dessous de chacune ses tangentes.

Application 13.15

Comme la fonction exp est convexe, la courbe de la fonction exp est toujours au dessus de ses tangentes.
En particulier, elle est au-dessus de la tangente en 0, d’équation y = x + 1. Ainsi,

Vx, ef21+x

De méme, la fonction f : x — In(x + 1) est concave sur | — 1;+00[, donc la courbe de f est toujours en
dessous de ses tangentes, et en particulier sa tangente en 0, d’équation y = x. Ainsi,

Vxe€]—1;+00[, In(x +1)< x

5. Convexité et signe de f”

Théoreme 13.19.

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I. Alors f est convexe (respectivement
concave) si et seulement si f” est positive (resp. négative).

Démonstration

Supposons la fonction f deux fois dérivable sur I et convexe. D’apres le théoréme précédent, la fonction
f’ est donc croissante. Puisque f” est elle-méme dérivable, f’ est croissante si et seulement si f” est
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positive.

Exemple 13.16
Soit f la fonction définie sur R* par f(x)= x%2—In(x). Alors, f est deux fois dérivables sur R%,etona

f”(x)=2+$

La dérivée seconde étant positive sur R*, la fonction f est convexe sur R* .

Méthode
Pour montrer qu'une fonction est convexe, ou concave, tout dépend de sa régularité :
e sielle est de classe 62 (ou, au moins, deux fois dérivable), on calcule sa dérivée seconde, et on
s’intéresse a son signe.
¢ sielle n’est pas deux fois dérivable, mais au moins dérivable, on la dérive et on vérifie le sens de
variation de sa dérivée.
¢ siellen’est pas dérivable, on part sur la définition de base, ou on se ramene a des fonctions connues.

I'& Exercices 10 et 11.

6. Point d'inflexion
Définition 13.10.

Un point d’inflexion de la courbe 6’ est un point ot1la courbe % traverse sa tangente en ce point. Lorsque
sa courbe franchit un point d’inflexion, la convexité change de sens.

Exemple 13.17
Soit f : x — x>. Alors la tangente au point d’abscisse 0 coupe la courbe donc 0 est un point d’inflexion.

A

1+

—_

1 0 Tangente
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Théoréme 13.20.

Soit f une fonction de classe 62 sur 1. Sila dérivée seconde de f s’annule en changeant de signe en x,
alors le point de 6 d’abscisse x, est un point d’inflexion.

Attention

Le point d’inflexion peut exister sans que la fonction soit de classe 62 : c’est donc une condition suffisante,
mais pas nécessaire.

Méthode
Pour déterminer I'existence potentielle d’'un point d’inflexion, si la fonction est de classe 62 :

¢ on détermine la dérivée seconde de la fonction,
¢ on dresse le tableau de signe de la dérivée seconde
¢ on conclut, en cherchant les réels pour lesquels la dérivée seconde s’annule en changeant de signe.

Exemple 13.18
Soit f la fonction définie sur R par f(x)= x*—6x2. Déterminer les éventuels points d’inflexion de f.

Solution
f est de classe 62 sur R en tant que polyndme, et on a

f(x)=12x*—-12=12(x —1)(x + 1)

En dressant le tableau de signe de f”, on constate que la dérivée seconde s’annule en changeant de signe
en—1 eten 1. Ainsi, la courbe de f admet deux points d’inflexion.

| 5 Exercice 12 |

V. Exercices bilans

Exercice 13.19 (Ecricome 2014)
On considere la fonction f définie sur [0; +o00] par

f(x)={ 1 six=0

x : .
Wiz SIX €]0;+00]

ainsi que la suite (u,,),cn définie par

upy=eetVneN, u,,=f(u,)

—

Déterminer le signe de la fonction f sur I'intervalle ]0;+00[. En déduire que, pour tout entier
naturel n, (u,,) existe.

Ecrire une fonction Scilab qui, pour une valeur N fournie par l'utilisateur, calcule et affiche uy.
Montrer que f est continue sur [0; +00].

Etablir que f est de classe 6! sur ]0;+00[, et déterminer f’(x) pour x €]0;+00[.

Montrer que, pour x €]0;+00[, f’(x) peut s’écrire

Al

Vx>0, flx)=——  B%

In(1+x)—x
xZ
sur [0;+00], et déterminer f7(0).
7. Etablir que

1
6. En utilisant le résultat liII(l) ==3 que 'on admettra, montrer que f est de classe 6!
s

Vxze—1, f(x)<xet(x+1)In(x+1)=2x+1

En déduire que
Vxze—1, fl(x)20
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8. Démontrer que
Vn,e-1<u,

9. Etablir que la suite (u,) converge, et déterminer sa limite.

Solution

1. Pour toutréel x >0, x + 1> 1 donc In(x + 1) > In(1) = 0 par stricte croissance de la fonction In. Par
quotient, f(x)>0si x > 0. Ainsi, on a f (]0;+00[) C]0;+0c0].
Montrons alors, par récurrence, la proposition P définie pour tout entier n par P, : “u,, existe et
u,>0"
e Pour n =0, u, est bien défini, et uy=1> 0. P, est donc vraie.
» Supposons que la proposition P, soit vraie pour un certain entier 7 fixé. Ainsi, par hypothése
de récurrence, u, existe et u,, > 0. Mais alors, d’apres ce qui précede, f(u,) existe (car
u, > 0) et f(u,)> 0 puisque la fonction f est strictement positive sur R* . Donc u,,,, existe
et U, >0:P,,; est également vraie.
D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier 7 : la suite (u,,) est

donc bien définie.
2. Lasuite étant définie par une relation u,,; = f(u,), on peut utiliser une boucle for pour calculer
uy.

// Résumé : calcul de u_N dans le cas d'une suite u_(n+1)=f(u_n)
// avec f:x -> x/1n(1+x)

// Rang voulu :
N =5

// Valeur de u_0 :

U = exp(l)
// Boucle pour calculer u_N
for i=1:N
U= U / log(1+U) // Rappel : la fonction 1n s'écrit log en Scilab
end

// Affichage de la valeur de u_N

disp("U_=_", U)
3. f estcontinue sur ]0;+00[ comme quotient d'un polynéme par une fonction logarithme, dont le
In(1+x
dénominateur ne s’annule pas. De plus, puisque liII(l) % =1, on a, par quotient,
X—
1=f(0)

lim —— =
x—0 In(1+ x)
La fonction f est donc continue en 0.
Bilan : la fonction f est continue sur R*.
4. De méme, f est de classe 6! sur ]0;+00[ comme quotient d'un polynéme par une fonction
logarithme, dont le dénominateur ne s’annule pas. Ainsi, pour tout réel x > 0
)= In(1+x)—x 1 _(x+1)In(x+1)—x
(In(1+ x))? (x+1)In(x + 1))
5. Remarquons que, pour tout réel x >0

In(1+x)—x N 1 (x+DIn(x+1)—x(x + 1)+ x2 _(x+1)In(x+1)—x

x2 1+x x2(1+x) xX2(x+1)

et donc,
xz (ln(1+x)fx + L) In(1+x)—x 1

X2 14+x

(In(1 + x))? - (ln(1+x))2

flx)=

6. En utilisant le résultat admis, par somme,

. In(l1+x)—x 1 1
lim + =—c+1l=c
x—0 x2 1+x 2 2
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x)

. . In(1+ .
et puisque 11n(1) — - 1, par quotient
X—

1
. / _ -
lim f(x)=3

La fonction f est donc continue sur R*, de classe 6! sur ]0;+00[ et f’(x) admet une limite en 0.
D’apres le théoréme de prolongement 6!, f est de classe 6! sur R, et f(0)= %

. Six >e—1,alors 1+x > e et dong, par stricte croissance de la fonction In sur R*, In(1+x) > In(e) = 1.

Par décroissance de la fonction inverse sur R*, on a alors <1, et puisque x >0,

_
In(1+ x)
flx)<x
Enfin, puisque In(x + 1) > 1 et que x + 1 > 0, par produit
(x+1)In(x+1)=2x+1
D’apres le résultat précédent, on en déduit donc que, si x > e—1,
(x+1)In(x+1)—x>1>0
Puisque x?(x +1) > 0, par quotient :
Vxze—1, f((x)>0

. Soit P la proposition définie pour tout entier n par P, : “u,, =2 e—1".

e Pour n=0, uy=e>e—1. Donc P, est vraie.

* Supposons que la propriété P,, soit vraie pour un certain entier » fixé. Alors, par hypothése
de récurrence, u, > e—1. D’apres la question précédente, puisque f’(x)> 0 sur [e—1;+00],
f est croissante sur [e—1;+00[. Ainsi,

fle=1)< f(uy)
c'est-a-dire f(e—1)< u,,4;.Or, f(e—1)=e—1.Donce—1< u,, et P, est également vraie.

D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier » : la suite (u,,) est
donc bien minorée par e—1.

. Pour tout entier n, u,, = e—1. D’apres la question 7, on a alors

flup)<uy,

puisque f(x)< x si x > e—1. On obtient donc u,,,, < u,,. La suite (u,,) est donc décroissante, et
puisqu’elle minorée (question précédente), elle converge.
Notons ¢ sa limite. La fonction f étant continue sur R*, d’apres le théoréme du point fixe, £ est un

point fixe de f, et puisque 0 n'est pas un point fixe (car f(0)= 1), £ vérifie donc
14
In(/+1)

soit m =1 (car £ #0), C'est-a-dire{ =e—1.

Bilan : la suite (u,,) converge vers e—1.

=

Exercices 13, 16, 17, 18, 19 et 20
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Exercices

Calcul différentiel

Exercices

Exercices de base

o000 Exercice 1 Dérivée et représentation graphique (10 min.)

1. On considere la fonction g définie sur R par g(x)= x?>—4x + 5. Déterminer le coefficient directeur de
la tangente a la courbe représentative de g au point d’abscisse 1, puis son équation. Tracer la courbe
représentative de g et cette tangente.

2. On considére la fonction f dontla courbe % est donnée ci-dessous.

Sur ce méme dessin est tracée la tangente T a la courbe au point d’abscisse —2 (elle passe par les points
(—2;0) et (—3;3)). Déterminer f(—2) et f’(—2) a partir du graphique.

@00 Exercice 2 Limite et dérivabilité (10 min.)
En reconnaissant le calcul d'un nombre dérivée, déterminer :

. e‘—e . J/x=2

lim lim

-1 x—1 x—4 x—4
x"— e¥’ —e?’

lim lim

-1 x—1 x—a X—a

o000 Exercice 3 Dérivée -1 (10 min)
Justifier que les fonctions suivantes sont dérivables sur le domaine I donné, et déterminer la fonction dérivée.

flx)=xvx, I=R} jx)=2% 1I=R
glx)=(x2+x+1)e*, I=R k(x)=x*% TI=R%
hl(x)zln(1+x2)eth(x)=m, I=R I(x)=x*, I=R*
i(x)=In(In(x)), I=]1;4+09]
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000 Exercice 4 Parité et dérivée (5min)
Soit f une fonction dérivable sur R. Montrer que si f est paire alors f’ est impaire.
Dérivabilité

o000 Exercice 5 Dérivées et récurrence (15min.)

1
Soit f la fonction définie sur R\{—1} par f(x)= Pt
X
Montrer que pour tout n > 1, f est de classe 6" sur R\{—1}, et montrer que pour tout x #—1,

) ) — (=1)"n!
f (x) (x + 1)n+1
@000 Exercice 6 Dérivées n-ieme (15 min.)
1
Soit f la fonction définie sur R\ {—1;1} par f(x)= T
1. Déterminer deux réels a et b tels que
a b
R\ {—1;1}, = + .
VRR\[-L1), ()= 1t

2. En déduire la dérivée n-ieme de f.

000 Exercice 7 Deux, mais pas trois (15 min.)

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=1+x+ %2 six 20, et f(x)=e* si x <0. Montrer que f est de classe
€? sur R, mais n'est pas 3 fois dérivable.

Accroissements finis

ee0O Exercice 8 Inégalité des accroissements finis et suite (20 min.)
Soit k un entier k > 2. En appliquant I'inégalité des accroissements finis sur [k —1; k] a la fonction f : x — _71,

n
démontrer que la suite (S,,),,>; définie pourtoutn>1, S, = Z 2 converge.
k=1

@00 Exercice 9 Inégalité des accroissements finis et suite - Il (20 min.)
On considere la fonction k définie sur R par i(x)=e * + 1. On définit la suite (u,,),cy par:

up=1 etVneN, wu,.=nh(u,).

1. FEtudier les variations de h et montrer que h([1, 2]) C[1, 2] (on pourra utiliser h(1)~ 1,4 et h(2)~ 1,1).
2. Montrer que 'équation h(x)= x admet une unique solution sur I'intervalle [1, 2] notée a.
3. Montrerque YneN, 1<u,<2.
1

4. Montrer que, pour tout réel x €[1, 2], |h/(x)| < 5

1
5. Montrer que pour tout n €N,  |u,,; —a|< —|u,—al.

e
6. En déduire que pour tout n €N,

1
—alg—
=l < .

7. Montrer que la suite (u,),cn converge et préciser sa limite.

Convexité

o000 Exercice 10 Convexité (5 min.)
Montrer que la fonction g : x — In(1 4+ e*) est convexe.

o000 Exercice 11 Inégalité de convexité (10 min.)
Montrer que pour tout x €[0;1], x <e*—1< xe.
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o000 Exercice 12 Convexité et représentation graphique (15 min.)
Soit f : x — —x?+3x —In(x) définie sur R* . Etudier la convexité de f et déterminer les points d’inflexion.
Déterminer les tangentes horizontales de la courbe représentative de f.
Etude de fonctions
o000 Exercice 13 Etude de fonctions -1 (20 min)
Soit r_1
e f—
TX
! ex+1
1. Justifier que la fonction f est de classe 6! sur R, et expliciter f”.
2. Dresser le tableau de variations de f.
3. Etudier la convexité, concavité et points d’inflexion de f.
4. Tracer dans un repére orthonormé de la courbe de f, ainsi que la tangente au point d’inflexion.
000 Exercice 14 Etude de fonctions - 1l (30 min.)
Soit f la fonction définie sur | —1;400[ par
x—In(1+x) .
— six#0
fo=1 & 87
0 six=0
1. Montrer que la fonction f est continue sur ]—1;+00].
2. Montrer que la fonction [ est de classe 6! sur ]—1;0[ et sur ]0; +00[, et expliciter sa dérivée.
3. Montrer que f est de classe 6! sur ]—1;+00]
On pourra admettre que
. In(1+x)—x 1
lim ——=——
x—0 x2 2
4. Déterminer I'équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0.
5. Etudier la fonction g définie par g(x)=(1+ x)In(1+ x)—x sur |—1;+009[, et étudier ensuite I'existence
de tangente horizontale pour f.
6. Dresser le tableau de variations de f sur |—1;+00].
7. Déterminer la nature des branches asymptotiques de f en —1 et en +00, puis tracer la courbe de f.
000 Exercice 15 Etude de fonctions - lll (20 min.)

Soit f la fonction définie par

S £0
xe W six
x)= .
Sy { 0 six=0
Montrer que f est une fonction impaire sur R.
Montrer que f est continue sur R.
Montrer que [ est de classe 6! sur R*, puis qu’elle est de classe 6! sur R.
Dresser le tableau de variations de f.
Déterminer les branches asymptotiques.

G N

@00 Exercice 16 Suite, IAF et fonction (30 min.)

On considere la suite (u,,) définie par uy=4etVneN

Inu,
un+1 :4+ 4 .

Inx _
1. Soit f(x)=4+ - Etudier la fonction f et montrer que f([1, e2]) C[1, e?].

2. Etudier les variations de h(x) = f(x)— x sur[1, e?]. En déduire que I'équation h(x) = 0 posséde une
unique solution dans [1, e?] que I'on notera a.
3. Montrer que pour tout n €N, u,, existe et appartient a I'intervalle [1, €?].
4. (a) Montrer que u; = uy. En déduire que pour tout n €N, u,, . = u,,.
(b) En déduire que (u,,) converge vers a.
5. (a) Montrer que pour tout x,y €[1, €], |f(y)— f(x)| < ilx—yl.
(b) En déduire que |u,,; —a| < ilu,, —al.
(c) Donner une majoration de |u,, —a| en fonction de n.
6. Déterminer un entier N tel que |uy —o| <1079,
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Sujets de concours

o000 Exercice 17 Sujet de concours -1 (30 min)
On considere 'application ¢ définie sur R* par

= wn =

&1

| 1=x%In(x) six>0
@(x)—{ 1 six=0

Déterminer la limite de ¢(x) en +00 ainsi que celle de @ en +00. Interpréter.

Montrer que ¢ est continue sur R*.

Justifier la dérivabilité de ¢ sur R? et calculer sa fonction dérivée.

Montrer que  est dérivable en 0. Donner I'allure de la représentation graphique de ¢ au voisinage du
point d’abscisse 0.

Dresser le tableau de variation de .

On rappelle que In(2) ~ 0,7. Montrer |'existence d'un unique réel a tel que p(a) =0, et justifier que :
V2<a<2.

o000 Exercice 18 Sujet de concours -1l (30 min.)
On considere I'application ¢ définie sur R* par:

Y x€R}, ¢(x)=In(x)—In(x+1)+ %

1. Déterminer la limite de p(x) lorsque x tend vers 0 par valeurs positives. Interpréter graphiquement
cette limite.
2. Déterminer la limite de p(x) lorsque x tend vers +oo. Interpréter graphiquement cette limite.
3. Prouver que y est strictement monotone sur R? .
4. Dresser le tableau de variation de ety faire apparaitre les limites de ¢ en 0" et en +00.
5. Onrappelle que In(2)~ 0,7 et In(3) ~ 1, 1. Montrer que I'équation ¢(x) =1 posséde une unique solution
notée a et que
1 1
—<a<—
3 2
6. Proposer un programme en Scilab permettant d’encadrer dans un intervalle d’amplitude 1072,
o000 Exercice 19 Sujet de concours - 1l (30 min.)

On considere 'application ¢ définie sur R* par:

-~ W

x 1
=2ln—+—
p(x) no+-

. Déterminer la limite de ¢(x) lorsque x tend vers 0 par valeurs positives. Interpréter graphiquement

cette limite.

. Déterminer la limite de ¢(x) lorsque x tend vers +00, ainsi que la limite de @ lorsque x tend vers

+o0. Interpréter graphiquement cette limite.

. Justifier la dérivabilité de p sur R* . Déterminer sa dérivée.
. Dresser le tableau de variation de , faire apparaitre les limites de ¢ en 0% et en +00.
. Onrappelle que In2 ~ 0,7. Montrer |'existence de deux réels positifs a et  tels que

pla)=p(P)=0

1
avec0<a<5<[5

o000 Exercice 20 Sujet de concours - IV (30 min.)
Soit f la fonction définie sur R* par

2R e

flx)=2vxe™"
2

Montrer que f est continue sur R*, et vérifier que f(3)= 4/ 2.
Etudier la dérivabilité de f sur R*.

Etudier la branche infinie de f au voisinage de +o0.

Dresser le tableau de variations complet de f.

Etudier la convexité de f, et montrer que la courbe de f admet un point d’inflexion.

On définit la fonction g : [0; 3] = RparV x €[0;3], g(x)=2+/xe*. Montrer que g est bijective de [0; 3 |
dans un intervalle a considérer.
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7. Dresser le tableau de variations complet de g}
8. Démontrer que g est dérivable en tout point de l'intervalle ]O; \/g [ Est-elle dérivable aux bornes?
9. Tracer 'allure des fonctions g et g~*.
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Corrigés

Calcul différentiel

Corrigés des exercices

Exercice 1
1. g estdérivable sur R. Par définition, le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse 1 est g’(1) = —2.
Son équation est alors
y=g'W)(x-1)+g(1)
=2(x—1)+2=—2x+4

On obtient alors la courbe et la tangente suivante :

2. Graphiquement, f(—2)=0 et f'(—2) est égal au coefficient directeur de la tangente, c’est-a-dire
3-0

f’(—2)=_3_—(_2)=—

Exercice 2
Dans chacun des cas, on essaie de faire apparaitre un taux d’accroissement. Ainsi :
e*—e x)—f(1
lim =lim f= /)
-1 x—1 x=1 x-1
ol f: x—e*. f étant dérivable en 1 (car dérivable sur R), on en déduit que

e‘—e

= f)=e

lim
-1 x—1
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Par le méme raisonnement :

X =2 . Jx—4
lim =lim
x—4 x—4 x—4 x—4

. 8lx)—g(4)
=lim=—"————~
4

ol g : x — +/x est dérivable en 4

x—4 X —
1 1
x"—1 h(x)—h(1
lim =lim ( ) v avec h: x — x" est dérivable en 1
x—1 X — x—1 —1

=h'(1)= -
e —e®  i(x)—i(a)
im

X—a X—da X—a XxX—da

. . 2 s .
olti:x—e* estdérivable sur R

=i'(a)=| 2ae”
Exercice 3
[ estdérivable sur R* comme produit de x — x, dérivable sur R, et x — 1/_ dérivable sur R*.Ona alors :
1 3x
xR, +tX—=—==
¥ b =y 2J/% 2% 2 SV

g est dérivable sur R comme produit d'un polynéme et de la fonction exponentielle, toutes deux dérivables
surR. On a
VxeR, gx)=02x+1)e +(x*+x+1)e* =(x*+3x+2)e"
Pour toutréel x, 1+ x2 > 1et x — x2+1 est dérivable sur R. La fonction In étant dérivable sur R%, par composée,
la fonction h; est dérivable sur R et ne s’annule pas. Par quotient, & est bien dérivable surRetona:
2x

x€R, hi(x)=——
¥ 1(x) 1+ x2
puis

2x

o el _ 2x
VEeR W)= A o T A i+ )P

Pour tout x €]1;+00[, In(x) > 0. Puisque la fonction In est dérivable sur R?, par composée, la fonction i est
également dérivable sur ]1;+00[, et on a

1 1
ln(x) xIn(x)

Vx>1, i'(x)=

Par définition, pour tout réel x, j(x)=e*"®, La fonction x — x In(2) est dérivable sur R (fonction affine). Par

composée avec la fonction exp, dérivable sur R, on en déduit que j est également dérivable sur R, etona:
VxeR, j(x)=In@2)e"™? =In(2)2*

De méme, pour tout x > 0, k(x)=e>3"(*¥)_ La fonction x — 2,3In(x) est dérivable sur R*. Par composée avec la

fonction exp, dérivable sur R, on en déduit que k est dérivable sur R* et:

2, 3 231n(x)= Ex
x

Enfin, pour tout x >0, I(x) = x* = e*"*), Par produit, x — x In(x) est dérivable sur R* et par composée avec

exp, dérivable sur R, on en déduit que / est dérivable sur R* et que

VxeR:, ,k'(x)= 23=p 3x13

VxeR:, I'(x)= (1 In(x)+ x%)e"ln(” =(n(x)+1)x”

Exercice 4
f est dérivable sur R, donc f” est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0.
Par parité de f, pour tout x €R,
fl=x)=f(x)
On dérive cette expression :
VxeR, —f'(=x)=f'(x)

et donc, pour tout réel x, f'(—x)=—f"(x): f’ estimpaire.
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Remarque

Ce résultat est plus générale : si f est paire et dérivable, f’ est impaire, et si f est impaire et dérivable, f’
est paire.

Exercice 5

VuI’énoncé, on va procéder par récurrence. Soit P la proposition définie pour tout entier n > 1 par P,, : “f est
de classe 6" sur R\{—1} et pour tout x #—1, f"(x)= EUnt»

(x+1)n+l *
e Pour n=1, f estbien dérivable sur Z; et pour tout réel x,

1
/
X)=—
Fx (x+1)2
qui est une fonction continue sur ;. Donc f est 6! et pour tout x #1, f/(x)= E;IT)J)IZ' : P; est vraie.

e Supposons que P, est vraie pour un certain entier n, et montrons que P,,,; est vraie. Par hypothese de
récurrence, f est de classe " et pour tout x #—1,

—1)"n!
)=
(x +1)nt1
Ainsi, f (n) est dérivable sur 2 r comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas, et
(=1)"n!
x#-1, f"(x)=—(n+1)———
Va1, ) =~ e

Cette fonction étant continue sur 2 f estde classe 6" et pour tout x #—1,

(i, D (n+1)!
f (x)= (x +1)n+2

Ainsi, P, ; est vraie.
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P,, est vraie pour tout n > 1.

Exercice 6

Tout d’abord, la fonction f est dérivable sur R\ {—1;1} comme quotient de polyn6mes dont le dénominateur
ne s’annule pas.

1. Méthode classique : on met au méme dénominateur :

a b a(l+x)+b(1—x)
1-x 1+x  (1—x)1+x)
_(a—b)x+(a+Db)
B 1—x2
Par identification :
a—b=0 azé
{a+b= N{b:%
Ainsi, pour tout x e R\ {—1;1}: X 1
1 2 2

1—x2 1—x 14x
2. On dérive chacun des deux termes séparément (en s’inspirant de I’exercice ?2) et on obtient :

3(=1)"n! 3n!

. (M) ) =
VxeR\{-1;1}, f (x)_(l_x)n+l+(l+x)”+1
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Exercice 7

f est de classe 62 sur |—oc0;0[ et sur ]0; +00[ comme polyndme et fonction exponentielle. La difficulté se

trouve en 0.
2

X
o Continuité : on constate que liI%l flx)= lirgl 1+x+ 5= let lirgl+ f(lx)= lirgl+ e’ = 1. Les deux limites étant
x—0— x—0— X— xX—
égales, et valant f(0), la fonction [ est continue en 0, et donc [ est de classe €° sur R.
e Caractere 6! : pour tout x €]—o00;0[, f’(x)=1+ x et pour tout x €]0;+00[, f’(x) =e*. On constate alors
que
hmf(x—hm1+x—1et hmf =lime*=1

x—0- x—»OJr
Ainsi, lirgl f(x)= lir{)l+ f'(x). D’apres le théoréme de prolongement 6, f étant continue sur R, de classe 6!
xX—0~ X—
sur R*, et f” admettant une limite finie en 0, f est de classe ¢! surR, et f’(0)=1.
e Caractere 62 : pour tout x €]—00;0[, f”(x)=1 et pour tout x €]0;+00], f”(x)=e*. On constate alors que
lim f”(x)=1lim 1=1et lim f”(x)=lim e* =1
x—>0*f ( ) x—0- x—0+ f ( ) x—0+
Ainsi, liIBI f(x)= lir{)l+ f”(x). D’apres le théoreme de prolongement %!, f’ étant continue sur R, de classe
x—0— X—
¢! sur R*, et f” admettant une limite finie en 0, f” est de classe 6 sur R, c’est-a-dire que f est de classe 62
surR, et f”(0)=1.

e Dérivée troisieéme : étant dérivable sur ] —oo; 0[ et sur ]0; +oo[, montrons qu’elle n’est pas dérivable en 0 en
déterminant les dérivées a droite et a gauche :

// // 1 _ 1
lim [ f = lim =1lim0=0
x—0— X — x—0- X x—0—
4 4 X
—1
lim —f (x)=/"(0) lim £ =1
x—0+ x—0 x—-0+ X

Ainsi, £(0)=1et f2(0)=0: f® n’est donc pas dérivable en 0, et donc f n'est pas trois fois dérivables en 0.

A\ On constate que f®)(x)=0pour x <0 et f©(x)=e* pour x > 0. Ainsi, lim FOx)=0et lim FO(x)=1qui
x—0— x—0+

sont des limites différentes. Mais en faisant cela, on ne montre pas que f n’est pas trois fois dérivables en

0. On montre simplement que la dérivée troisieme n’est pas continue en 0, alors que f®(0) pourrait tout de
meéme exister.

Exercice 8
La fonction f est dérivable sur [k —1; k] (k = 2) et pour tout réel x € [k —1; k],
1
/ [p—
==
Puisque f’ est décroissante sur [k —1; k], on a, pour tout réel x,
—< —
T
D’apres I'inégalité des accroissements ﬁnis, on a alors, pour tout entier k =2 :
1 1
—(k—(k—1))< —1
kz(k (k=1)< f(k)—f(k (k 17 ——(k—(k—1))
soit 1
(k)—

En additionnant ces inégalités pour k entre 2 et n (avec n > 2):

Z_ <Zf k)— f(k—1)= f(n)— f(1) par téléscopage

k=2
Puisque f(n) <0 pour tout entier n > 2, on a enfin

L
— <—=f(1)=

et donc

— <2

—
N
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n
1
Ainsi, la suite (S,,) définie pour tout entier n > 1 par S,, = Z = est majorée. De plus, elle est croissante, car
k_

1
>0
(n+1)2
D’apres le théoreme de convergence monotone, la suite (S,,) converge.

Sn+1 _Sn

Remarque
.
La limite de la suite (S,,) est 5 mais la démonstration est difficile.

Exercice 9
1. h est dérivable sur R comme somme d'une exponentielle et d'une fonction constante. On a, pour tout réel
x
W(x)=—e"<0
De plus, par composée, on a les limites suivantes :

lim h(x)=+4+oc0 et lim h(x)=1
X——00 X—+00

On obtient alors le tableau suivant :

h'(x) -

+0o0

h \

Puisque h(1)~1,4€[1,2] et h(2)~1,1€[1,2], par décroissance de k1, on en déduit que h([1,2]) C[1,2].
2.

1

Remarque
Pour montrer qu'une équation du type f(x)= g(x) admet une unique solution, on introduit la fonction
différence h = f — g, et on applique le théoréme de la bijection a celle-ci.

Notons f la fonction définie sur [1,2] par f(x)= h(x)— x. f est dérivable comme somme de deux fonctions
dérivables, et sa dérivéeest h: x — h/(x)—1=—e*—1<0.
La fonction f est donc continue (car dérivable) et strictement décroissante sur [1,2]. D’apres le théoreme de
la bijection, f établit une bijection de [1,2] sur f([1, 2]).
Or f(1)=h(1)—1~0,4 et f(2)=h(2)—2~—0,9. Ainsi, 0 € f([1,2]) et 'équation f(x) =0 admet donc une
unique solution sur [1,2], que 'on note a.
Léquation h(x)= x admet une unique solution sur (1, 2].
3. Onutilisele fait que[1, 2] soit stable par /. Soit P la proposition définie pour tout entier n parP,, : “u,, €[1,2]".
uy=1¢€[1,2] donc P, est vraie.
Supposons la proposition P,, vraie pour un certain entier n, et montrons que P,,,; est vraie.
Ainsi, u, €[1,2]. Puisque [1, 2] est stable par h, h(u,)<€[1,2], c'est-a-dire u,,; € [1,2]:P,,, est vraie.
D’apreés le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier 7 :
Vn, u,cl,2]
4. Onrappelle que h: x — —e™*. Mais alors :
1€x<2donc —1=2—x=>-2

soite ' >e ¥ >e? car exp est croissante sur R

puis —e ' < h/(x)<—e?
Or—e2<0<1etdonc

1
VY x€[1,2], - <h(x)<

| =

c’est-a-dire |h/(x)| < 1.
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5. h est continue sur [1,2], dérivable sur ]1,2[ et pour tout x €]1,2[, |h'(x)| < % D’apres I'inégalité des accrois-
sements finis :

1
V(x,y)ell,2F, |f(y)—flx)l< Ely—xl

Posons alors y = u,, € [1,2] (d’apres la question 3) et x = a €[1,2] (d’apres la question 2). On a alors

1
|f(un) = fla)l < E'un_al

Or f(u,)=u,,; et f(a)=a (d’apres question 2), d’ou1

1
U —af < Cfuy —a
6. Soit Q la proposition définie pour tout entier n par Q,, : “|u, —a| < ein ",
Pour n =0, uy=1donc |uyg—a|=a—1€[0,1] (car a €[1,2]). Ainsi |yy—a <1= eig : Qp est vraie.
Supposons la proposition Q,, vraie pour un certain entier n, et montrons que Q,,,; est vraie.

Par hypothese de récurrence, |u,, —a| < 5 Mais alors

Ainsi, Q,,,; est vraie.
D’apres le principe de récurrence, Q,, est vraie pour tout entier n et donc

1
entl

Vn, |u,mq—oaf<

7. Remarquons que —— 0. D’apres le théoreme d’encadrement :

en+l n—+oo

U, ——a
n—+0o0

Exercice 10

Pour tout réel x, e* + 1> 0 donc la fonction g est bien définie sur R. Par composée, elle est de classe 62 sur R.
On a alors : . X(e* 4 1)—e(e) .
e e*(e*+1)—e*(e e
VxeR, g'(x)= etV xeR, g’(x)= =
§=0n g (x) (ex+ 102 (1+ex)
Pour tout réel x, e* > 0 et (1+e¥)? > 0. Par quotient, et pour tout réel x, g”(x)> 0.
Bilan : la fonction g est bien convexe sur R.

Exercice 11

La fonction exp est convexe sur R (par exemple, parce qu’elle est de classe 62 sur R et sa dérivée seconde est
elle-méme, qui est strictement positive). Elle est donc également convexe sur [0; 1].

Etant convexe, sa courbe est au-dessus de toutes ses tangentes, y compris celle en 0. Or, 'équation de la
tangente a la courbe d’exp en 0 est donnée par T, : y = exp’(0)(x —0)+ exp(0) = x + 1. Ainsi,

Vxel0;1,e*>2x+1<e*—12x

Etant convexe, sa courbe est en dessous de toutes ses cordes, y compris celle passant par le point (0; e°) et
(1;e1). Léquation de cette corde est

1 0

e —e

1-0

Cop:y= x+e’=(e—1)x+l=ex—x+1
Ainsi,
Vxe[0;1], e*<ex—x+1oe*—1<ex—x<excarx>0

Bilan : on a donc bien

Vxe[0;1], x<e*—1<ex
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Exercice 12
La fonction f est bien définie sur R*, ety est de classe ‘6 comme somme de fonctions de classe ¢ (polynome
et logarithme). Ainsi,

02 _
VxeRj,f’(x)=—2x+3—%etf"(x)=—2+%= 2x +1=(1 V2x)(1+42x)

x2 x2
Pour tout réel x >0, x? > 0. On obtient le tableau de signe de f” suivant :

X 0 1/% +00
1—+v2x + 0 -
1++/2x + +
f(x) + 0 -

Bilan: f est convexe sur ]0; ‘/%[ et est concave sur ] ‘/%; +oo[. De plus, la dérivée seconde s’annule en changeant

de signe en x = %2 donc la courbe de f admet un point d'inflexion au point d’abscisse %2
Concernant les tangentes horizontales de la courbe de f, il faut déterminer les points d’annulation de la
dérivée. Or,
1 —2x2+3x—1
VxeR:, fx)=—2x+3——=———
X x

Donc f/(x) s’annule si et seulement si —2x% +3x —1=0. Notons P : x — —2x? +3x — 1. Le discriminant de P
vaut A =32—4 x (—2) x (—1) =1 donc P admet deux racines réelles :

—3—1 1 et —-3+1 1

2x(=2) 2T ox(=2) 2
Puisque x; et x, sont toutes les deux dans R*, f” s’annule en 1 et en %

Bilan : la courbe de f admet deux tangentes horizontales, en x =1 eten x = %

X1

Exercice 13
1. Pour tout réel x, e* +1> 0. Donc f est bien définie sur R. Elle est de classe 6! sur R comme quotient de
fonctions de classe 6! sur R dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus,

, e‘(e*+1)—(e*—1)e* 2e*
VxeR [lo)= (ex + 12 T lerr1p

2. Pour tout réel x, 2e* > 0 et (e* + 1)?> > 0. Ainsi la dérivée [’ est toujours strictement positive. De plus,

xli{noo f(x)=—1 par quotient

X(]—e X 1—e*
lim f= lim SU=¢) oy ¢

—— =1 =1 par quotient
X—+00 X—+00 ex(l + e*)C) x—+00 1 +e—x parq

On obtient le tableau de variations suivant :

X —0Q +00
f'(x) +
1
flx) _—
-1

3. f est également de classe 62 sur R et
_ 2e*(1+e*)—2e"(2e*(1+e¥))  (1+e")(2e* —4(e*)?) (1+e¥)e’(2—2e")

(I+ex) (1+ex) B (1+ex)
Pour tout réel x, e* >0 et 1+e* > 0. De plus,

VxeR, f’(x)

2—2e*>02>2e* & 1>e* & 0> x par stricte croissance de In

On obtient ainsi le tableau de signe suivant pour f” :
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X 00 0 +0o9

f"(x) + 0 -

Bilan : f est convexe sur |— 00, 0[ et est concave sur ]0; +00[. La dérivée seconde s’annule en changeant de
signe en x =0 donc la courbe de f admet un point d’'inflexion au point d’abscisse x = 0.
4.

i

0.5

0.5
1
Exercice 14
1. f est continue sur ]—1;0[U]0; +00o[ comme quotient de fonctions continues. On constate alors que
x—In(1+x In(1+x
limf(x)zlim# =lim1—¥ =0
x—0 x—0 X x—0 X
In(1+ x
car liII[l) ¥ =1. Ainsi, puisque f(0)=0, f est continue en 0.
X— X

Bilan : f est bien continue sur | —1;+00[.
2. f estde classe 6! sur |—1;0[ et sur |0; +oco[ comme quotient de fonctions 6! dont le dénominateur ne
s’annule pas. On a

Ay —(x— x
V x €l— L0[Ul0s+ool, f/(x) = LT (xxz In(L+ X)L _ x+1+;1(x+1)

3. On souhaite montrer que f” admet une limite quand x tend vers 0. On utilise I'indication en écrivant

———+x—x+In(x+1) —+x In(x+1)—x 1 In(x+1)—x
€]—1;0[U]0; +oo], f/(x)= —X — _x+l + — n
Vel [l L ) x2 X2 X2 x+1 X2
. o o In(14+x)—x 1
Puisque lim ————— =——, par somme,
x—0 x2 2
1. /( )_1
lim /1 (x)=5

Ainsi, f est continue sur ]— 1;+00[, dérivable sur ] — 1;0[{U]0; +00[ et f admet une limite en 0. D’apres le
théoreme de prolongement 6!, f est de classe €' sur ]—1;+o00[ et f/(0)= %
4. f étant dérivable en 0, I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0 est donnée par

1
To:y = f'(0)(x—0)+ f(0)= 2%

5. Remarquons déja que

Flx)= —satIn(x+1) —x+(x+Dn(x+1)  gx)

x2 x2(x+1) T ox2(x+1)

Donc f’ s’annule sur ]—1;0[U]0; + 00 si et seulement si g s’annule, et f’ est du signe de g sur |—1;0[U]0; +00].
g est dérivable sur | —1;+00[ comme somme et produit de fonctions dérivables, et

VY x €]—1;+00], g’(x):ln(1+x)+(1+x)1_+l_x —1=In(1+x)

Ainsi g’(x) = 0 si et seulement si 1 + x = 1, -c’est-a-dire si et seulement si x = 0 qui n’appartient pas a
]—1;0[U]0; +00[. De plus, en x =0, f/(0) #0.

Bilan : la courbe de f n’admet pas de tangente horizontale.

Deplus, g'(x)>0&< In(1+x)>0< 1+ x > 1< x > 0 ce qui nous donne le tableau suivant :
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X -1 0 +00
g'(x) - 0 +
g(x) T /
0

6. D’apres’étude précédente, f’ est du signe de g sur ]— 1;0[U]0; +00]. D’apres les variations de g, g admet
un minimum atteint en 0, et valant 0. Ainsi, g est strictement positive sur ] —1;+00[ exceptée en 0, donc f est
strictement croissante sur ] — 1;+00[. De plus, li(m) In(1 + x) =—o0 donc par somme et quotient,

x—(=1)*+

i, fi1=o0

Enfin, pour x >0,

x—In(x(1+%)) _~ In(x) In(1+3)
flx)= =1-—
x x x
. o In(x) o In(1+5) .
Par croissance comparée, lim —— =0, et par quotient, lim ——— =0, donc parsomme lim f(x)=1
x—+00 X xX—+00 X X—+00
On en déduit le tableau de variations de f :
X —1 +00
1
f(x) _—
—00

7. En—1,la courbe de f admet une asymptote verticale d’équation x =—1. En +00, la courbe de f admet
une asymptote horizontale d’équation y = 1. On obtient alors la courbe suivante :

A

0.5+

4

L
)
_
[V
95
=
ot 4
=N
-
[’
©
—
1S
—
=

Exercice 15

1. R est symétrique par rapport a 0, et pour tout x #0:
fx)=(—x)e 71 =—xeH =—f(x)

en utilisant la parité de la fonction valeur absolue.

Bilan : la fonction f est impaire.
2. f est continue sur R* comme composée de fonctions continues (exponentielle, inverse et valeur absolue).

. 3 . 3 .
Constatons enfin que hn%——| =—00, donc par composée, 1111% e = =0. Par produit,
X— X—

| x
lim f(x)=0= £(0)

La fonction f est donc également continue en 0.
Bilan : f est continue sur R.
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3. A\ —Attention a la valeur absolue! On décomposera toujours R* et R*.

3 3 3
Pour tout x >0, f(x)=xe ¥ et pour tout x <0, f(x)=xe —~ =xex.
e f estdérivable sur R} comme composée de fonctions dérivables, et pour tout x >0,

flx)=e 7+ x(%)e*% —e ¥ (1 + %)

o f estdérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables, et pour tout x > 0,

, 3 3 s s 3 )
X)=e*+x|—— |ex=e*|1——
fx=et (- et =ef (123
Déterminons la limite de f’ quand x tend vers 0 :
e Pour x >0, posons X = —%. Alors,
limX=—0c0 et lim e*=0ainsique lim Xe® =0 (croissances comparées)
x—0+ X——00 X——00
Par composée,
3 3 3
lime *=0 et lim——e *=0
x—0+ x—0t X
Par somme, lim f’(x)=0.
x—0+

3

e De méme, pour x <0, posons X = <. Alors,

limX=—0co0 et lim e*=0ainsique lim Xe* =0 (croissances comparées)
x—0~ X——00 X——00
Par composée,
.3 .3 s
lime*=0 et lim —ex
x—0- x—0- X

=0

Par somme, lirgl f(x)=0.
X—0~
Ainsi, les limites a droite et a gauche étant égales, on en déduit que liII(l) f(x)=0.
X
Dong, f est continue sur R, dérivable sur R* et sa dérivée admet une limite finie en 0. D’apres le théoréme de
prolongement 6, f est de classe 6! surR et f/(0)=0.

3 X
4. On a vu précédemment que, pour tout x > 0, f/(x)= (1 + ;) e 7 qui est strictement positif sur R* . De
3 X
méme, pour tout x <0, f/(x)= (1 - ;) e3 qui est également strictement positif sur R* . Ainsi, pour tout x #0,
f/(x)>0et f/(0)=0. f est donc strictement croissante sur R. De plus, en posant X = —%

lim X= lim X=0etlime*=1
X—+00 X——00 X—0

_3 . _3 . L .
donc par composée, 11131 e W = lim e ® =1.Par produit, on en déduit donc que
X—+00 X——00

xl_l’r_noo (x)=—oc0 et xl_l)grnoof(x): +00

On obtient ainsi le tableau de variations suivant :

X —o0 +00
f'(x) +
+00
f(x) _—
—00
5. Puisque les limites en I'infini sont infinies, il faut étudier le comportement asymptotique. Or, pour tout
b :
x#0, % =e 1, D’apreés les limites étudiées précédemment, on obtient donc
X b
lim —f( ) = lim —f( ) =1
x—+00 X xX——00 X
On s'intéresse donc a f(x)—x=x (e*% - 1).
e Pour x >0, on peut écrire
3
3 e x—1
fx)=x=x(e7 —1)= —5—x(-3)

X
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X

En posant X = —%, on constate que lim X=0et ;(m(l) =1 (limite du cours). Par composée,

X—+00

lim
X—+00 2

et par produit,

lim f(x)—x=-3
Ainsi, la droite d’équation y = x —3 est asymptote oblique a la courbe de f au voisinage de +o0.
e Dela méme maniere, pour x <0, on peut écrire

e%—l
x 3

f(x)—xzx(e%—l)z

=|w

et par un méme raisonnement
lim f(x)—x=3
X——00

Ainsi, la droite d’équation y = x + 3 est asymptote oblique a la courbe de f au voisinage de —oco.
On obtient ainsi la courbe représentative suivante :

Exercice 16
1. f est dérivable sur R* (fonction logarithme) et pour tout x > 0, f'(x) = ﬁ > 0. Ainsi, f est strictement
croissante sur R*.
Deplus, f(1)=4€[1,e?] et f(e*)=4+ 3 =4,5€[1,e?]. Par stricte croissance de f, f([1,e?]) C [1,€?].
2. h est dérivable sur [1,e?] comme somme de deux fonctions dérivables, et pour tout réel x > 0,
1 1—4x

)= ——1=
() 4x 4x

Sur [1,€e?], h’(x) < 0 et donc h est strictement décroissante sur [1,e?].

h est continue et strictement décroissante sur [1,€?]. Ainsi, h établit une bijection de [1,e?] dans h([1,e?]) =
[4,5—€?,3]. Or, 0 €[4,5—¢€?,3]. Ainsi, puisque & est bijective, 'équation h(x) =0 admet une unique solution
sur [1,€?].

3. Récurrence classique, l'intervalle [1, €?] est stable par f.

4.

@ u =4+ # > 4 = u,. Par récurrence ensuite, et puisque f est croissante sur R*, on en déduit que
Up41 2 U, C'est-a-dire que u est croissante.
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(b) (u,) est croissante, majorée par e?>. D’apres le théoréme de convergence monotone, u converge. D’apres le
théoréme du point fixe, la fonction f étant continue sur [1,e?], u converge vers un point fixe de f. Or, d’apres
la question 2, il y en a un seul.

Donc u converge vers a.

5. (a) Sur[l,e?]:

1< x<e® donc4<4x <4é?

1 1 1
soit 1° > 1’ > 107 car la fonction inverse est strictement décroissante sur ]R*
Ainsi,
1 1 1 1
—_— < — X)< — s01t xX)| <=
1 <3z ST< [F) <

f est continue sur [1,€?], dérivable sur ]1,e?[. D’apres 1’1nega11te des accroissements finis :

V(x,y)€ll e’ If(y)—fx) —Iy x|

(b) Onprend y =u, €[1,e?] et x = o €[1,€?]. Puisque f(u,)=u,,; et f(a)=0o,ona

1 1
(1) = Fle)] < § 110 = 0l & 10—l < S, =

(c) On montre alors, par récurrence sur 7, que
1 n
VYneN, |u,—al< (Z) |ug—a

(d)
6. 1l suffit de prendre (1)" |1y — | <1079, cest-a-dire

Exercice 17

1. Par produit, HIPOO x?In(x)=+o0o donc par somme,
X—

i 9()=—c0

1
On obtient alors, pour tout x >0, g = — —xIn(x), et par produit et somme
X

xlﬂn;rnoo kp(X) -
Ainsi, la courbe de ¢ admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées en +00.
2.  est continue sur R* comme somme et produit de fonctions continues (In et fonction carrée). De plus,
par croissance comparée, 161% xIn(x)=0donc

lim ¢(x)=1=p(0)

x—0+
La fonction ¢ est donc continue en 0.
Bilan : la fonction ¢ est continue sur R™.
3. ¢ est dérivable sur R* comme somme et produit de fonctions dérivables (In et fonction carrée). Pour tout
réel x >0,ona

¢’(x)=—2x1In(x)—x? x % =—x(2In(x)+1)

4. Déterminons le taux d’accroissement en 0 :

@(x)—(0) 1—x%In(x)—1
x—0 X

=—x1In(x)

Par croissance comparée,
x)—¢(0
Jim 2= #(0)
-0  x—0
Bilan : la fonction ¢ est dérivable en 0, et (’(0) = 0. La courbe de la fonction ¢ admet donc une (demi) tangente
horizontale au point d’abscisse 0.

=0
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5. On a démontré que pour tout x > 0, ¢’(x)=—x(2In(x)+1). Pour tout x >0, —x <0 et

1
2In(x)+1>0<=In(x)> ~3 & x> e 7 carlafonction exp est strictement croissante sur R.

On obtient alors le tableau de signes et de variations suivant :

x 0 e ? +00
—x — —
2In(x)+1 - 0 +
¢'(x) + 0 -

1 —00
avec .
1 112 1
e?|=1—(e?| Inle?|=14+—
o(e7)=1-(e7) (et )=14 5
6. Sur [0; e? ], ¢ admet un minimum local qui vaut 1 > 0. Léquation ¢(x) =0 n'admet donc pas de solution
sur [0; e’ ]

Sur [e‘% ; +oo[, ¢ est continue, strictement décroissante,et @ ([e‘% ; +ooD =]-o0;1+ %] et0€]—00;1+ 5]
car 1+ i > 0. D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation ¢(x) =0 admet une
unique solution sur [e_% ; +oo[.

Bilan : 'équation p(x) =0 admet une unique solution sur R. De plus,

¢(v2)=1-(v2In(v2)=1-2x %m(z): 1—-In(2)~0,3

et
9(2)=1-2%In(2)=1—4In(2)~—1,8

On a donc ¢(v'2) > p(a) > ¢(2). Par stricte décroissance de ¢, on en déduit que v2 < a < 2.

Exercice 18
1. En mettant au méme dénominateur,

xIn(x)—xIn(x+1)+1
p(x)= P

Par croissances comparées, liII(l) xIn(x) =0, et par produit, lin(1) xIn(x +1)=0. Par somme,
X X—

lirr(lJ xIn(x)—xIn(x +1)+1=1. Et donc, par quotient,
X —
lim p(x) =400
x—0
Ainsi, la courbe de ¢ admet une asymptote verticale, d’équation x =0.
2. On peut écrire

X 1
O’ :1 (_) X
Vx>0, o(x)=In . +x

— X
PosonsX=-7.0na

lim X=1etlimInX)=0

X—+00 X—1

X
Par composée, lim ln(—) =0 et par somme
x—+00 x+1
Jim_o(x)=0

Ainsi, la courbe de ¢ admet une asymptote horizontale, d’équation y =0, au voisinage de +0o.
3. ¢ est dérivable sur R} comme somme de fonctions dérivables sur R* (In et fonction inverse). On a

1 1 1 x(x+1D)—x2—(x+1 -1

Vx>0, ¢lx)=to L (x+1) (x+1) _

x x+1 x2 x2(x+1) x2(x+1)

Pour tout x >0, x> >0 et x +1> 0. Ainsi, par quotient,
Vx>0, ¢ (x)<0

La fonction ¢ est donc strictement décroissante sur R¥.
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4. D’apres ce qui précede, on obtient le tableau de variation suivant :

X 0 +00

¢’(x) -

+00

p(x) \

0

5. Lafonction ¢ est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur R . De plus, ¢ (]0; +00[) =]0; +00]
et 1 €]0;+00[. D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation ¢(x) =1 admet une
unique solution sur R¥.

On constate que

1 1 1 1
@(g)zln(g)—ln(§+l)+m:—ln(3)—(ln(4)—ln(3))+3=3—21n(2)~ 1,6>1
(1)—1 (1) 1 (1+1)+ L In(2)—(In(3)—In(2))+2=2—-In(3)~0,9< 1
¢l3)=In| 5 |-In{3 1/Z—n n n =2—In(3)~0,
Ains, ¢ (3)>¢(a)> ¢ (3). Par stricte décroissance de ¢, on en déduit que
1 1
—<a<—
3 2
Exercice 19

1. On constate que

o(x) = 2In(x)—2In(2) + % _ 2xIn(x)—2xIn(2)+ 1

X
Par croissances comparées, lin}) xIn(x) =0 donc par somme et produit, lin% 2xIn(x)—2x1In(2)+1=1. Et donc,
X—! Xl

par quotient,

limp(x)=+400
x—0

Ainsi, la courbe de ¢ admet une asymptote verticale, d’équation x =0.
2. Puisque p(x)=2In(x)—2In(2)+ %, par somme et quotient,

lim ¢(x)=400
X—+00
De plus,
¢p(x) 2In(x) 2In(2) 1

X X X x2

. . . 9(x) .
Par croissances comparées, lim —— =0. Par somme et quotient,
x—+00 X

I ¢p(x)
m —=
x—+00 X

0

Ainsi, la courbe représentative de la fonction ¢ admet une branche parabolique de direction ’axe des abscisses
en +o0o.
3. ¢ est dérivable sur R} comme somme de fonctions dérivables sur R* (In et fonction inverse). On a

1/2 1 2x—1

x/2 x2  x2

4. x?> 0 donc le signe de ¢’(x) est du signe de 2x — 1. On obtient ainsi le tableau suivant :

X 0 3 +00
¢’'(x) - 0 +
+00 +00
(%) T —
2

avec ¢ (3)=2In(3)+ 1—}2 =—4In(2)+2~—0,8.
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5. Sur ]0; %], ¢ est continue (car dérivable) et strictement décroissante. De plus, (]0; %]) = [p(1/2);4+00]
et 0 €[p(1/2);+00[ car p(1/2) < 0. D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation
¢(x) =0 admet une unique solution, notée a sur ]0; 3 |.

Sur [ 3;+09[, ¢ est continue (car dérivable) et strictement croissante. De plus, ¢ ([3;+00[) = [¢(1/2);+00]
et 0€[p(1/2);+00[ car p(1/2) < 0. D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation
¢(x) =0 admet une unique solution, notée f§ sur [%, +oo[.

Bilan : I'équation ¢(x) =0 admet deux solutions a et § sur R, vérifiant 0 < a < 3 <P.

Exercice 20
1. Lesfonctions x — 4/ x et x — e™* sont continues sur R* (fonctions usuelles). Par produit, f est continue

sur R*. De plus,
1 | 2 242 2
f —|1=2 —e 2= T = = —
2 2 V2e: V2424 e e

2. x — 4/x est dérivable sur R, et x — e~ est dérivable sur R. Par produit, f est dérivable sur R*, et sa
dérivée est donnée, pour tout x >0, par

f(x)= 2$e‘x +2Vx(—e™)

c’est-a-dire,

Vx>0, f/(x)= 1;? e

Pour déterminer si f est dérivable en 0, on détermine le taux d’accroissement de f en 0, noté Tj :

_ f(x)=f(0) 24/xe™* _2e*x
T x—=0 = x VX

V X >Oy TO(x)

X

Remarquons que lirg Vx=0"%et linol+ e * = 1. Par quotient,
X— X—

lim Ty(x)=
Jim o(x)=+00

Ainsi, f n’est pas dérivable en 0, et la courbe de f admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 0.
Bilan : f est dérivable sur R* mais pas en 0.

3. Pourtout x >0,ona
xe ¥

f(x)=2yxe*=2

VX
Puisque liI_El xe * =0 (par croissance comparée) et liI}l v/ X =+00, par quotient,
X—+00 X—+00
lim f(x)=0
x—+00

Ainsi, I'axe des abscisses est asymptote horizontale a la courbe de f au voisinage de +00.

1-2x
7z e *.Puisque /x>0, ete™* >0 pour x >0, f’(x) est du signe
X

de 1—2x. On obtient le tableau de variations suivant :

4. Onavu que, pour tout x >0, f'(x)=

X 0 3 +00
f(x) + 0 —
£x) P 2) —
0 0

5. f’estdérivable sur R} comme produit et quotient de fonctions dérivables dontle dénominateur ne s’annule
pas (x — 1—2x, x — /X et x — e~*). Pour tout réel x >0, on obtient

(AWE-(-2x)55 | 1-2x
= o e "+ Jx

f(x) (—e™)
soit, apres simplification
2x2—2x—3

xXJx

e*x

()=
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x+/X >0 sur R* donc f”(x) est du signe de h : x — 2x?—4x + 3. Le discriminant de k vaut A = 8, ainsi h

admet deux racines
_2—4/8 1-¥2 2+4/8 1+42

<0 et x,=
4 2 4 2

On obtient le tableau de signe de f” suivant :

X1

1+v2
X 0 == +00
f'(x) - 0 +
Bilan : f est concave sur [0; 1+2f2], et est convexe sur [”Tﬁ, +oo[. La courbe de f admet un point d’inflexion

au point d’abscisse x = @

6. On constate que g est la restriction de f al'intervalle I = [0; %] D’apres I'étude précédente, g est continue
sur I, strictement croissante sur I. D’apres le théoreme de la bijection, g établit une bijection de I sur g(I)=
[0:£ (2)]=[0: /2]

7. Par théoréme, g™! est continue et de méme variation de g. D’apres le tableau de f, on obtient le tableau de
variations suivant

X 0 2

1
g7l(x) 7

0

8. Pour tout réel x € ]0; 5[, f/(x)#0. Par théoréme, g~! est dérivable sur f(]0; 3[) = ]0; \/E[

e Enx= %, g’ (g‘l(x)) = g’(%) =0. D’apres un résultat du cours, g~! n’est pas dérivable en \/g etla courbe
de g~! admet une tangente verticale au point d’abscisse x = \/g .

¢ En x =0, on avu (question 2) que g n'est pas dérivable en 0 et que la courbe de g admet une demi-tangente

verticale au point d’abscisse 0. Par symétrie par rapport a I'axe y = x, la courbe de g va admettre une tangente
horizontale au point d’abscisse 0.

Remarque
On peut le montrer, en calculant la limite du taux d’accroissement, et cette méthode est a connaitre.
—1 =l =Il
X)— 0 X
lim & _*)—8 0 _, & (x)
x—0 x—0 x—-0 X

Posons X = g7!(x), et donc x = g(X). Par continuité de g~} (comme fonction réciproque d’'une fonction
continue strictement monotone) on a

lim X = lim g ' (x)=g7'0)=0

et 1
lim —— =lim—— =0
= —0 8X)
X-0 g(X) X ogT

X
car )1(11’% % =+00 (question 2). Par composée,

Donc g~ est dérivable en 0, et (g~)/(0) = 0.

¢ Enregroupant tous les résultats précédents, on obtient les graphiques suivants :
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4 Fonction ¢ Fonction g~
Courbe de g 09 05
0.8t
0.8 4 0.45 o
0.7+

0.7 4 0.4 o
0.35 o

0.6 o
0.3

0.5 4
0.25 o

0.4 o
0.2 o

0.3 4
0.15 o

0.2 4 o1
0.1 4 0.05
0 T T T T 1 0 T T T T
+ + + + + > 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.2 0.4 0.6 0.8
0 01 02 03 04 05
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Chapitre

Espaces vectoriels

Résumé

Ce chapitre est tres important et tombe régulierement au concours. Il est abstrait, mais pas difficile. 11
sera enrichi dans un prochain chapitre, et approfondi l'année prochaine.
Il doit étre maitrisé dans son ensemble.

321




Chapitre 14 : Espaces vectoriels

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

® Connaitre la définition d’espaces vectoriels et de sous-espaces vectoriels :

¢ Savoir démontrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel......... |
¢ Savoir montrer qu'un vecteur est une combinaison linéaire d’autres vecteurs ................. m|

(®» Maitriser la notion de base :

e Savoir montrer qu'une famille estlibre ............ .o i m|
¢ Savoir montrer qu'une famille est génératrice ...............coo i m|
¢ Savoir montrer qu'une famille est une base d'un espace vectoriel ........................ ... a
¢ Connaitre les bases canoniques des espaces UsUels. . .........ovuiriiiinninniieieieninnanns |
¢ Savoir déterminer la dimension d'un sous-espace vectoriel ................cciiiiiiiiiii... |
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Chapitre 14 : Espaces vectoriels

I. Espaces vectoriels

1. Généralités
Définition 14.1.

Soit E un ensemble non vide.

 On dit que la loi + est une loi de composition interne sur E si V (x, y) €E?, x + y €E.
¢ On dit que laloi - est une loi de composition externe surEsiV x €E,Y A€R,\ - x €E.

Exemple 14.1

Lexemple le plus classique est I'ensemble des matrices 97, ,(R). La loi d’addition de matrices est une loi
de composition interne, et la multiplication par un réel est une loi de composition externe.

Définition 14.2.

Soit E un ensemble non vide, muni d’'une loi interne, noté +, et d'une loi externe, noté -. On dit que E est
un espace vectoriel sur R si les lois vérifient les propriétés suivantes :

* (commutativité de +) : V (x, y)€E%, x +y =y + x.

e (associativité de +) : V (x, y,2)€E3, (x + y)+z=x+(y + 2)

¢ (neutre pour +) : il existe un élément, noté Og, telque V x €E, x + 05 =0 + x = x.

* (inverse pour +) : pour tout x € E, il existe un élément y €E, tel que x+ y = y + x = 0g. Cet élément

est appelé opposé de x, et est noté —x.

e (neutrepour:)V x€E,l.x=x

e (distributivit¢ de ) VA €R,Y (x,y) €%, A (x + y)=A.x +A.y

e (distributivité de-) V (A, u) €R%,Y x €E,(A + ). X =A.X +.X

e V(N u)eR?Y x €E, A (u.x)=(A x w).x.

Remarque

Si E est un espace vectoriel, les éléments de E sont alors appelés les vecteurs, et les réels sont appelés les
scalaires. L'élément O est appelé vecteur nul.

Remarque
Les quatre premieres propriétés font de (E, +) ce qu’on appelle un groupe abélien ou groupe commutatif.

Remarque

Le symbole - de la loi de composition externe est trés souvent omis. On notera plus souvent 2x plutét
que 2-x.

Proposition 14.1. Exemple fondamental

Les ensembles 901, ;(R) pour n > 1, munis de 'addition de matrices, et de la multiplication par un réel,
sont des espaces vectoriels.

Démonstration
4] b,
En effet, siA= : et B= : alors
a by,
a, + b b, +a,
A+B= : = : =B+A
a,+b, b, +a,
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(ay+ b))+ ¢

a,+(b; +cy)

(A+B)+C= : = : =A+(B+CQC)
(an+bn)+cy an +(by + cn)
a,+0 0+a, a,
A+0,, = : = : = : |=A
a,+0 0+a, a,
a, +(—ay) 0
A+(-A)= : = : |=0,,
a,+(—a,) 0
l.ay a;
1A= : = : =A
l.a, a,
a;+ b May+ by) Aa;+ADb; a, b
A(A+B)=A. : = : = : =A  [+A] =AA+AB
a,+b, Ma, +b,) \ Aa,+ADb, a, b,
A +uwa Aay +ua
A+Ww.A= : = : =ANA+UA
+wa, /) \ ra,+ua,
ua, Auay
A(WA)=A. = : =(Axp)A
way, Apay,

En premiere année, nous n’utiliserons que ces espaces vectoriels, dans le cas ot n =1,2,3 ou 4.

2. Régles de calculs

On se place ici dans un espace vectoriel E.

Proposition 14.2.

PourtousA€Retx€E,ona
d )\“OE =0get0.x=0g
o (—A)x=A(—x)=—(\.Xx).
* x+(=y)=x—y.

Théoreme 14.3.

Soit A €R, et x € E. Alors

)\..XZOE@.X:OE

ou A=0

3. Combinaison linéaire

Soit E un espace vectoriel.

Définition 14.3.

On appelle famille de vecteurs de E une n-liste (e;, -,

e,) d’éléments de E.

Exemple 14.2

SiA= ( ; ) etB= ( _45 ), alors (A, B) désigne une famille de deux vecteurs de 91, ; (R).

A. Crouzet 324

ClOIC[O)



>

Chapitre 14 : Espaces vectoriels

Définition 14.4.

Soient (e;,- -, ep) une famille de p vecteurs de E. Soit x un vecteur de E. On dit que x est une combinaison
linéaire de la famille (e, ---, ep) s'il existe des réels (A, ,Xp) tels que

p
xzzxieilee1+-~+7»pep

i=1

Lesréels Ay, -+, A, sont alors les coefficients de la combinaison linéaire.

Remarque
Il n'y a pas forcément unicité de la combinaison linéaire.

Exemple 14.3

1 — 11
SoientA= ( 5 ), B= ( 13 ) Alors, 2A—3.B= ( 1 ) est une combinaison linéaire de A et B.

| Méthode

I p

I Pour montrer qu'un vecteur x est combinaison linéaire d'une famille (e, -, ep), on écrit x = E Ae; et
1 =

| i=1
1

on résout un systeme pour déterminer (ou non) les réels A;,--- , A e

Exercice 14.4

Notons A= ( ; ), B

Il
—
&
~—
@
—t
>
Il
—
o~
—
=
o
=1
(=3
=
@
=
Q
c
@
>
@
1
—t
(@}
o
3
=
=3
o
=
o
=}
=
=}
[N
o
=2
@
o
@
>
@
—t
&

Solution
On écrit X=AA+pB. On a alors

On résout alors le systeme :

A — 3u = -5 A — 3u = -5 A= 1
{27\+u— ‘:){ = (:){ = 2

|
o~

Ainsi, X =A+2B.

Il. Sous-espace vectoriel

1. Définition
Définition 14.5.

Soit E un espace vectoriel. Soit F un sous ensemble de E non vide. On dit que F est un sous-espace
vectoriel de E si les restrictions des lois + et - a F font de F un espace vectoriel.

Exemple 14.5
Si E est un espace vectoriel, alors {03} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.

Propriété 14.4. ’
Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E. Alors Oz € F et F est un espace vectoriel. ’
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Démonstration

Par définition, F est un espace vectoriel. Par propriété, si x € F (puisque F est non vide), alors 0.x € F
c’est-a-dire O € F.

Proposition 14.5.

Soit F un sous ensemble d'un espace vectoriel E. Alors, F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement
si

e F#£0

* V(x,y)€F? x+y €F (F est stable par addition)

e ¥ xeF,AeR,A.x €F (F est stable par multiplication par un scalaire)

Remarque
¢ La premiere propriété se vérifie en général en montrant que le neutre Oy est dans F.
¢ Les deux dernieres propriétés peuvent étre regroupées en une seule :

V(x,y)eFAEYAeRAx+y€F

Méthode
On utilise la proposition précédente pour démontrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel.

Exercice 14.6

t
Montrer que F = {( 0 ), te R} est un sous-espace vectoriel de 1, ;(R).

Solution
En effet,
* 0, €F :il suffit de prendre ¢t =0.

. a b
. SIA—( 0 ),B—( 0 )etkeR,alors

xA+B=( 7‘“0”7 )EF

en prenant t =Aa+b.

Théoreme 14.6.

Soit () un systéme linéaire homogeéne de n équations a n inconnues. Lensemble des solutions de (%)
forme un sous-espace vectoriel de 9t,, ;(R)

Démonstration
Soit M € M,,(R) la matrice associée au systeme .. Alors I’ensemble des solutions F du systeme (.7)
s’écrit également

F={XeM, (R), MX=0,,}

0
avec0,;=[ :
0

e Fci, (R).

* 0, €F.Eneffet, M.0, ; =0, ; par définition de la matrice nulle.
e Soient X et Y dans F, et A €R. Alors

M.(AX+Y)=AMX+M.Y=0,,+0,,=0,,
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puisque MX=MY=0,,;. Donc AX+Y €F.
F est bien un sous-espace vectoriel de 9t,, ;(R).

I'= Exercices 1,2, 3et4

2. Sous-espaces engendrés

On se donne un espace vectoriel E.

Définition 14.6.

Soient (e, -, ep) une famille de vecteurs de E. On appelle sous-espace vectoriel engendré par (e, - -, e,,),
et on note Vect(ey, -, e,), 'ensemble formé de toutes les combinaisons linéaires de (e;, -, e,). Ainsi,

x €Vect(ey, -+, e,) =3I (A, ,A,)ERP, x=hje;+--+A,e,

Exemple 14.7

1

Sor[A:( 2

). Alors

Vect(A)={\.A, KER}z{( 2);\ ),XER}

Vect(A) est appelée droite vectorielle.

Théoreme 14.7.

Soit (e, -, ep) une famille de vecteurs de E. Alors Vect(ey, -, ep) est un sous-espace vectoriel de E.

Propriété 14.8.

Soit (ey,"+-, e,) une famille de vecteurs de E. Alors
* Vke[l,p], e Vect(e,---,ep)
* Vect(e;, -+, e,) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant la famille (e, -+, e,,). Ainsi, si F est
un sous-espace vectoriel contenant ey, -+, e, nécessairement,
Vect(ey,---,e,) CF.
e Si F = Vect(ey,:-, e, ep+1) etsie, . est combinaison linéaire des vecteurs ey, - 1€y, alors F =
Vect(e;, - ,ep).

* Si(a,, -, ap) sont des réels tous non nuls, et si F = Vect(a, e, -, a,e,), alors
F =Vect(e,,--- ,ep).

Exemple 14.8

o SoitAz( _24 ).AlorsVect(A)zVect(( _12 ))

¢ Soient B= ( (1) ) etC= ( _23 ) Alors Vect(A, B, C) = Vect(A, B) puisque C=A+B.

¢ Soit F un sous-espace vectoriel contenant les vecteurs A et B précédents. Alors, nécessairement,
Vect(A,B) CF.

I’ Exercices5et6

lll. Base d'un espace vectoriel

1. Définition
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Définition 14.7.

Soit E un espace vectoriel. Soit 8 =(e,: -, ep) une famille de vecteurs de E.
On dit que £ est une base de E si, pour tout vecteur x de E, il existe une unique n-liste (A;,---, A p) de

réels tels que
2
xX= Z Ae;
i=1

Les réels (Ay,---,A,) sont appelés les coordonnées de x dans la base

Exemple 14.9

. t 14 R - . 1 o
SiF= {( 0 ), te R}, alors tout élément de F s’écrit de maniéere unique sous la forme t.( 0 ) Ainsi, la

1
) est une base de F.

famille composée du vecteur ( 0

: Meéthode
I Pour montrer qu'une famille (e, -, ep) est une base d'un espace vectoriel E, on prend x € E et on résout
: Mep+---+ )\p e, = x. S'il existe une unique solution, alors (e, ep) est bien une base de E.

Exemple 14.10
Montrer que (( ; ),(

Solution

)) est une base de M1, ;(R).

W =

Soit ( ; ) un élément de 91, ; (R). On cherche a et b tels que
1 b 1) [ x ol at b |\ [ x
a2 3/ \y 2a+3b |7\ y

a+b=x(:)a+b=x
2a + 3b =y b y—2x

Le systeme est de Cramer, donc il posséde une unique solution.

Bilan : la famille (( ; ),( é )) est bien une base de de 9, ; (R).

On résout le systeme

I'& Exercices 9et 10

2. Famille libre, famille génératrice

Dans la définition d’une base, il y a deux éléments importants : I'existence d'une combinaison linéaire, et
I'unicité de celle-ci. Cela nous ameéne a définir deux concepts :

Définition 14.8.

Soit E un espace vectoriel. Soit (e, -, ep) une famille de vecteurs de E.
* On dit que la famille (e, -, e,) est libre si

7\181+—~-+7\pep=0]3$7x1=—-~=7\p=0

Si elle n'est pas libre, on dit qu’elle est liée.
* On dit que la famille (e, -, e,) est génératrice si Vect(e,,- -, e,) = E.
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Remarque

Lorsqu'une famille est libre, cela implique que s’il y a une combinaison linéaire de ses éléments, celle-ci
est forcément unique.

En effet, supposons que I'on puisse écrire

p p
X = E xieizzuiei
k=1 k=1

Alors, en soustrayant les deux expressions de x, on obtient :

p
Z(Xi—ui)ei =0
k=1

Par définition de la liberté, cela implique que pour tout i € [1, p], A; —p; =0, c’est-a-dire A; =p; :ilya
bien unicité de la décomposition.

Meéthode

Pour montrer qu'une famille (e,,---, e,) est libre, on écrit A, e; +--- A, e, = O et on résout le systeme. S'il
admet comme seule solution (0, ---,0) alors elle est libre, sinon elle est liée.

Exemple 14.11

Montrer que la famille | 1 |,| 1 |estlibre.

Solution
On cherche a et b deux réels tels que

1 2 0
a +b| 1 |=| O
1 0 0
Ainsi,
a+2b 0
a+b =10
a 0

On obtient alors a = 0 puis b =0. Ainsi, la famille est libre.

Remarque (Cas d’'une famille de deux vecteurs)

Lorsqu’'une famille est composée de deux vecteurs (u, v), celle-ci est liée si et seulement si il existe (a, )
tels que au +pv =0, c’est-a-dire si un des vecteurs s’exprime comme un multiple de 'autre. Ainsi, si
on voit rapidement que ce n’est pas le cas, on peut conclure : on signalera que les vecteurs ne sont pas
colinéaires.

Par exemple, dans I'exercice 14.11, les deux vecteurs ne sont clairement pas colinéaires (par exemple, en
regardant le 0 en 3¢ position). Ainsi, la famille est libre.

| I'& Exercices 7 et 8

Méthode

|
i Pour montrer qu’une famille (e, -, e,,) est génératrice, on écrit A, e, +---A, e, = x avec x € E et on résout
: le systeme. S’il admet au moins une solution alors elle est génératrice, sinon elle ne I'est pas et on exhibe
i alors un contre-exemple.
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Remarque
¢ Une famille libre est une famille dans laquelle aucun vecteur ne peut étre exprimé comme combi-
naison linéaire des autres vecteurs. Ainsi, tout vecteur est « utile » dans la famille.
¢ Une famille génératrice est une famille qui permet de récupérer, par combinaison linéaire, tout
vecteur de E; en revanche, plusieurs combinaisons linéaires peuvent mener au méme vecteur : il
n'y a pas forcément unicité de la décomposition.

Théoréme 14.9. Lien entre famille libre, génératrice et base

Soit E un espace vectoriel. Soit (e;,---, ep) une famille de vecteurs de E. (e;,-- ,ep) est une base si et
seulement si elle est libre et génératrice.

3. Base canonique de M, ,(R)

Remarque
a,
On s'intéresse a M3 1 (R). Toute matriceA=| a, |€My;(R) s écrit de maniere unique sous la forme
as
1 0 0
A=a;| 0 [4+ax| 1 |+as| O
0 1
1 0 0
Ainsi, les trois matricese; =| 0 |,e;=| 1 |,e3=| 0 |permettentde décrire toutes les matrices de
0 0 1
M3 1(R): (e, e, e3) représente une base de M5 ;(R).
Définition 14.9.
1 0 0
Soitn€N*.Onnotee;=| : |, e=| . | ., €= - | des matrices de 9, ;(R). Toute matrice de
0 0 1

IM,,1(R) peut s’écrire de maniére unique sous la forme
al.el + + an.en

ou (ay,--,a,) € R". La famille de vecteurs (e;, -, e,) forme une base, appelée base canonique de
M1 (R).

Exemple 14.12 (Cas n=2,3,4)

. (( (1) ),( (1) )) forme une base de M, (R).

1 0 0

o o[, 1 |,[ O forme une base de M3 ;(R).
0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

. o I'l o I'l 1 I'l o forme une base de M, ;(R).
0 0 0 1

Remarque

IIn'y a pas unicité de la base. Par exemple, dans 201, ; (R), les vecteurs ( (2) ) et ( _01 ) forment également
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une base.

Définition 14.10.

Vous verrez I’année prochaine que toute base d'un espace vectoriel possede le méme nombre d’éléments :
ainsi, dans 91, ;(R), les bases possedent 2 vecteurs. On appelle ce nombre la dimension de I'espace
vectoriel, et on le notera dim(E).

Exemple 14.13
M, 1(R) est de dimension 2, et plus généralement 9, ;(R) est de dimension 7.

Meéthode

Pour déterminer la dimension d'un espace vectoriel, on détermine d’abord une base, et on conclut. Pour
cela, on essaie de I'expliciter comme un espace vectoriel engendré par une certaine famille de vecteurs.
On vérifie ensuite si celle-ci est libre.

Exemple 14.14

SoitF = {( ; ) , X+y= O}. Déterminer la dimension de F.

Solution
Remarquons qu’on peut écrire

soit

Ainsi,
1
et donc ( _1 ) estune basede F :

etdim(F)=1.

IS Exercices 11 et 12
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Exercices
Espaces vectoriels

Exercices

Sous-espaces vectoriels

o000 Exercice 1 Sous-espaces vectoriels de M, ;(R) (20 min.)
Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de 9t ;(R) :

e[ )ocen]
2. Fzz{( ; ),2x+3y=0}
(e

000 Exercice 2 Sous-espaces vectoriels de M3 ;(R) (10 min.)
Déterminer siles ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de 93 ;(R) :

X

1. F;= 2x |, xeR
X
X

2. F,= y |hbx+y=0etx—y—2z=0
z

@00 Exercice 3 Des sous-espaces et des matrices (10 min.)
On se donne A € 9t;. On note
E={MeM;,(R), AM=0}etF={MeMy[R), AM =MA}
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de 93 ;(R), et que F un sous-espace vectoriel de 9i3(R).

000 Exercice 4 Des sous-espaces en tout genre (20 min.)
Déterminer si les sous-ensembles suivant sont des sous-espaces vectoriels d’espaces vectoriels usuels.
. Flz{(x,y,z)eR3, X+y+z=0, x—y+z=0}.

X
e F,= y | €M (R), 2x+2=0, x—y—2z=0, y+2z=0
z
a+b
e F3= a+2b |, (a,b)eR?
a—b

Espace vectoriel engendré

000 Exercice 5 Combinaisons linéaires (10 min.)

1 1 3 -1 1
Onnotee;, = —1 |ete,= 1 .Montrerque| 1 |,[ =3 [,| —5 |sontdescombinaisonslinéaires
2 —1 0 4 8

de e, et e,. Déterminer Vect(ey, e,).
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Exercice 6 Egalité de sous-espaces vectoriels (10 min.)

—4 -3 -1 -1
On note u = 4 |,v= 2 |, w=| 2 |, x= 6 |.Montrer que Vect(u, v)=Vect(w, x).
3 1 2 7

Meéthode

|
|
! Amr TR 5P . N . . .
1 Pour montrer une égalité d’espace avec des sous-espaces vectoriels, on procede par double inclusion : si
: EcFetFcEalorsE=F.

1 Enfin, rappelons quesi(e;,---e,) € F", alors Vect(e;, -+, e,) C F, qui va nous servir ici.

Exercice 7 Libéréééééé, ... (10 min.)
La famille (e, e,, e3) de 913 1(R) est-elle libre, ot
1 2 0
e = 1 y €= 1 y €3 = -1
-1 3 5

Exercice 8 Liberté chérie (20 min.)
Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées. Si elles sont liées, donner une relation de dépendance.
1. (2,2,1),(1,3,1),(—2,1,3) dans R3.

1 0 3
2.101,] 1], -1 |dansMs;(R).
3 2 7

Exercice 9 Une base de M13,(R) (10 min.)

1 1 2
Onnotee;=| 1 |,e,=| 2 |ete3=| 3 |.Montrer que (e, e, e3) est une base de M3 ;(R).
0 1 2

Exercice 10 Retour a la base (20 min.)
Déterminer si les familles suivantes forment des bases des espaces vectoriels indiqués.

1. (; ),(_12 ) est une base de 9, ;(R).

3 2 —1
2.1 1],] 1], 2 |estunebasedeMs;(R).
5 4 3

Exercice 11 Systémes de générateurs (20 min.)

Pour chacun des espaces suivants, déterminer un systéme de générateurs, et en déduire que ce sont des
sous-espaces vectoriels.

X

e F, = y |€M(R), x—y+2z2=0
z
X

e F,= y €M (R), x+y+2z=0,2x—y—2z=0
z

o 1:3:{(); Jt/)ei)ﬁz(R), x+t=0,x+y—z=0}.

Exercice 12 Base de sous-espaces vectoriels (10 min.)
Déterminer une base des sous-espaces vectoriels des exercices 1, 2 et 4, ainsi que leur dimension.

A. Crouzet 333 ©@®®O



Chapitre 14 : Espaces vectoriels

A. Crouzet 334 ©©O®S0



Chapitre 14 : Espaces vectoriels

Corrigeés

Espaces vectoriels

Corrigés des exercices

Exercice 1
» F; n’est pas un sous-espace vectoriel de 91 (R).

.y . 0 - R .
Premiére méthode : on constate que ( 0 ) ¢ F,. Ainsi, F; ne peut pas étre un sous-espace vectoriel de 91, ; (R).

1 2
Deuxieme méthode : on remarque que x = ) €F, et pourtant 2x = ( 9 ) €F,.

1
* F, est un sous-espace vectoriel de 91, ;(R). En effet, F, est non vide, puisque la matrice nulle y est. Soit

/7
u:( ; )etv:( ;, )deuxélémentsder et A €R. Alors

N Ax+x’
utv=| 54y

et
200 x +x)+3Ay +y)=M2x+3y)+(2x"+3y")=0

=0 car ueF, =0 car veF,

DoncAu+veF,.

1
* F3 n'est pas un sous-espace vectoriel de 91, ;(R). En effet, x = ( 1 ) € F5 (car 12 —1 = 0), et pourtant

2x=( _22 )¢F3 car22—2=2+#0.

Exercice 2
* F; est un sous-espace vectoriel de 93 ;(R). En effet, F; est non vide puisque le vecteur nul y est. De plus,
X x’
soientu=| 2x |etv=| 2x’ |deuxélémentsdeF;,etAcR. Alors
X x’
Ax+x’
ru+v=| 2Ax+x’)
Ax+x’
doncAu+veF,.
X x’
* F, est non vide, puisque le vecteur nul yest (0+0=0et0—0—2x0=0).Soientu=| y |etv=| y’
z z’
deux éléments de F,, et A € R. Alors
Ax+x’
Aut+v=| Ay+y’
Az+2z
qui vérifie
Ax+x)+Ay+y)=A x+y )+ x'+y" =0
~—— ~——
=0 car ueF, =0 car veF,
et(Ax+x)—Ay+y)—20z+z)=NMx—y—22)+(x'—y'—22")=0
——— N————
=0 car ueF, =0 car veF,

doncAu+ v €F, : F, est bien un sous-espace vectoriel de 915 ;(R).
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Exercice 3

Tout d’abord, E et F sont non vide, puisque la matrice 05, vérifie AO;; = 03, et la matrice nulle 03 vérifie
03A =A03 = 05. Il est a montrer que ces deux ensembles sont stables par combinaisons linéaires.

¢ Soient M,N €E et A € R. Alors, on constate que
AAM+N)=A AM + AN =0
~—~—
=0 =0
ainsi, AM + N €E et E est bien un sous-espace vectoriel de 913 ; (R).
e De méme, soient M,N €F et A € R. Alors
(AM+NA=A MA + NA =AAM +AN =A(AM +N)
~—~—
=AM =AN
donc AM + N €F et F est un sous-espace vectoriel de 91;3(R).

Exercice 4

* F, est un sous-ensemble de R3. On constate que (0,0,0) € F, : en effet, 0+0+0=0et 0—0+0=0. Donc F,
n’est pas vide.
Soient alors u =(x, y,z) et v=(x’,y’,z’) deux vecteurs de F, et A € R. On peut écrire

Au+v=Ax+x,Ay+y’ ,Az+2)
On constate alors que :

Ax+x)+Ay+y)+Az+z2)=Mx+y+2)+(x'+y +2)=0
——— —_———

=0 car ueF, =0 car veF,
Ax+x)—Ay+y)+Az+z2)=Mx—y+z)+(x'—y' +2z')=0

N—_—— N————

=0 car uekF; =0 car veF;

Ainsi, A\u+v €F;.
On peut conclure que F; est un sous-espace vectoriel de R3.

0
* F, est un sous-ensemble de 95 ;(R). On constate que | 0 |€F,:eneffet,2x0+0=0,0—-0—-2x0=0et
0
0+2x0=0.DoncF, n'est pas vide.
x x’
Soientalorsu=| y |etv=| y’ | deuxvecteurs de F, et A €R. On peut écrire
z z’
Ax+x
Au+v=| Ay+y’
rz+2z

On constate alors que :

20x+x)+ Az +2)=AN 2x+z )+(2x'+2')=0
S—— SN——

=0 car ueF, =0 car veF,
Ax+x)—Ay+y)—20z+z)=Mx—y—22)+(x'—y —22")=0
N—— N———’
=0 car ueF, =0 car veF,
Ay+y)+2hz+2)=M y+2z )+(y'+2z")=0
N—— N———
=0 car ueF, =0 car veF,

Ainsi, A\u+ v €F,.

On peut conclure que F, est un sous-espace vectoriel de 93 ;(R).
0

* F; est un sous-ensemble de M ;(R). On constate que | 0 | €F;: en effet, en prenant a = b =0, on obtient
0

le vecteur nul. Donc F; n’est pas vide.
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a+b a’ +b’
Soientalors u=| a+2b |etv=| a’+2b’ | deuxvecteurs de F; (avec a, b,a’, b’ €R?), et A € R. On peut
a—Db a’ —b’
écrire
a+b a’ +b’
Au+v=A|l a+2b |+| a’+2b’
a—D>b a’ —b’
Aa+Ab+a +b’
=| Aa+2\b+a’ +2b’
Aa—Ab+a —b’
Aa+a)+(Ab+Db’)
= ha+a’)+2(Ab+b’)
Aa+a’)—(Ab+Db")
a//+b//
On peut donc écrire A\u+v=| a”+2b” |aveca” = a+a’ et b” =Ab+ b’ :ainsi, \u+ v €F.
a’'—b"

On peut conclure que F; est un sous-espace vectoriel de 93 ; (R)

Exercice 5

Cherchons x et y deuxréelstelsque u=| 1 |=xe + ye,. Ainsi

1 1 x+y
1 |=x| -1 |+y|{ 1 |[=| —x+y
0 2 -1 2x—y
Apres résolution, on obtient x =1 et y =2. Ainsi, u = e; +2e, est bien combinaison linéaire de e, et e,.
—1 1
De la méme maniére, on obtientv=| —3 |=e¢ —2e,etw=| —5 |=3e;—2e, qui sont donc bien des
4 8
combinaisons linéaires de e; et e,.
xX+y
Enfin, par définition, Vect(e,, e,) = {xel +ye, (x,y)e RZ} = —x+y |, (x,y)eR?
2x—y

Exercice 6
Montrons que u et v sont dans Vect(w, x). Dans ce cas, par propriété, Vect(u, v) C Vect(w, x).

Remarquons (ou démontrons selon la méthode de I'exercice précédent) que u =5w — x donc u € Vect(w, x).
De méme, v =4w — x donc v € Vect(w, x). Par définition de I'espace vectoriel engendré, on en déduit donc

Vect(u, v) C Vect(w, x) |.

De méme, w = u— v donc w € Vect(u, v), et x = 4u—>5v donc x € Vect(u, v). Par définition de I'espace

vectoriel engendré, on en déduit donc que | Vect(w, x) c Vect(u, v) |.

Par double inclusion, Vect(u, v) = Vect(w, ).

Exercice 7
Soient x, y, z trois réels vérifiant xe; + y e, + ze; =0. Alors

xX+2y 0
xty—z =( 0
—Xx+3y+5z 0
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On résout donc le systéme

X + 2y = 0
S x +y — 2z =0
—-x + 3y + 5z = 0
soit
x + 2y = 0
S)e -y — z = 0L«L,—-L
5y + 5z = 0 Lz—L3+L,

Remarquons enfin que les deux derniéres lignes sont les mémes. Donc le systéme est dégénéré et admet donc
une infinité de solution. Ainsi,

(e1,e,,e3) estliée

Exercice 8
On applique naivement la méthode.
1. Soient a, b et ¢ trois réels tels que a(2,2,1)+ b(1,3,1)+ ¢(—2,1,3)=(0,0,0). On peut alors écrire
(2a+b—2c,2a+3b+c=0,a+b+3c)=(0,0,0)

On résout le systéme :

2a+ b—2c¢=0 2a+ b—2c=0

2a+3b+ c=0~ —2b—3c=0

a+ b+3c=0 8c=0

Le systéme est de Cramer : le systeme homogéne admet donc une unique solution : (0,0, 0). Ainsi, la seule
solution est @ = b = ¢ =0 : la famille est donc libre.
2. On fait de méme : soient a, b et c trois réels tels que

1 0 3 0
al 0 [+b| 1 |+c| -1 ]=|0
3 2 7 0
ce qu’on écrit
a+3c 0
b—c =10
3a+2b+7c 0

On résout alors le systeme :

a +3c=0 a +3c=0

b— c=0~ b— ¢c=0
3a+2b+7c=0 2b—2c=0
a +3c =0
~ b— ¢ =0
0=0

Le systéme est dégénéré, donc la famille ne sera pas libre. Il faut cependant exhiber une combinaison linéaire,
c’est-a-dire une soluton du systéme. Par exemple, en prenant ¢ =1, on obtient b =1 puis a =—3. Ainsi :

1 0 3 0
3lo|+|1|+|-1]=]0
3 2 7 0

La famille est donc liée.
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Exercice 9
X
Soit u =| y | un élément de M3;(R). Montrons qu'il existe une unique combinaison linéaire telle que
z
u=>x e +Ae, +Azes. On cherche donc a résoudre
X 1 1 2 7\.1 + )\.2 + 2)\3
y :)\,1 1 +)\,2 2 +)\3 3 = 7\.1+2)\,2+37\.3
Z 0 1 2 7\.2 + 2)\.3
d’inconnue A;, A, et A3. On résout donc le systéme
)\,1 + )\.2 + 2)\,3 = X
S)L Ay + 20, + 3A3 =y
)\.2 + 2)\.3 = Z
Ainsi
)\.1 + )\2 + 2)\.3 = X
(S)@) )\,2 + )\.3 = y_x L2 (_LZ_LI
)\,2 + 2)\,3 = Z
et donc
7\,1 + )\.2 + 2)\.3 = X
(S) = )\2 + 7\3 = )y—X
7\,3 = Z—y+x Lg(_L3—L2

Le systéme triangulaire posséede trois pivots non nuls : il est donc de Cramer, et le systeme (S) admet donc une
unique solution. Ainsi, u s’écrit bien de maniére unique sous la forme d'une combinaison linéaire de e, e, et
e3 .

(e1, e, €;) forme bien une base de i3 ;(R)

Exercice 10
1. Soit ( a ) €M, 1(R). On cherche A et y. tels que

| ()

{ Atu=a { Atu=a
2A—2u=">b 4u=b—-2a

On doit donc résoudre :

1 1
Le systéme est de Cramer et admet donc une unique solution. Par définition, la famille (( 5 ), ( )) est

—2
donc une base de M, ;(R).
a
2. Soit| b | €M3,(R). On cherche x, y et z tels que
c
3 2 -1 a
x| 1 |+y|1|+z 2 |=|D
5 4 3 c

On résout le systéme :
3x+2y— z=a x+y+2z=b

X+ y+2z=b ~ —y—7z=a-3b
5x+4y+3z=c —y—7z=c—5b
x+y+2z =b

~{ —y—7z =a-3b
0=c—2b—a
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Ainsi, si c —2b —a # 0, le systeme n’a pas de solution. Ainsi, par exemple (en prenanta =1,b =0 et ¢ =2)

1 3 2 -1
la matrice | 0 | n’est pas combinaison linéaire de la famille. Ainsi, la famille 11,111, 2 ne peut
2 5 4 3

pas étre une base (elle n’est pas génératrice de i3 ;(R)).

Exercice 11

Méthode

1
1
: Pour déterminer un systeme de générateurs, on ré-écrit les sous-espaces de maniere a pouvoir les écrire
| comme un espace vectoriel engendré.

1

On écrit :
x
Fl_ y Emg’l(R), xX—=Yy +2z=0
z
x
= y | €M i(R), x=y—2z
z
y—2z
= vy |, (n2)eR?
z
y —2z
=<y |+| 0 | re)eR?
0 z
1 —2
=4yl 1]|+2z| 0 [, (y,z)eR2
0 1
1 —2
=Vect 14,1 O
0 1
1 —2
La famille 11,1 0 est donc génératrice de F;. On peut méme dire qu’elle est libre (car composée de
0 1

deux vecteurs non colinéaires) donc est une base de F;. Pour F,, on obtient de méme :

* X+y+2z=0
E,=11 ¥ |€M3,(R), ) o
2 X—y— z=
* X+ y+2z=0
=11 ¥ | €Ma(R), 4y 5220
z oYy Toz=
X _ 1
X= -3
=1 ¥V | €M1(R), { 5 ,Z€R
KZ y:—§Z:
1 1
—3% -3
={| -3z | zeR}p=Vect|| -3
z 1

W | =

Ainsi, la famille — est donc une famille génératrice (et étant composée d'un seul vecteur non nul,
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-1
c’est méme une base). On peut également prendre comme générateur | | —5 | |. Enfin:
3

=

ng{(z }t/)efmz(R), x+t=0,x+y—z=0}
_Jxy _ _
—{(z t)efmz(R), X = t,y—z+t}

—t z+t
z{(z : ) (z,t)eRz}
={t(_01 i)m(? (1)) (z,t)eRz}
-1 1 0 1
-vea( 5 1) (3 o))

Ainsi, la famille (( _01 i ) R ( (1) (1) )) est génératrice de F;. Elle est méme une base car la famille est composée

de deux vecteurs non colinéaires.

Exercice 12
On réécrit les espaces vectoriels pour reconnaitre une base. Ainsi, pour I'exercice 1,

e Ry

1 1
F, = Vect(( 2 D et ( 2 ) forme une base de F,.
-3 3

Pour 'exercice 2, on a directement que

et donc

1 1
Fi=<{x| 2 |, xeR }=Vect 2
1 1
1
donc| 2 |forme une base de F;.
1
Enfin, apres résolution,
z 1
F,= —z |, (x,y)eR® } =Vect| | —1
z 1
1
et| —1 |estunebasedeF,.
1

De la méme maniere, pour 'exercice 4 :
F,={(~z,5,2), (y,2)eR*}=Vect((—1,0,1),(0,1,0))
et la famille (libre) ((—1,0,1),(0,1,0)) forme une base de F;.

0
F2 = 0
0
donc est un espace de dimension 0. Enfin,
a b 1 1
Fs=<|a |+| 2b |, (a,b)eR®}=Vect|| 1 ],| 2
a —b 1 -1
1 1
et 11, 2 est libre (car les vecteurs ne sont pas colinéaires) et forme donc une base de Fs.
1 —1
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Chapitre

Etude élémentaire des séries

Résumé

Dans ce chapitre, on introduit la notion de série, qui est a rapprocher de lintégrale généralisée, mais
dans le cas d’'une suite. On y verra des méthodes de calculs, mais aussi des théorémes pour montrer des
convergences ou divergences de séries, sans pouvoir nécessairement calculer la somme de la série.

« S§S»

Auteur (Date). Titre
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Chapitre 15 : Etude élémentaire des séries

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(@ Connaitre la notion de série :

e connaitre la définition d’'une série, d'une somme et dureste dunesérie....................... O
¢ connaitre les différentes opérations usuelles .............viiiiiiiiii i |
e connaitre le lien entre SUIte €t SETie. ... ....iuiit ittt ittt e et O
¢ connaitre la condition nécessaire de CONVEIZeNCe ... ... ..vuntntuntrnin e eaeeenennenaenes |
e connaitre les séries de réference. . ... ...t O

® Concernant les théoremes de convergence :
e connaitre le théoréme de comparaiSon . ...........oiuiiniii i m|
¢ connaitre le théoreme d’équivalence et de négligeabilité .................... .. ... |
® Concernant I’absolue convergence :

o connaitre la définition. ...t e O
¢ connaitre le lien entre absolue convergence et CONVErgence . .. ........uvueeneuneneuneneenenne. O
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I. Définition

1. Séries

Définition 15.1.

Soit (u,,) une suite réelle. On appelle série de terme général ©,, et on note Z u, ou plus simplement
n=0
> u,, la suite des sommes partielles (S,,) définie par

n
Sn =Zuk
k=0

Remarque
Si la suite (u,,) n’est définie qu’a partir d'un certain rang n,, la série de terme général u,, n’est également
définie qu’a partir de n,, ce que I'on note Z u,. La suite des sommes partielles est (S,),>,,, avec

n=ny
n
Sn = Z Up.
k=ny

Exemple 15.1

1
Soit u la suite définie pour tout n > 1 par u,, = % La série de terme général u,, est notée Z — estappelée
n

n=1
la série harmonique.

Exercice 15.2
Déterminer les premiers termes de la suite des sommes partielles de la série harmonique.

Solution
1
Onnote(S,,),>: lasuite des sommes partielles associées ala série harmonique, c’est-a-direV n > 1, S, = %
k=1
Alorson a
1 3 1 1 11 1 1 1 25
81:1, 82:1+—:—, 83:1+—+—:_, S4:1+—+—+—:_
2 2 2 3 6 2 3 4 12

2. Convergence

La série D u, étant une suite, on peut s'intéresser a sa convergence.

Définition 15.2.

Soit (u,) une suite réelle. On dit que la série > u,, converge si la suite des sommes partielles (S,,) converge.

Dans ce cas:
+00

¢ lalimite de la suite (S,,) est alors appelée somme de la série, et est notée Z Ur. On a ainsi
k=0
+00 n
Z U = lim Uy
n—+00
k=0 k=0
¢ on appelle reste de la série la suite (R,,) définie par
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Attention

+00
Lécriture E u; 'a de sens que si la série converge, alors que I'écriture > u,, a bien un sens, puisqu’elle

k=0
désigne une suite.

Remarque

Les sommes infinies ne se manipulent pas comme les sommes finies (puisqu’en réalité, ce sont des limites,
et il faut donc toujours s’assurer de la convergence). C’est pourquoi on calculera (presque) toujours les
sommes partielles, qui sont des sommes finies, avant de passer a la limite.

3. Premiers exemples

Exemple 15.3

1 n
Soit (u,,) la suite définie pour tout n par u, = (5) . Etudier la série Z Uu,.

Solution

n k
Notons S,,=Z(%) . Alors
k=0
n 1 k 1_(%) 1 n+l
nse=d(5) = o=2(-(3)")

k=0

n

n+1 1
Puisque —1 < % <1l,ona lim (E) = 0. Par somme et produit, on en déduit donc que la série Z (E)

n—+00
n=0

converge, eton a

Exemple 15.4

. . 1 .
Montrer que la série harmonique, de terme général 1, E —, est divergente.
n

n=1

Solution
1
Pour tout n 2 1, notons H,, = Z —.
=1 1t
Nous avons vu dans le chapitre sur le calcul différentiel que I'on a, pour tout k > 1,
In(k+1)—In(k) < %
En additionnant ces inégalités, on obtient alors
n n 1
Z(ln(k +1)=In(k) <} |- =H,
k=1 k=1

Or,ona

n
Z(ln(k +1)—In(k)) =In(n + 1)—In(1) =In(n + 1), les termes se téléscopant.
k=1

Puisque ligrn In(n + 1) =400, par comparaison, on en déduit que
n—+00

n
) Z 1
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I's Exercice2

Il. Propriétés

1. Opérations sur les séries

Les opérations sur les sommes finies se transposent, dans certains cas, aux séries :

Théoreme 15.1. Linéarité

Soient (u,,) et (v,,) deux suites réelles, et A un réel non nul.

e Les séries D u, et > . Au, sont de méme nature (c’est-a-dire qu’elles sont soit toutes les deux
convergentes, soit toutes les deux divergentes). Si elles sont convergentes, on a alors

+00 +00
Shu=rS
k=0 k=0

e Silesséries > u, et > v, sont toutes les deux convergentes, alors la série > (u, + v,,) est également

convergente, et on a
400 400 +00
E (U +w)= E ug+ E Uk
=0 =0 =0

Attention

La réciproque du deuxieme point n'est pas vraie. Par exemple, si pour tout n > 1, u, = % ety, = —%, alors
la série D" u,, + v, converge (vers 0) alors que ni Y u, ni Y v, ne convergent.

Il faudra donc toujours s’assurer que les séries convergent avant de séparer les sommes.

2. Suite et série

Théoreme 15.2. Théoréme suite série

Soit (u,,) une suite. Alors (u,) converge si, et seulement si, la série > (u,,; — u,) converge. Dans ce cas,

en notant ¢ la limite de (u,,), on a
+00

Z(uk+1— up)=L—u

k=0

Démonstration
n

Notons S,, = Z(ukﬂ — uy). On constate que S,, = u, ., — U, par telescopage. Ainsi, (S,,) converge si et

k=0
+00

seulementsi(u,,) converge. Si(u,,) converge vers £, par passage a lalimite, on obtient bien Z( Uy — Ur) =€ — uy.
k=0

lll. Conditions de convergence

1. Limite de la suite et convergence

Théoreme 15.3.

Soit (u,,) une suite réelle. Si la série >_ u,, est convergente, alors lim u, =0.
n—+0o0
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Démonstration
n

Pour tout n, notons S,, = Z ur. Alors, pour tout n>1,ona u, =S, —S,_;. Sila série >_ u, converge,

k=0
alors la suite (S,,) admet, par définition, une limite que I'on note ¢. Mais alors

lim S,= ligrn S,1=¢
n—+0oo

n—+0Q0
et donc
lim u,=0—{(=0
n—+00
Remarque

La contraposée du théoréme est intéressante : si la suite (u,,) ne converge pas vers 0, alors la série > u,

- n . P
n’est pas convergente. Par exemple, la série E diverge, car son terme général ne tend pas vers 0.
n

+1

Attention

Cette condition est nécessaire, mais pas suffisante : en effet, ona lim — =0 et pourtant la série harmo-
n—+oo n

1
nique Z - diverge.

n=1

Exemple 15.5

Soit g unréel. Ons'intéresse alasérie > g". Alors, pour quelasérie > g" converge, il faut que lir+n q" =0,
n—+00

c’est a dire |g| < 1. On verra plus tard que la réciproque, dans ce cas, est vraie.

2. Séries a termes positifs

Le cas des séries a termes positifs est plus simple a étudier.

Théoreme 15.4.

Soit (u,,) une suite a termes positifs. Alors la série D>_ u,, est convergente, si et seulement si, la suite des
sommes partielles (S,,) est majorée.

Démonstration
n

NotonsS,, = Z Ur.Onaalors S, 1—S,, = u,,; = 0:lasuite(S,) est donc croissante. D’apres les théoremes

k=0
sur les suites monotones, (S,,) converge si et seulement si la suite (S,,) est majorée.

IV. Séries de référence

1. Séries géométriques et dérivées

Définition 15.3. Série géométrique

Pour tout entier p, la série » g" s’appelle série géométrique de raison q.

Théoreme 15.5.

La série >_g" est convergente si et seulement si || < 1. Dans ce cas,

+00 . 1
&
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Remarque
+00 qp
Plus généralement, la série Z q" est convergente si et seulement si || < 1, et dans ce cas, Z q" =
nzp n=p 1- q
Démonstration

La suite (q") converge vers 0 si et seulement si |g| < 1. Par condition nécessaire de convergence, la série

> q" ne peut pas converger si |g| > 1.
& 1— n+l
Suppsons alors que |g| < 1. Notons S, :qu. Onas, = : a Or, lim g

o= —q n—-+00

. 1. - 1
la suite (S,,) converge vers 1= : la série converge, et sa somme vaut i—.

"1 =0 car|g| < 1. Donc

On dispose également de deux séries, appelées séries géométriques dérivées premiere et deuxieme :

Théoréme 15.6. Série géométrique dérivée

o Série géométrique dérivée premiere
La série Z nq""' converge si et seulement si |g| < 1. Dans ce cas,

n=1
f nqn—l — 1
p (I—qg)

o Série géométrique dérivée seconde
La série E n(n—1)g" converge si et seulement si |g| < 1. Dans ce cas,
n=2
+00

2
2, mn=0g" = s

n=2

Démonstration
Démontrons le premier résultat. Si |g| > 1, la suite (rg" ') ne converge pas vers 0, donc la série Z ng"!

n=1
ne peut converger.

n
Pour tout x €]—1; 1[, notons T, (x) = Z xk. T, est une fonction dérivable sur ]—1;1[, et on a
k=0

T:l(x)=2kxk_1
k=1
_xn+1
1—x
T(x)= —nx"(1—x)—(1—x")(=1) _ 1—(n+1)x" + nx™*?
" (I—x) (1—x)?

D’autre part, T, (x)= . On a donc également

1
Puisque lim (n+1)x""' = lim nx"**=0 (car|x|<1), on en déduitque lim T/ (x)=——.
n—+00 n—+00 n—+00 (1—x)
Ainsi, la série E nx" ! converge, et on a bien

n=1

Remarque
Onremarque que ng" =qnq" ' etque n(n—1)q" = g*n(n—1)q" 2. Ainsi, si |q| < 1, les séries >_nq" et
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> n(n—1)q" convergent également, et

+00 +00 2
q 2q
nq" = et n(n—1)qg" =
2w T gy

2. Séries de Riemann

Définition 15.4. Série de Riemann

La série de terme général % (o €R) est appelée série de Riemann.

Théoreme 15.7.

. . Z 1 . .
La série de Riemann s converge S1 et seulement si o > 1.
n
n=1

Démonstration
Théoreme admis.

Remarque

. . . - 1
Méme si la série converge, on ne connait pas explicitement la valeur de la somme E — sauf dans
n

. n=1
certains rares cas.

IS Exercice 7

3. Série exponentielle

Définition 15.5. Série exponentielle

La série de terme général ’% (x €R) est appelée série exponentielle.

Théoreme 15.8.

Pour tout réel x, la série exponentielle

converge, et on a

Démonstration
Théoreme admis.

Meéthode

Pour déterminer si une série converge ou non, et éventuellement calculer sa limite, on essaiera si possible
de se ramener a une des séries usuelles (géométriques, Riemann ou exponentielle).

Exemple 15.6

(_3)n+1

Déterminer la nature de la série de terme générale u, = —;
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Solution
Remarquons tout d’abord que

n
La série Z — converge puisqu’il s’agit de la série exponentielle, et sa somme vaut €73, Par produit, la
n=0 n:
série Z u, converge, et
n=0

= —3e
= n!
Remarque
x n—1
Par décalage d’indice, on a également, pour tout réel x, Z T converge également, et
n—1)
n=1
+00 -1
P
—1)
n=1 (n 1)
et de maniere plus générale
+00 n—p
S e
= (n—p)!

I’  Exercice 6

V. Théoremes de convergence

1. Théoreme de comparaison

Pour majorer (S,,), on commence en général par majorer (u,,). On somme alors ces majorants pour en déduire
un majorant de (S,,). On dispose ainsi du théoréme suivant :

Théoreme 15.9. Théoréme de comparaison
Soient (u,,) et (v,) deux suites a termes positifs. On suppose que pour tout 7,
osu,<v,

Alors, sila série > v, est convergente, la série >’ u,, est également convergente. Dans ce cas,

+00 +00
Sucdn
k=0 k=0
Démonstration
n n
Sionnote S, = z ugetT,= Z Uk, 0N a, pour tout n, S,, < T,, (addition des inégalités). De plus, la suite
k=0 k=0

(T,,) est également croissante, de limite T. Donc pour tout #, T,, < T. Donc
¥YnS,<T,<T

La suite (S,,) est donc majorée, et d’apres le théoreme précédent, la série > u,, converge. L'inégalité

précédente donne alors
+00 +00

= i < = i =
2 0=, im S, <T= lim T, =2 v,

n=0 n=0
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Exemple 15.7

1 1\"
Soit (u,,) une suite a termes positifs vérifiant, pour tout n, u, < 70 Puisque la série Z (—) est une

+00
série convergente, la série Z u, est donc convergente, et on a Z u, <2.
n=0

On dispose également d’un critere de divergence :

Théoreme 15.10.

Soient (u,,) et (v,) deux suites a termes positifs. On suppose que pour tout n, 0 < u,, < vn. Alors, sila
série > u,, diverge vers +00, alors la série >_ v, diverge également vers +0o0.

Exemple 15.8

Soit (u,,) une suite a termes positifs vérifiant pour tout entier n > 1, u,, > % Alors, puisque la série >’ %
est divergente, la série >_ u,, est également divergente.

I’ Exercices 3 et 4 |

2. Equivalence et négligeabilité

On peut enfin utiliser les équivalents :

Théoreme 15.11.

Soient (u,,) et (v,,) deux suites a termes positifs. On suppose que u,, 3 Une Alors, la série Y_ v, est conver-
oo

gente si et seulement si la série D u,, est également convergente.

Exemple 15.9

Montrer que Z ! converge
q 2n +3n ge:
nz0
Solution
Remarquons que
1 1
2n43n  3n

Puisque les deux suites sont a termes positifs, et que la série E 3 converge (série géométrique), on en

déduit que par équivalent, la série Z converge.

i 2n +3n

On dispose également d'un critere en cas de négligeabilité :

Théoreme 15.12.

Soient (u,) et (v,) deux suites a termes positifs. On suppose que u, =0,,(v,). Si la série > v, est
convergente, alors la série > u,, est également convergente.

Exemple 15.10

—n? L .
Montrer que E e est une série convergente.
n=0
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Solution

1
Remarquons que e 0(—2). En effet,
n
2
e—n
lim = lim n’e”
n—+oo 1/n2 n—+00

n2

=0 par croissances comparées

. _pn2 s z .. . .
Les deux suites (™) et (#) sont positives, et la série >’ % est convergente (Riemann). Par comparaison
PURPREN P 2 . 2. __n2
de série a termes positifs, on en déduit que la série > e~ converge.

VI. Convergence absolue

1.

Définition
Définition 15.6.

Soit (u,) une suite réelle. On dit que la série >_ u, est absolument convergente si la série > _|u,| est
convergente.

Exemple 15.11

n

. —1) .

La série E 5 est absolument convergente : en effet, la série E
n

n=1 n=1

(série de Riemann).

="
n2

1
= E — est convergente
n2
n=1

Absolue convergence et convergence

Théoreme 15.13.

Soit (u,,) une suite réelle. Si la série Y_ u,, est absolument convergente, alors elle est convergente.

4.

Remarque

Pour démontrer qu'une série de signe quelconque est convergente, il peut ainsi étre judicieux de montrer
qu’elle est absolument convergente, et se ramener donc a une série a termes positifs.

Convergence et absolue convergence

Remarque

La réciproque n’est pas vraie : une série peut étre convergente sans étre absolument convergente (on dit
que la série est semi-convergente).

="

Par exemple, la série E

n=1

est convergente, mais n’'est pas absolument convergente, puisque la série

=" 1
2 T‘ZZE

n=1 n=1

n’est pas convergente.

Etudier une série

Meéthode
Pour étudier une série Z u,, on suit différentes étapes :

1. On vérifie si la suite (u,,) tend vers 0. Si non, la série est divergente.
2. Ons’intéresse ala suite (u,,) et on regarde si elle est équivalente, négligeable devant, ou majorée par
une suite dont on sait que la série converge (par exemple, parce que c’est une série de référence).

A. Crouzet 353 ©@®®O



Chapitre 15 : Etude élémentaire des séries

Dans ce cas, on peut conclure quant a la convergence (mais pas sur la somme de la série)

3. Sion demande de déterminer la somme, on pose la suite des sommes partielles (S,,) et on vérifie si
on peut la calculer. Si oui, on peut conclure quant a la convergence, et la valeur de la somme le cas
échéant.

4. Sitout ce qui précede n’a pas abouti, on essaie de majorer (ou minorer) les sommes partielles (S,,)
sila série est a termes positifs, ou alors on s'intéresse a I’absolue convergence sinon.

Remarque
On ne peut pas forcément calculer la somme de la série, méme si on arrive a prouver que la série converge.

Exemple 15.12

Soit u la suite définie pour n > 1 par u,, = . Etudier la nature de la série Z u,

n=1

1
n2(n2+1)

Solution
Plusieurs méthodes pour cette série.
1. Théoréme de comparaison : on constate que
1

~ —
uy, e

1
La suite (u,,) et la suite (%) sont des suites a termes positifs, et la série Z —, converge (série de
n

Riemann avec 4 > 1). Par équivalence de suite a termes positifs, la série Z u, converge.
n=1
2. Majoration : on constate que
1 1
<

2 2 4 2 2
n‘(n“+1)=n"+n“2n“donc0< —— < —
( ) - S n2(n2+1) S n2

La suite (u,) est a termes positifs et majorée par la suite (%) dont la série converge (série de

Riemann avec 2 > 1). Par majoration, la série Z u, converge.
n=1
3. Calcul des sommes partielles : Remarquons tout d’abord que la suite (u,) converge vers 0. On

peut écrire u,, sous la forme
1 1

n2 n2+l

u, =

Up— Wy

Or, la série Z v, converge (série de Riemann). De plus, pour tout n > 1,

n=1

1
O<w,<—=1,
n2

Par comparaison, (w,,) étant a termes positifs et la série E v, étant convergente, on en déduit
nz1

que la série E w, converge également.
nz1

Par somme, la série Z u, converge également, et

n=1
1 1 1
2 T T T 2 i

n=1 n=1 n=1

I'& Exercices 8, 9et 10
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Chapitre 15 : Etude élémentaire des séries

Exercices

Etude élémentaire des séries

Exercices

Calcul de sommes partielles

Exercice 1 Un calcul de série par téléscopage (10 min.)

On considere la série numérique de terme général (n>1) et on note Sy sa N-eme somme partielle.

4n2—1

» 1 1/ 1 1
1. Vérifier que : =— -
4n2—1 2\2n—-1 2n+1
2. Montrer que :
1 1

Sy=-[1-
N 2( 2N+1)

! est convergente.

3. En déduire que la série de terme général

4n2 —

Exercice 2 Suites des sommes partielles (20 min.)

Pour chacune des suites suivantes (définies pour n > 3), calculer la suite des sommes partielles, et déterminer
sila série associée est convergente. Le cas échéant, donner la valeur de la somme.

In(1+2 _ 1 —_1
1. un:m 2. Vn—ln(l—z) 3. wn—m
Pour la 3), on pourra essayer de décomposer m sous la forme & + % pour a, b deux réels bien choisis.

Comparaison

Exercice 3 Minoration (5 min.)
Soit u la suite définie pour tout n > 2 par
n
u, =
" on2—1
Montrer pour tout pour n = 2, u,, = % Montrer alors que Z u, diverge.

n=2

Exercice 4 Majoration (5 min.)

Démontrer que Z

n=3

an ll’l(n) converge.

Exercice 5 Equivalence et négligeabilié (20 min.)
Etudier la convergence des séries de terme général u,, :

n+3 1 n+n+1
1. u,=—— 2. u,= 3o Up=—7—
nd+n+2 2n 43 2n
n3—6n®+n—12 —-n+3
4, y,=—" T77°° 5. u,= 6. u,=(—1)"e>"

2n nt+1
Séries usuelles

Exercice 6 Séries usuelles (20 min.)
Justifier la convergence des séries suivantes, et calculer leur somme.
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L Zn(’;n—l) 3 ;(—;)ﬂnn

- n’—n+1 4 Z 1
2. Z 3n ) m 2np!
n

1
n2

(20 min.)

On considere la série numérique de terme général % (n = 1). On note Ty sa N-éme somme partielle.
1. Vérifier que :

000 Exercice 7 Séries de Riemmann >’

1
V”Zz; - =

2. En déduire que:

VYN>1 5 L Tn<2 !
=7 2 N+1- N N
3. Montrer que la suite (Ty) est majorée.
4. Déterminer la monotonie de la suite (Ty)ys2-
5. En déduire la convergence de la série initiale.
6. Etablir 'encadrement suivant :
3 S1
=< — <2
2 — 12
n=1

Suites et séries

ee0O Exercice 8 Suites et séries|- EDHEC (20 min)
Soit u la suite définie par u, €]0; 1] et pour tout n, 1, = u, — ufl
1. Démontrer que pour tout n, 0 < u,, < 1. Montrer alors que la suite u converge, et déterminer sa limite.

2. Montrer que la série E ufl converge et calculer sa somme.
n

3. Quelle est la nature de la série Zln(u,,+1)—ln(un)?

n=0

000 Exercice9 Séries alternées (30 min.)

n k
-1
e Pour tout n, on note S,, = Z ( . Montrer que les suites (S,,,) et (S,,+1) sont adjacentes. En déduire
k=1
—1)"
que la série z =) converge.

n=1 n
n
e (Généralisation) Soit u une suite positive, décroissante de limite nulle. On note S, = Z(—l)k uy. Dé-
k=0
montrer que les suites (S,,,) et (S,, 1) sont adjacentes, et en déduire que la série Z(—l)" U, converge.
n

8

b k
-1
Remarque : on peut calculer la somme de la premiere série : ( k) =—In(2).
1

d
Il

@00 Exercice 10 Suites et séries Il (30 min.)
On considere la suite (u,,) définie par

O<up<letVneN, upy=+v1+u,—/1+u?

1. Montrer que pour tout 7, u,, existe et appartient a ]0; 1[.
2. Montrer que pour tout 7, U, ) < 5. En déduire la nature de la série de terme général u,,.
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Corrigés

Etude élémentaire des séries

Corrigés des exercices

Exercice 1
1. On constate que :

1/ 1 1 1 2n+1 2n—1

5(2n—1_2n+1)=E(an—nmn+1f_mn—nwn+1J
1 2

_E(Qn—nmn+n)

1

T (2n2—12  4n2-—1

1
2. Posons,pourn =1, u, = ﬁ Alors

1 1
u = =
T on+1)—1 2n+1

N
1/ 1 1
Sy= = -
N Z2(2;1—1 2n+1)

n=1

N
=3 E Up—Upp
n=1

=3 (u; — ung) par télescopage

_1(1 1 )
T2 2N +1

3. On constate, d’apres la question précédente, que

Ainsi :

N | =

—

1
Sy —— = par somme
N—+oco 2

Ainsi, la suite des sommes partielles converge, donc la série de terme général

converge et
4n2—1

+00 1 1

ZS4n2-—1:5

n=1

Exercice 2
Constatons que

(%)
tn = In(n)In(n +1)
_In(n+1)—In(n)
" In(n)In(n+1)
1 1

“In(n) In(n+1)

n
Notons pour tout entier n =3, S, = Z uy. Alors,
k=3
—~ 1 1 1 1
S”ZE:lk:_l @) 1
p n(k) In(k+1) In(3) In(n+1)

par téléscopage.
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Lo 1 .
Ainsi, lim S, = ——. Par conséquent, la série E u, converge, et
n—+00 In(3) =

& 1
2 = o

De méme,

v, :ln(l—%):ln(n_l):ln(n—l)—ln(n)

n
n
Notons, pour tout entier n =23, T, = Z U,. Alors,
k=3
n
T,= > In(k—1)—In(k)=In(2)—In(n) par téléscopage.
k=3

Ainsi, lim T, =—o0.Par conséquent, la série E v, diverge.
n—+o0o
n=3

Meéthode

1
1
: Dans le cas d'une série avec des fractions rationnelles, on essaie de décomposer en éléments simples, et
| on observe ce qu’il se passe.

Pour tout entier n = 3, on a

1 1
w, =—————= — —
" nn+l) n n+l
n
Notons alors, pour tout entier n >3, U, = Z wy. Alors,
k=3
U - =101
L= -
k:3k k+1
! e
=—— ar téléscopage.
3 n+1p pag

.. . .
On constate alors que U,, —— 3 Ainsi, la série E w, converge et
n—+0Q0

n=3

SR
pra n(n+1) 3
Exercice 3

I

I  Méthode

| .. . . .

1 Pour montrer qu’une Serie converge ou dlverge, on peut raisonner par comparaison.

Pour tout entier n > 2, on a n>—1 < n?. Par passage al'inverse, on en déduit donc que pour tout n > 2, 32— > -1,
Ainsi,
n S n 1
z — =
nz—1 n? n

Ynz2 u,=

La série — est une série a termes pOSltlfS et dlvergente. Par comparaison, la série uy, dlverge.
n
n=2 n=2
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Exercice 4
Pour tout n 2 3, In(n) > 1. Donc, pour n = 3, 4" In(n) > 4”". Par passage a l'inverse, on en déduit donc que
5 5

<

n>30< ——< —
vnz S 4nin(n)  4n

La série 4_n est a termes pOSltlfS et convergente (série geometrique de raison q= i) Par comparaison, la
n=3

. 5 S N -
série ; ()’ qui est également a termes positifs, converge.

Exercice 5

On va raisonner par équivalence ou négligeabilité.

Attention

Attention, il faut que les suites soient a termes positifs.
1. u,~ 5 =5 Les suites sont & termes positifs, et la série > - converge (série de Riemann avec 2 > 1). Par
théoreme d’équivalence de suites a termes positifs, la série > u,, converge.
2. De la méme maniére, u, ~ 5 = (%)n La série Z(%)n converge (série géométrique, avec —1 < < 1). Les
suites étant a termes positifs, par le méme théoréme d’équivalence, on en déduit que Y. u,, converge.
3. Anouveau, u, ~ ;‘—j = n? (%)n Cette derniére série converge (série géométrique dérivée seconde, avec
-1< % < 1), etles suites sont a termes positifs. Par théoreme d’équivalence, Z u, converge.
4. La suite (u,) n’est pas toujours a termes positifs, mais n® —6n2 + n —12 tend vers +00, donc sera positif &
partir d'un certain rang. La suite (u,,) est donc positive a partir d'un certain rang. De plus

nd
U, ~ 2_n
nd
Cela ne fait pas partie des séries usuelles. En revanche, on constate que T 0(—2). En effet :
n

N
w

nS

T~ 0 par croissances comparées
n—+o00

aE

3
o

La série Y - converge (Riemann avec 2 > 1). Par théoréme de négligeabilité de séries a termes positifs, la
2. 3 2 . z Y z . PRy

série D _ 4> converge également. Finalement, par théoréme d’équivalence, la série > u,, converge.

5. Lasuite (u,,) est négative pour n = 3. On passe a la convergence absolue :

n 1
~N — = —
nt ns

—n+3
nt+1

La série >’ % converge (Riemann avec 3 > 1). Donc la série D |u,,| converge par théoréme d’équivalence de
suites a termes positifs. Par théoréme, la série >_ u,, converge également.
6. La suite (u,) n'est pas de signe constant. On a |u,,| = €", ce qu’on peut écrire :

|| = ()"

2. sz _3\ P 2 o _ PPRY z .
La série de terme général > (e 3) converge (série géométrique, avec —1 < €73 < 1). Par théoreme d’équivalence,
> |u,| converge, et donc >_ u,, converge.

Exercice 6
Remarquons que

nn—1) 1nn-1 1 1\ 2
=— =—xnn—1)| =
5n 52 5n-2 52 5

n—2
La série Z n(n—1) (E) converge (série géométrique dérivée seconde, avec —1 < % <1et

n=2
Soo-(3)” =
5

n=2
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nn—1
Par produit, Z g converge, et

n
n=1 5

De méme,

n’—n+1 nn-1) 1 1\* [1\"
= +—=nn-1)|=-| +|(z
3n 3n 3n 3 3

. . )" . . .
Par le méme raisonnement, la série Z n(n— 1)(§ converge (série géométrique dérivée seconde telle

n=2

1
que —1 < % < 1). De plus, la série Z(g—n) converge (série géométrique, —1 < % < 1). Par somme, la série

n=0
n—n+1
Z ———— converge et

n=2 3n
En2—n+1 1 2 1
Z 3n - 32 1)3 + 1
n=2 (1_‘) 1_§
Pour la troisieme série, on constate que
(-1)"n 1 ( 1)"1
=——n|—
2n 2 2

1 n—1
La série Z n (—5) converge (série géométrique dérivée, avec —1 < —% <1),et

nz1
+>® 1\71 1

n=1

(=1)"n

Par produit, la série Z

n=1

converge, et

<D 11
Z on __5(1+1)2

n=1

Enfin, on constate que
1 n
1 11 (3)

2nn! _2_"E_ n!

- 1 . . .
Ainsi, E ol est la série exponentielle en %, qui converge, et
n!
n=0

2
S g
2nnl
n=0
Exercice 7
1. Apreés calculs :
1 1 1 1 1 1

= et R —]
n n+l nn+1) n—1 n nn-—1)

Puisque n—1<n < n+1, par produit puis en appliquant la fonction inverse, décroissante sur R, on a
1 < 1 < 1
n(n+1) Sz n(n—1)

d’ol1 le résultat.
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2. On somme le résultat précédent pour 7 allant de 2 a N. On obtient, par télescopage :

1 1 1 1
—— <> —<1—-—
2 N+1 &in? N
n=2
AN AN |
et puisque T, = Z —=1 +Z —,onen déduit

n:ln n:2n
1 1 1
e <Ty—1<1——
2 N+1 N

puis le résultat en ajoutant 1 a chaque membre de I'égalité.
3. Lasuite (#)n;1 étant a termes positifs, la suite (Ty) est croissante. D’apres ce qui précede, pour tout N > 2 :
1
Ty <2—— <2
N
la suite (Ty) est donc majorée. D’apres le théoréme de convergence monotone, la suite (T,) converge.

1
4. Puisque la suite des sommes partielles converge, par définition, la série Z — converge.
n
nz1
5. On utilise 'encadrement vu plus haut : puisque, pour tout N > 2

31 1
2 <STy<2——
2 N+1 N

et que les trois membres admettent une limite, par passage a la limite, on en déduit que

N

+
8

1
n2

<

n

<2

N w

Il
—

Exercice 8

1. Le premier résultat se montre par récurrence sur 7, en constatant que si u,, €]0; 1] alors u,, — u,21 Sup<let
u, > ufl, donc 0 < u,,; <1.De plus, pour tout n, u,,; — U, = —ufl < 0 donc la suite (u,,) est décroissante. Elle
est minorée par 0, donc d’apres le théoreme de convergence monotone, elle converge. En notant / sa limite, et
puisque la fonction f : x — x — x? est continue sur R, d’apres le théoréme du point fixe, I = [ —12 etdonc [ = 0.

Bilan : la suite u converge vers 0.
n

2. Par définition, u? = u,,— u,,. Notons, pour tout entier n, S,, = E ui D’apres ce qui précede,
k=0

n

S, = Z(uk — Upy1 = Ug— U,y Par télescopage.
k=0

Puisque la suite (u,,) converge vers 0, (S,,) converge vers u,. Donc, par définition, la série E ufl converge et
n

2 _
E u;, =i

n=0

n
3. Notons T,, = Zln(uk+1)—ln(uk). Par télescopage,
k=0

T, =In(uy11)—In(ug)
Puisque (u,,) converge vers 0, par composée, ligrnoo In(u,,,;)=—00. Ainsi,
n—

lim T,=—o00
n—+0oo

La série Z(ln( Uny1)—In(u,,)) diverge.

n
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Exercice 9
e Remarquons que, pour tout entier n > 1,

2n+2 2n
(—1)* (—1)¥ 1 1 1
2An+1) 920 = kzzl: k kzzl: k 2n+1 2n+2 (2n+1)(2n+2)

donc la suite (S,,,) est décroissante. De méme,
2n+3 l)k 2n+1 1 1

Sotn+1)+1 — S2n+1 = Z

k=

>0
Z k 2n+2 2n+3 (2n+2)(2n+3)

donc la suite (S,,,,1) est croissante. Enfin,

et lim =
2n+1 n—too 2p+1
Ainsi, les suites (S,,, et (S,,.1) sont adjacentes. Etant adjacentes, elles convergent et ont la méme limite. Puisque

(S,,) est(S,,,41) convergent vers la méme limite, on en déduit que (S,,) elle-méme converge vers cette limite, et
(=1)"

Sopt1 =S, =—

donc que la série E
nz1
* La généralisation se fait de la méme maniere.

est convergente.

Exercice 10

1. Montrons par récurrence la proposition P,, : “u,, existeet0< u, <1”.

¢ Pour n =0, puisque 0 < u, < 1, la proposition P, est vraie.

¢ On suppose que la proposition P, est vraie pour un certain entier n. Montrons que P, est vraie.
Puisque, par hypothese de récurrence, 0 < u,, < 1, alors

2 2
O<u,<u,<lel<l+u, <l+u,<2
soit, puisque la fonction racine est strictement croissante sur R*

1</1+u2</1+u,<v2

U, existe donc. De plus, d'une part,

Vitu,—y/1+uz2>0
et d’autre part —y/1+ u2 <—1 etdonc

Vitu,—/1+uz <v2-1<1

donc 0 < u,,; <1:laproposition P, est donc vraie.
D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier 7.
2. On constate que, pour tout entier n (et puisque u, <1):

1+ u,)—(1+u?) U, —u? < Uy
VItu,+,/1+u2 \/1+un+\/l+u,21 VItu,+,/1+u2

Upy =

Puisque u, >0, alors v/1+ u, +4/1+ u2 > 2 et donc
i
2

On peut alors montrer, par récurrence rapide, que pour tout entier n,

1 n
u, < uo(g)

1 n
Puisque la suite (u,,) est positive, et que la série Z (5) et a termes positifs et converge, par théoreme de
n=0

Upt

comparaison, la série Z u, converge.
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Chapitre

Espaces probabilisés infinis

Résumé
L'objectif de ce chapitre est de généraliser la notion d’espace probabilisé, que nous avons vu dans le
chapitre 6, a des espaces infinis.
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Chapitre 16 : Espaces probabilisés infinis

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(® Connaitre lanotion de tribu. . ... ..o e O
@ Connaitre la notion de systeme complet d’évenements danslecasgénéral.......................... m|
(® Connaitre les propriétés d'une probabilité ...............coiiiiiiiii i it |
@ Savoir utiliser la propriété de la limite MONOtONE. . ... ..ottt m|
® Savoir démontrer qu'un évenement est négligeable et presque str...............coooviiiiiiiiiinn m|
® Connaitre la définition d’'une probabilité conditionnelle ............... ... ... |
(@ Savoir utiliser la formule des probabilités COMPOSEES ..........vviniiiiii ittt |
Savoir utiliser la formule des probabilités totales.............c..ooiiiiiiiiiiiii i m|
® Connaitrelaformule de Bayes. ..........o.iuiiiiiiiii i e |
Savoir manipuler des évenements mutuellement indépendants................coooviiiiiiiiiiin.. |
() Connaitre la définition d’une variable aléatoire ... O
(12 Savoir déterminer le support et la loi d'une variable aléatoire .........................ooo m|
(13 Connaitre la définition et les propriétés de la fonction de répartition...........................ooo O
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Chapitre 16 : Espaces probabilisés infinis

I. Espace probabilisable

1. Tribu

Pour un espace probabilisé fini, si on note Q 'univers, on utilisait comme ensemble des événements 2 (1),
I’ensemble des parties de Q. Pour un ensemble (2 infini, il est peu judicieux de prendre toutes les parties
comme ensemble des événements. On va prendre certains ensembles seulement, en imposant des propriétés
essentielles pour pouvoir parler d'événements, puis plus tard, de probabilité.

Définition 16.1.

Soit Q un ensemble quelconque. Soit .</ un ensemble de sous-ensembles de 2 (./ € (). On dit que
./ est une tribu (ou une o-algebre) s’il vérifie les propriétés suivantes :

* Ned;

* ./ est stable par passage au complémentaire : YA€ ./ ,A€ .o/ ;

¢ .o est stable par union dénombrable : si pour tout i €N, A; € .¢/, alors

+00
JAiew
i=0

Exemple 16.1
La tribu {@; Q} est une tribu, appelée tribu grossiére. La tribu &2(Q) est une tribu, appelée tribu discrete.

Proposition 16.1.

Soit . une tribu sur .

s ge.d;
¢ .o/ est stable par union et intersection finie;
¢ .¢/ est stable par intersection dénombrable : si pour tout i € N, A; € .¢/, alors

+00
(Aica
i=0

Démonstration
SiQe€.¢f, alors @=Q € .¢/. La troisieme propriété découle de la stabilité par passage au complémentaire,
etles lois de de Morgan.

Remarque
Lorsque I'’ensemble Q est fini, on prendra toujours comme tribu £ (f2), puisque (en prenant de I’avance)
on sait calculer la probabilité d'un ensemble fini.

I'& Exercice 1.

2. Espace probabilisable

Définition 16.2.

Soit 2 un ensemble, et .¢/ une tribu sur 2. Lensemble (12, .</) est appelé espace probabilisable.

Exemple 16.2
Lensemble (2, 22(Q2)) est un espace probabilisable.

Remarque
Puisqu’on est dans le cadre des probabilités, si (€2,.</) est un espace probabilisable, tout ensemble A € .¢/
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| est appelé événement. Ainsi, la tribu .«/ contient 'ensemble des événements auxquels on va s'intéresser.

3. Systeme complet d’évenements

Définition 16.3.

Soit (€2, .«/) un espace probabilisable. Soit (A;);cy des événements de .</. On dit que (A;) est un systeme
complet d’événements si

e LesA; sont deux a deux disjoints :
Vij, AiNA; =2

UAl:Q

ieN

e Laréunion desA; est égaleaQ:

Remarque
On dit que deux événements A; etA; sont incompatibles lorsqu'’ils sont disjoints.

Exemple 16.3

SiQ =N, et .of = 2(N), alors les ensembles A; = {i}, pour tout entier i, forment un systeme complet
d’événements.

I'& Exercice 2.

Il. Probabilité et espace probabilisé

1. Probabilité

Définition 16.4.

Soit (€, .¢/) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur (2, .</) une application
P: .o/ —[0;1] vérifiant
* (probabilité de I'événement certain) P(Q2)=1.
* (o-additivité) Pour toute suite d’événements (A;);cy deux a deux incompatibles, on a

+00 +00
]P’(UA,-) =Z]P’(A,-)
i=0 i=0

Remarque
On utilisera souvent la o-additivité sur des unions finies, plutét qu’infinies.

2. Propriétés

Propriété 16.2.

Soit P une probabilité sur un espace probabilisable (£2,.<7).
e P(@)=0; 3
¢ Pour tout événementAc .o/, P(A)=1—P(A);
e SiA,Be.o7? avecAC B, alors P(A) < P(B).

Démonstration
Les preuves reposent systématiquement sur 1’additivité ou o-additivité des probabilités :
* et @sontincompatibles; par additivité de P, on a

Pou)=P@)+PQ)=P@)+1
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Orgu=Q, doncP(2)=1=P(@)+1, c'est-a-dire P(@)=0.
* AetAsontincompatibles par définition, et AUA =. Donc, par additivité de P:

1=P(Q) =PAUA) =PQA) +P@A)

e SiACB,notonsC=B\A=B NA€ .¢/. Par construction, A et C sont incompatibles, et AUC = B. Par
additivité de P :
P(B)=PAUC)=P(A)+P(C)

Puisque P(C) > 0, on en déduit le résultat.

Théoréme 16.3.
Soit P une probabilité sur un espace probabilisable (£2,.¢/). Soient A et B deux événements de .¢/. Alors

P(AUB) =P(A) + P(B)—P(ANB)

Démonstration

Par construction, ANB et A\B sont incompatibles, et
(ANB)U(A\B) =A. Par additivité de P,

P(A) =P(ANB) +P(A\B)
Or P(A\B) + P(B) =PP(AUB) a nouveau par additivité de P (B et A\B sont incompatibles). Donc
P(A)=P(ANB)+P(AUB)—P(B)

3. Espace probabilisé

Définition 16.5.

Soit (€2, .</) un espace probabilisable, et P une probabilité sur (2, .<f). Lespace (12, .</,P) est appelé espace
probabilisé.

Remarque

La plupart du temps, on ne cherchera pas I'espace probabilisé, il sera fixé une fois pour toute, sans étre
forcément explicitement donné.

lll. Propriétés des probabilités

Dans cette section, on se donne un espace probabilisé (2, .</,P).

1. Propriété de la limite monotone

Définition 16.6.

Soit (A;);eny une suite d’événements de .o/ .
¢ On dit que la suite (A;) est croissante si, pour tout entier i,

A;CAin
¢ On dit que la suite (A;) est décroissante si, pour tout entier 7,
A DA

Théoréme 16.4. Propriété de la limite monotone
Soit (A;);ey une suite d’événements de .</. [‘j
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¢ Sila suite (A;) est croissante, alors

+00
(o)

¢ Sila suite (A;) est décroissante, alors

+00
P(ﬂAn):nEIJ}lOOP(An)

Exemple 16.4

On possede une piece bien équilibrée qu’'on lance une infinité de fois. Déterminer la probabilité de
n’obtenir jamais pile.

Solution

On note A, I'événement “n’obtenir aucun pile jusqu’au n'*™® lancer”. Alors, par constructionA,,,; CA,,

(puisque si on n’a pas obtenu pile jusqu’au n + 1™€ lancer, c’est qu'on n’a pas obtenu pile jusqu’au n'*™¢
. n

lancer). Puisque P(A,)=(3)", ona

+00
IP’(QA,Z):nl_iLnOO]P’(A,,)ZO

Ainsi, la probabilité de n’obtenir jamais pile est nulle.

La propriété de la limite monotone se généralise a des événements quelconques :

Proposition 16.5.

Soit (A;) une suite d’événements de .</ .Alors
+00
o(Uno)=,im.2(
n=0
+00
o)

-

r)
0
x|
0

1

3

1

Démonstration
n
11 suffit de constater que (UA ,-) est une suite croissante, et (mAi) est une suite décroissante.
neN neN

i=0 i=0

n

I'& Exercices 3 et 4. |

2. Evénement vrai presque sGrement

L'exemple précédent nous a donné un événement de probabilité nulle, mais qui n’est pas I'événement impos-
sible : en effet, on peut théoriquement n’obtenir jamais pile, en faisant systématiquement face.

Définition 16.7.

Soit A un événement de .</.
¢ On dit que A est négligeable si P(A) = 0.
¢ On dit que A est presque siir (ou vrai presque stirement) si P(A) = 1.

Exemple 16.5

Dans I'exemple précédent, I'événement “obtenir au moins une fois pile” est presque sfir, et I'événement
“n’obtenir jamais pile” est négligeable.
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Remarque

Ce cas n’arrivait jamais dans un espace probabilisé fini. En effet, dans ce cas, P(A) =0 si et seulement si
A=@. C’est une particularité des espaces probabilisés infinis, dont il faut se méfier.

3. Probabilités conditionnelles

La définition de probabilités conditionnelles, vue dans le cas des probabilités finies, se généralise aux espaces
probabilisés quelconques.

Définition 16.8.

Soient A et B deux événements, tels que P(A) # 0. On appelle probabilité de B sachant A, et on note PA(B)

le nombre
P(ANB)

PA)
La fonction P, : ./ — [0; 1] est également une probabilité sur (2, .</, P).

PA(B)=

Théoréme 16.6. Probabilités composées
Pour tous événementsA,,---,A,, on a

PA;N--NA,) =P(A;)Py, (A2)Ps, ,(Az)  Pp e, (Ag)

Définition 16.9. Systeme complet d’événements

Soient (A;);ey une famille d’évenements de (£, .</,P). On dit que (A;);cy forme un systeme complet
d’évenements si :

* Pourtouti# j,A;NA; =@,
. UAi =0
ieN
On dit que (A;);cy €st un systeme quasi-complet d’évenements si :
* Pourtouti# j,A;NA; =@,

: P(ZAi)ﬂ

ieN

Remarque

Un systeme complet d’événements est un systeme quasi-complet d’évenements. En revanche, la réci-
proque n’est pas forcément vraie.

Théoréme 16.7. Formule des probabilités totales

Soit (2, .</, P) un espace probabilisé. Soit (A;);cy un systeme complet d’événements de Q. Alors, pour tout

événement B, on a
+00

P(B) = ZP(B NAL)
k=0
Si, de plus, pour tout i €N, P(A;)#0
+00
P(B)= > P(A;)P,,(B)
k=0
En particulier,
+00
D Pay=1
k=0

Le resultat est vraie si (A;);cy €St un systeme quasi-complet d’événements.
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Démonstration
Par définition,
+00 +00
U(AkﬁB):(UAk)ﬁB:QﬂB:B
k=0 k=0
De plus, puisque les (A;) sont deux a deux disjoints, les (A; N B) le sont également. Par o-additivité, on en
déduit alors que

+00
P(B) = ZP(Ak NB)
k=0
De plus, puisque P(A;) # 0 pour tout k, on peut conclure que

P(B)= > P(A()P,(B)
k=0

Exemple 16.6 (Exemple fondamental)
SiA€.¢/ est un événement, alors (A,A) forme un systeme complet d’événements. Ainsi, pour tout événe-

ment B, on aura _
P(B)=PANB)+PANB)

Théoréme 16.8. Formule de Bayes

Soient A et B deux événements de .« de probabilité non nulle. Alors

_PA)
Pg(A)= @PA(B)
Démonstration
Puisque A et B sont de probabilités non nulles, on peut écrire :
P(ANB) =P(A)P,(B) et P(ANB) =P(B)Py(A)
On a alors
P(ANB)
Ps(A) =
B(A) PB)
PAJPA(B) _ P(A)
= A7 __"pB
B EE)

4. Indépendance mutuelle dune suite infinie d’événements

La notion d’'indépendance mutuelle se généralise a une suite infinie d’événements :

Définition 16.10.

Soit (A;);ey une suite infinie d’événements de .¢/. On dit que la suite (A ;) est mutuellement indépendante
si pour tout sous ensemble fini ] €N, on a

P(ﬂA,-):l—[P(A,.)

i€] i€]

| I'& Exercices 5, 6et7. |

IV. Variables aléatoires

Dans cette section, on se donne un espace probabilisé (2, .</, P).
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1. Définition
Définition 16.11.

Une variable aléatoire X sur (2, .</,P) est une application X : 2 — R telle que, pour tout réel x,
{we, X(w)< x}e.of

On appelle support de X, et on note X(2) 'ensemble des valeurs prises par X.

Remarque

La condition imposée a X permet simplement de pouvoir calculer la probabilité de plusieurs ensembles,
du type {w € Q,X(w) = x}, ... Sans cette condition, les ensembles qu’on manipule ne sont a priori pas
dans la tribu .¢7, et on ne peut donc pas a priori calculer leur probabilité.

Exemple 16.7

On lance un dé bien équilibré et on note X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir 6. La variable
aléatoire X est a valeur dans N, et X(©2) = N* (il faut au moins un lancer pour obtenir 6).

Remarque

SiX et Y sont deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, alors X +Y, min(X,Y):
w — min(X(w), Y(w)) et max(X,Y) : & — max(X(w), Y(w)) sont également des variables aléatoires sur cet
espace probabilisé.

Définition 16.12.

Soit X une variable aléatoire sur (£2,.</,P), et g : R — R une fonction. Alors la fonction

O—-R

8 g(X()

est également une variable aléatoire sur (9, ./, P).

Exemple 16.8

En prenant pour g la fonction carrée, on peut définir la variable aléatoire X? : w — X(w)?.

2. Propriétés
Soit X une variable aléatoire sur (£2,.</,P), et x € R. On note
X=x]={weQX(w)=x}
X<x]={weQ,X(w)< x}
X<x]={weQ,X(w)< x}
Sil est une partie de R, on note également
Xell={weQ,X(w)el}
Si x et y sont deux réels tels que x < y alors on note

[x <X<yl={we x <X(w)< y}

Remarque

Ces différents ensembles sont dans la tribu .</ par construction de X. Ainsi, on pourra calculer leur
probabilité, et on notera par exemple

PX=x)=P([X=x])etP(x <X<y)=P([x <X<y])
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Exercice 16.9
Dans I'exemple précédent, déterminer P(X =1) et P(X < 2).

Solution

[X=1] correspond a 'ensemble des tirages ayant un 6 au premier lancer; [X < 2] correspond a 'ensemble
des tirages ayant un 6 au premier lancer, ou alors un 6 au deuxiéme lancer mais pas au premier. Par
construction, P(X=1)=; et PX<2)=1+21=1.

Théoreme 16.9.

Soit X une variable aléatoire sur (,.</,P) et a valeur dans N ou Z. Alors, la suite des ([X = i]);ey (Ou
([X=1i]);ez) est un systeme complet d’événement associé a la variable aléatoire X.

Démonstration

Les ensembles [X = i], par construction, sont deux a deux disjoints, et puisque la variable aléatoire est a
valeurs dans N (ou Z), la réunion des [X = i] recouvre bien (.

Exemple 16.10

Dans I'exemple précédent, la variable aléatoire étant a valeur dans N*, la suite ([X = i]);cy. représente un
systeme complet d’événements de (.

3. Loi d'une variable aléatoire
Définition 16.14.

Soit X une variable aléatoire sur (2, .<7,P). On appelle loi de la variable aléatoire X, la donnée des P(X = x)
pour tout réel x.

Remarque

Contrairement aux variables aléatoires finies, oli on donnait la loi de probabilités sous forme de tableau,
il faudra ici donner une formule plus générale.

Exemple 16.11
Dans le cas de notre lancer de dé, ou X désigne le premier lancer ol1 on obtient 6. Alors P(X = 1) = é,
P(X=2)= 2.1, et plus généralement
511
PX=i)=(=] =
x==(¢) 3

6

Remarque
Cette loi s’appelle loi géométrique. Nous y reviendrons plus tard.

Théoréeme 16.10.

Soit X une variable aléatoire sur (£2,.¢/,P) et a valeur dans N ou Z. Alors

Z PX=1i)=1

i€X(Q)

Démonstration
En effet, dans ce cas, la suite ([X = i]) forme un systeme complet d’événements.
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Exemple 16.12
Dans notre exemple, en utilisant la série géométrique (avec —1 < % <1)
(5 )i—l 11

+00 1
PX=i)=~ (— -

Remarque
Si X(2) € Z, on dit que la variable aléatoire est discréte.

fonction définie sur R par
Fx:x —»PX<x)

I'& Exercice 8.
4. Fonction de répartition

Définition 16.15.

Soit X une variable aléatoire sur (£2,.</,P). On appelle fonction de répartition de X, et on note Fx la

Propriété 16.11.

La fonction de répartition Fx de X est une fonction croissante, continue a droite en tout point, et telle que

lim Fx(x)=0et lim Fx(x)=1
X——00 xX—+00

Démonstration
Fx(y)=PX<y)=PX<x)+P(x <X<y)2PX< x)=F(x)

Si x <y, alors

donc Fx est bien croissante.

lim P(
X——0Q

On admettra la continuité a droite en tout point.

X<x)=P@)=0et lim PX<x)=P()=1
X—+00

Théoréeme 16.12.

Pour connaitre la loi de probabilité de X, il faut et il suffit de connaitre la fonction de répartition de X.

Démonstration
Dans le cas ou1 X est a valeur dans N ou Z, on constate par exemple que
PX=i)=PX<i)-PX<i—1)=F(i)—Fx(i—1)

Le cas ou X est a valeur dans R quelconque est admis.
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Exercices

Espaces probabilisés infinis

Exercices

Généralités

Exercice 1 Une tribu (5 min.)
Soit 2=1{1,2,3,4}. Montrer que .«/ = {@, {1}, {2},{1,2},{3,4},{2,3,4},{1, 3,4}, 2} est une tribu sur Q.
Montrer que .¢/ n’est pas égale a 2 ().

Exercice 2 Des événements (10 min.)
On lance une piéce une infinité de fois. Pour tout k € N*, on note A} 'événement «le k-ieme lancer donne
pile ».

1. Décrire par une phrase chacun des événements suivants :

+00 4 _ +oo +00
E;=()Aw Egz(ﬁAk)ﬂ(ﬂAk), Es= | JAr.
k=5 k=1 k=5 k=5

2. Ecrire al'aide des A, 'événement B,, «on obtient au moins une fois pile apres le n-ieme lancer ».
3. Ecrire al'aide des A les événements :

(a) C, :«onn’obtient plus que des piles a partir du n-ieme lancer ».

(b) C:«onn’obtient plus que des piles a partir d'un certain lancer ».

Limite monotone

Exercice 3 Une chaine de Markov (30 min.)
Une araignée se déplace sur les trois sommets d'un triangle ABC. A l'instant 0, elle est en A. Puis, a chaque
instant instant n € N*, elle se déplace :

e sielleestenA, elle vaen B;
1

1
¢ sielle est en B, elle va en A avec la probabilité 3 et en C avec la probabilité 5;

¢ sielle esten C, elle y reste.
On note E I'évenement «la puce arrive en C ». On cherche a montrer que E a lieu presque stirement.
1. Représenter la situation avec un graphe.
2. Montrer que I'araignée ne peut arriver au point C qu’a des instants pairs.
3. Calculer la probabilité de I'évenement D,, que I'araignée arrive en C pour la premiére fois a I'instant 2,
n eN*,
4. QuediredeD, etD,sip#q?
5. En déduire que P(E)=1.

Exercice 4 Etla formule des probabilités totales (30 min.)
Un joueur lance une piece non truquée, équilibrée, jusqu’a l’obtention d'un premier pile. S’il lui a fallu n (n
entier naturel non nul) lancers pour obtenir ce premier pile, on lui fait alors tirer au hasard un billet de loterie
parmi n! billets dont un seul gagnant.
On définit, pour tout entier naturel non nul, les événements :

e E, :«lejoueur obtient le premier pile au lancer n »

¢ P, :«lejoueur obtient pile au n-iéme lancer »

¢ F, : «lejoueur obtient face au n-ieme lancer »

¢ F:«lejoueur n'obtient jamais pile »
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1. Calculer, pour tout entier naturel #» non nul, la probabilité P(E,,). Exprimer F en fonction des E,,, puis
en déduire P(F) et P(F).

2. On définit I’évenement G : «le joueur obtient le billet gagnant ». Pour tout entier naturel n non nul,
déterminer Pg_(G), puis en déduire P(G).

3. Lejeu est-il équilibré (on donne e ~ 1,65)?

Autres exercices

Exercice 5 Une autre chaine de Markov (20 min.)
On considére une particule se déposant a chaque seconde sur 'un des trois sommets A,B,C d’un triangle
selon le procédé suivant :
e silaparticule se trouve en B, elle y reste.
e sila particule se trouve en A, elle se trouve a la seconde suivante sur 'un des trois sommets de facon
équiprobable.
o sila particule se trouve en C, a la seconde suivante, elle y reste une fois sur trois, et elle va en B sept fois
plus souvent qu’en A.
o alapremiere seconde, elle se pose au hasard sur I'un des trois sommets.
Pour tout 72 > 1, on note A, (resp. B,,,C,,) I'événement : “ala n‘¢"¢ seconde, la particule se trouve en A (resp.
B,C)”. On note a,, b,, ¢, les probabilités des événementsA,,B,,,C,,.
1. Quevalentay, by, c;?
2. Donner une relation de récurrence entre a,, .1, b, 41, €441 €t a,, by, C,.

3. Montrer que pour tout n = 1,
1 1

“= e
(On pourra d’abord montrer que (c,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2).
En déduire a,, et b,, en fonction de n.
4. Etudier la convergence des suites (a,,),(b,),(c,). Intérpreter.

Exercice 6 Unjeu (20 min)
On dispose de deux pieces identiques d’apparence, la piéce A donnant Pile avec une probabilité a, et la piece
B donnant Pile avec une probabilité b.
Pour le premier lancer du jeu, on choisit une piéce au hasard et pour les coups suivants, on adopte la stratégie
suivante : si on obtient Pile, on garde la piece pour le lancer suivant, sinon on change de piece pour le lancer
suivant.
On note, pour tout k > 1, A, I'événement “le k-ieme lancer se fait avec la piece A”, B, =A, et E; I'événement
“le k-iéme lancer amene Pile”.

1. Trouver une relation entre P(E;) et P(A).

2. Trouver une relation entre P(A; ;) et P(A).

3. En déduire P(A;) et P(E).

Exercice 7 Un autre jeu (30 min.)
Deux joueurs A et B jouent chacun avec deux dés équilibrés. A gagnera en amenant un total de 7, et B en
amenant un total de 6. B joue le premier et ensuite (si nécessaire), A et B jouent alternativement. Le jeu s’arréte
dés que 'un des deux gagne.
1. Déterminer la probabilité des événements G, (resp Gg) : “le joueur A obtient 7” (resp “le joueur B obtient
6”)
2. Onintroduit les événements B,, (resp.A,,) : “le joueur B (resp A) gagne a son n-ieme lancer”. Déterminer
la probabilité de ces événements.
3. On note V, (resp. Vp) I'événement “le jouer A (resp. B) gagne”. Décrire ces deux événements en fonction
des événements précédents. En déduire la probabilité de V, et V. Le jeu est-il équilibré?

Exercice 8 Des boules (20 min)

Soit n > 0. On dispose d'une boite A contenant n boules numérotées de 1 a n, et de n boitesA; ---A,,. Pour
tout k € [1, n], laboite A; contient k boules numérotées de 1 a k.

On tire au hasard une boule de A. En désignant k le numéro obtenu, on tire alors au hasard une boule dans la
boite A. Soit X la variable aléatoire égale au numéro de la boule obtenue a I'issue du 2e tirage. Déterminer la
loi de X.
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Sur les chaines de Markov

Exercice 9 Présentation des chaines de Markov (45 min.)

Calcul matriciel

4 4 4
On définit les matricesA,BparA=| 3 3 6 etB=11—2A.
3 6 3
0 -8 1
1. OnposeP=| -1 3 1
1 3 1
0 —-11 11
(a) Vérifier que P est inversible d'inverseP~'!= —| —2 1 1
6 8 8

(b) Calculer P~'BP. En déduire une matrice diagonale D telle que B=PDP~.
(c) Montrer par récurrence que Yn >0, B* =PD"P~!.
(d) Déterminer I'expression de la matrice B” en fonction de n.

Application a un processus aléatoire
Un distributeur de jouets distingue trois catégories de jouets :

T : les jouets traditionnels tels que poupées, peluches;
M : les jouets liés a la mode inspirés directement d'un livre, un film, une émission;

S : les jouets scientifiques vulgarisant une technique récente.

Il estime que
(i) Le client qui a acheté un jouet traditionnel une année pour Noel choisira, I'année suivante, un jouet de
I'une des trois catégories avec une équiprobabilité;
(ii) Le client qui a acheté un jouet inspiré par la mode optera 'année suivante pour un jouet T avec la
probabilité 7, pour un jouet M avec la probabilité 41, pour un jouet S avec la probabilité % ;
(iii) Le client qui a acheté un jouet scientifique optera I’année suivante pour un jouet T avec la probabilité
%‘, pour un jouet M avec la probabilité %, pour un jouet S avec la probabilité ‘—11.
Le volume des ventes de ce commercant vient de se composer d'une part p, = % de jouets de la catégorie T,
d’une part g, = % de jouets de la catégorie M et d'une part 1, = % de jouets de la catégorie S.
On désigne par p,, g,, I',, les probabilités respectives des jouets T, M, S dans les ventes du distributeur le
n-ieme Noél suivant.

1. Montrer que le triplet (p,, 11, Gn41, T'ny1) S €xprime en fonction du triplet (p,,, g,,, 1,)-

pn+1 pn
2. Déterminer une matrice C telle que | g,+1 |=C| ¢

Tnt1 Tn
Pn Po
3. Montrerque Yn>0,| g, |=C"| qo
1% Iy

4. Exprimer (p,, q,, r,) en fonction de n.
5. Quelles parts a long terme les trois catégories de jouets représenteront-elles dans la vente si I'attitude
des consommateurs reste constante?

Résumé

Le processus décrit dans cet exercice est un exemple de chaine de Markov. Pour simplifier les notations, nous
allons coder les catégories T, M et S par les nombres 0, 1 et 2 et introduire la suite de variables aléatoires (X,,),
ou X, vaut 0, 1 ou 2 selon que le client choisit la 7-éme année un jouets de la catégorie T, M et S. On a ainsi
pn=P(X,=0)....
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La caractéristique d'une chaine de Markov est que la valeur de X,, (plus exactement la probabilité qu’elle
prenne chaque valeur) ne dépend que de celle de X,,_; et non de ce qui s’est passé avant. C’est bien le cas
dans notre exemple. La matrice C est appelée matrice de transition de la chaine.
1. Quelle propriété possede C?
2. Représenter les probabilités de passage de X,, d'une valeur a une autre sur un graphe.
Poo
3. Notons peo, Goo» Too les limites de (p,,), (9,), (1) €t oo = Goo |2 Que vaut CTy, ?
T'oo
Cette convergence des probabilités vers |'état stable, indépendemment de I'état initial, est une propriété
importante des chaines de Markov : on dit qu’elle est ergodique.

Pour des renseignements supplémentaires sur les chaines de markov
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Corrigeés

Espaces probabilisés infinis

Corrigés des exercices

Exercice 1

Les réunions deux a deux d’éléments de .« sont incluses dans .«/, et Q2 €./ : ./ est bien une tribu.
De plus, ./ # Z(Q), car par exemple {3} € .</.

Exercice 2

1. E; représente I'événement : “n’obtenir que des piles a partir du 5-ieme lancer”, E, 'événement : “obtenir 4
fois face puis que des piles”, et E; 'événement : “obtenir au moins un pile a partir du 5-ieme lancer”.

2. Ons’inspire de E3 :

+00
B, = A
k=n
3. (@) Dela méme maniere, on a
+00
Cu={)Ax
k=n

(b) Onn’impose pas le début des piles : on est ainsi dans I'un des C,,. On a donc

+o0 +00 (400
c={Jc.=U (ﬂAk)
n=1 n=1 \k=n

Exercice 3
1. On obtient le graphe suivant :

1

2. Laraignée ne peut venir en C qu’a partir de B, et si elle y est, elle y reste. Au départ, elle est en A. Donc
I'araignée va faire (A—B)...(A—B)—C avec au moins une fois A—B. Elle y arrivera ainsi forcément en un instant
paire (puisqu’en 0, elle est en A).
3. Onnote A, 'événement : “I'araignée est en A au n-ieme instant” (et de méme B,, pour B et C,, pour C).
Alors, d’apres ce qui précede :

P(D,)=PAyNB;NA,N...NB,,_1NCy,)

=P(Ag)Pa,(B1) Pa,r, (A2)- .- Payn,n..a,, (B2n—1)Pa,nB,n..B,,_, (C24) Par les proba composées

1 1 1 1
=1x=x 1x=x...x1x = x= parindépendance
2 2 2 2

)

4. Par définition, D, NC, =@ si p # g (car on s'intéresse a la premiere fois ot 'araignée arrive en C).

n—1 fois
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5. Mais alors, par définition :

P
= lim P(D,)
pH+Oo
n=1
+mo(1)n
n=1 2
1
2
= =1
1
1—3
Ainsi, E est un évenement presque sir.
Exercice 4
n—1
1. Par définition, E,, = ﬂ F. NP,. Ainsi, d’apres la formule des probabilités composées :
k=1

P(E,)=P(F,NnF,N...nF,_;NP,)

=P(F)Pg, (Fp)...Pgn.ak, ,(Fre1)Pr.F, , (Pr)

1 1 .
—...— par indépendance
2 2

n fois

l n

( 2 )

2. Par définition, F représente 'évenement : “obtenir au moins une fois pile”, ce qui peut s’écrire également :
“obtenir au moins une fois un premier pile”. Ainsi

{

D’apres la propriété de la limite monotone :

P(F) =P(+Oo En) = ,,Lilgop(o En)
n=1

n=1
P P 1 n
= lim P(E,)= lim (—)
p—+00 p—+0o0 2
n=1 n=1
1
2
= :1
1
=3

Ainsi, P(F) =1 et P(F) = 0 : I'événement F est donc négligeable.
3. L'énoncé nous indique que s’il a fallut faire n lancers pour obtenir pile, on tire un billet parmi n! billets,

dont un seul est gagnant et tous les billets sont équiprobables. Ainsi, il n’y a qu'un chance sur n! d’obtenir un
billet gagnant, et donc

P, (G)=—
n!
La famille (E,,) est un systéme complet d’événements : ils sont 2 a 2 incompatibles, et leur réunion est égale a
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l'univers. Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(G)= ZIP’(E,, nG)
n=1

-25)5
“=\2) n!
+oo (1)
_ (2)| I
i n!
+00 +00
Puisque Z a, = Z a, — ay. Ainsi,
n=1 n=0
P(G)=+ve—1

4. On obtient P(G) ~ 0,65. On peut ainsi dire que le jeu ne semble pas équilibré.

Exercice 5

. . . 1
1. Alapremiere seconde, la particule se pose au hasard sur 'un des trois sommets, donc a; = b; =¢; = 3

2. Remarquons que, par définition, (A,,,B,,,C,,) est un systéme complet d’événements. D’apres la formule des
probabilités totales, et en utilisant 'énoncé :

1 1
Apt1 = P(An+l) = P(An)PA,, (An+1) + P(Bn)IPB" (An+1) + P(Cn)]PC,, (An+1) = gan +0x b, + E Cn

1 7
bn+1 :P(Bn+1) :P(AH)PA,, (Bn+l)+P(Bn)PBn (Bn+l)+P(Cn)PC”(Bn+1) = gan +1x bn + Ecn

1 1
Cpt1= IP>(Cn+1) :P(An)PA,, (Cn+1)+P(Bn)IPBn(Cn+l)+P(Cn)PCn(Cn+l) = gan +0x bn + gcn

La seule difficulté est de déterminer P (A,;) et P¢ (B,4;). Sionnote a =P¢ (A,,) et b =P (B,,;),I'énoncé
indique que b = 7a. De plus, puisque P¢ est une loi de probabilité, on doit avoir P¢ (A1) +P¢, (Bj41) +
Pc, (Cpi1) =1, soit

1
at+7a+-=1
3

cequidonnea=1; eth = 5.
3. Pour tout n 2 0, en utilisant les relations précédentes, on a

1 1 11 1 1 11 11 1
Cn+2=gan+1+§cn+1=g(gan"‘ﬁcn)"'gcrm:ggan“‘gﬁcn"'gcnﬂ
1 1 1 1
Or cn+1=§an+§cn<:>ganzcnﬂ—gcn donc:

1( 1 )+1 1 +1 2 1
C =—|C —=C ——C —=C ==C — —C,
n+2 3 n+1 3 n 312 n 3 n+l 3 n+l 12 n

Ainsi, (c,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. En étudiant son équation caractéristique X2 — §X+ 1—12, on
obtient deux racines x; = é et x, = % Puisque ¢; = % etc, = %, on obtient apres résolution du systeme

1 1

\7’n>1, Cn=2—n—6—n

En utilisant les relations vues en 2., on obtient

3 _qf ! 1 1 1)\ 3 1 1 1
= 0= g T )T \2n 6 T 2x2n axer 2 on

ainsi,

1 1

”:2n+1 2 x 6n

Ynzl, a
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Enfin, a, + b, + ¢, =1 puisque (A,,,B,,,C,,) est un systeme complet d’événements, donc
. B 1 1 11
n= e = S T ke ) 2 e

1 3

2 x 6n 2n+1

soit

V=1, b,=1+

4. Puisque —1< 3 <1let—1< g <1, on obtient par passage a la limite
lim a,= lim ¢,=0et lim b,=1
n—+0oQo n—+oo n—+oo

Ainsi, plus on évolue dans le temps, plus la probabilité que la particule soit en B est grande, et en A et C est
faible, ce qui est cohérent, vue la définition.

Exercice 6

1. Remarquons que (A, B;) forme un systeme complet d'événements. D’apres la formule des probabilités
totales,
P(Ey) =PAr NEL)+P(Br NEr) =PA )Py, (Ex) +P(Bi)Pg, (E)

or, d’apres I'énoncé, on fait Pile avec la piéce A avec une probabilité a, et avec la piece B avec une probabilité
b. Ainsi,
P(Ex)=P(Ar)a +P(Bi)b =aP(A)+ b(1—PAy))

et donc

P(Ey)=(a—D)P(Ax)+ b

2. Puisque (A, By) forme un systéme complet d’événements, d’aprés la formule des probabilités totales, on a
PAk11) =PA NA4) +PBg NAgi1) =PAL)P,, (Agi1) +PBL)Pg, (Agi)

D’apres |'énoncé, si on ala piece Aau k¢ lancer, on garde cette piéce si on fait Pile, donc avec une probabilité
a.Sion ala piece B au k'¢¢ lancer, on prend la piece A si on fait Face, donc avec une probabilité 1 — b. Ainsi,

PAkr)=PA)a+P(Bi)(1—b)=aP(A)+(1—PA))1—-Db)

soit

P(Ar,,)=(a+b—1)PA)+1—b

3. Larelation précédente nous indique que la suite (P(A;)) est une suite arithmético-géométrique. Apres
étude classique, on obtient :

e que le point fixe est [ = ;-2

e que la suite u définie pour tout k > 1 par u; =P(A;)— [ est géométrique, de raison (a + b —1), de premier
terme u; =P(A,)—1=3—1.

¢ enfin, que

1-b
2—a—>b

1 1-b
2 2—a-—b

Vk>1, IP(A):( )(a+b—1)k_1+

Enfin, puisque P(E)=(a—b)P(A;)+ b,ona
1 1-b

2 2—a—b

Vk=1, P(Ek):(a—b)(( P —a—b

1-b
)(a+b—1)k_1+—)+b
Remarque
Sia=b= %, le résultat se simplifie en

1 1
PA)=—-etP(Ey)=—
(Ax) 5 (Ex) >

ce qui est cohérent (cas d’équiprobabilité)
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Exercice 7

1. Ons’intéresse a la somme de deux dés. Notre univers est donc Q= [1,6]?, de cardinal 36 et toutes les issues
sont équiprobables. Pour obtenir 6, il y a 5 issues possibles (1—5,5—1,2—4,4—2,3—3), et pour obtenir 7, il y
ena6(1—6,6—1,2—5,5—2,4—3,3—4). Ainsi,

6 1
P(Ga)= 5 =g etP(Go) = ¢

2. Pour que B gagne a son n‘¢™¢ lancer, il faut que B ait perdu a chacun de ses (n —1)?¢™¢ lancers, et A aussi.
On a alors par la formule des probabilités composées :
P(B,)=P(B;NA;N---NB,_1 NA,_1 NB,)=PB)P5{A1) P5anr5,oa (Bn)
Or les lancers sont indépendants, donc
P(B,,) =P(Gp) X P(Gy) x ... x P(Gp) X P(Ga) xP(Gp)

n—1 fois
5 n—1 1 n—1 5
CRNE
36 6 36

31x5\*1 5 5 155\*!
Vi1, mn):( ) _=_(_)

soit

216 36 36\216
Par le méme raisonnement, il faut que B perde ses n lancers, A ses n — 1 premiers lancers. Ainsi,

(i3] (-

Vi1, PA,) = (15—5)

soit

216 \ 216
3. Remarquons que, pour tout n,

+00 +00
Va=JAsetvy= B,
n=1 n=1

Les événements (A,,) étant deux a deux incompatibles, on a alors, d’apres la propriété de la limite monotone :

P(V\)= ) P(A,) et P(Vg)= > P(B,)
n=1 n=1

On reconnait dans les deux cas une série géométrique de raison —1 < 22 < 1 qui converge, et on a

155\" 31 1 31
P - =
(V)= Z216 (216) " 216 1_15_5 61

+00 —
5 (155\"! 5 1 30
P(Vg) = —(—) 36115 61
Zl 36\ 216 361—55 61
Le jeu n'est donc pas équilibré.
Remarquons également que P(V,) + P(Vg) = 1, ce qui est normal car (V,; Vg) forme un systeme complet d’évé-
nements.

Exercice 8

Notons E; I'’événement “la boule i est tirée dans I'urne A”, et F j’ I'événement “la boule j est tirée de 'urne i”.
Remarquons que, par définition,

Vie[l;n], PE;)=—

et
, 1 .
Vie[n], Vjei], BF)= - etPF)=0sij>i

La famille (E;) forme un systeme complet d’événements. D’apres la formule des probabilités totales,

Vje[1;n], PX=j) Z]P’(EHX = Z]P’ P, (X = j)
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Or, par construction, Pg,(X = j)=P(F j‘) Ainsi

n

N

. 11
Vieln], BX=j)=) PEPE)=D -
i=1 i=j
et donc
Vjeln], PX= ')—lzn:l
] rn » _J - n l_:]_ i
Exercice 9

Calcul matriciel

1.
(a) Deux méthodes : on applique la méthode du Pivot pour démontrer que P est inversible, et trouver P~!. Ou
alors, on calcule P x P! et on constate que ca fait I5.

1 1
-2 0 0 -z 0 0
4 4
(b) Apres calculs, on obtientP'BP=( 0 < 0 |.EnposantD=| 0 0 |, onaalorsB=PDP~'.
0 0 1 0 0 1

(c) Parrécurrence classique, en utilisant, pour 'hérédité :
B"*!' =B"B=(PD"P})(PDP!)=PD"P'PDP ! =pPD"*'p!
=1

(d) En utilisant ce qui précéde, on calcule PD"P~!, en remarquant que D est diagonale, donc D" est facile a
calculer. On obtient :

0o —8 1\((=)" o o),(0 -1 n
B"=-1 3 1 0 (&) ol —2 1 1
1 3 1 o o 1/%\6 8 8
[0 81 o —11(-1)" 1=
n n n
o N R TS GRS L e
1 3 1 6 8 8
L [16(%)" +6 —8(%)" +8 —-8(5)" +8
=—| -6(%)" +6 11(=1)"+3(L)" +8 —11(=1)"+3(L)" +8
)" +6

Application a un processus aléatoire

On notera T,, 'événement “le client achéte un jouet traditionnel 'année n” (et de méme pour M,, et S,,).

1. Onappliquelaformule des probabilités totales, au systeme complet d’évenements (T, M, S) qui par construc-
tion est un systéme complet d’évenements. Ainsi

Pn+1= P(Tnﬂ) = P(Tnﬂ n Tn) + P(Tnﬂ n Mn) + P(Tnﬂ n Sn)
=P(T, )Py, (Tp41) + P(M, )Py, (Ty1) +P(S, )Py, (T)r41)

1 1 1
an§+qn§+rn§

Par le méme raisonnement, on obtient :

1 1 1
Guin =PM )= =py+ =G+ -1y

4 4 2
1 1 1
Tn1 =P(Sp41)= an + 5% + Z In
2. Ainsi, on obtient
Pn+1 % % % Pn Pn
Gn+1 | = % i % qdn |=B| qx
Tn+1 % % % I'n T'n

3. Par récurrence habituelle (en partant de C° =I5 et en utilisant la relation vue a la question d’avant).
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4. Ainsi, en utilisant la partie précédente :

P 1 [ 16(5) +6 —8(%)" +8 —8(5)"+8 i
I | =5 —6(1—12)n+6 11(—3) n+3(1—12) +8 —11(—;1)1 +3 1—12)1 +8 || 1o
T —6()"+6 —11(—1)"+3(%)" +8 11(-1)"+3(%)"+8 J \ 1o

dont le calcul est long...
5. On cherche la limite quand 7 tend vers l'infini. Puisque —1 < ﬁ <let—1< —% <1, la plupart des termes

tend vers 0. On obtient au final la limite : "

o) [
oo | =| 320
r T

S 220

Résumé

1. La somme des termes d'une ligne vaut 1, qui traduit le fait que la valeur de I'état n + 1 ne dépend que de
létat n.
2. On obtient le graphe suivant :

Pr+1 Pn
3. Puisque | g,+1 |=C| g, |, par passage alalimite (qui est 1égitime par somme et produit)
Tnt1 T'n

Moo =CMeo
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Chapitre

Intégration

Résumé

Dans ce chapitre, on rappelle la notion de primitive, ainsi que de l'intégrale sur un segment, que l'on
calculera a laide de différentes méthodes de calcul pratiques (intégration par parties, changement de
variable). On revient également sur la notion de primitive. On introduit la notion de sommes de Riemann
pour le calcul intégral, et on généralise, enfin, la notion d’intégrale a un intervalle quelconque.

387




Chapitre 17 : Intégration

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(® Concernant les primitives :

e connaitre les primitives USUEIIES. . .. ...ttt et e m|
* savoir déterminer des primitives dans les cas de dérivation classique.......................... m|
e connaitre les opérations sur les primitives............ ... O

@ Connaitre la notion d’intégrale et les différentes propriétés de I'intégrale :

e définition de l'INtégrale. ... ...ttt e e m|
e linéarité etrelationde Chasles......... ... i a
¢ encadrement et inégalité de lamoyenne ........... ..ottt m|
* positivité et croissance de I'intégrale ......... .. ..ottt e m|
 fonction positive etintégrale nulle ......... .. ..o i e m|

® Concernant les méthodes de calcul d’intégrales :

o IINtéGration Par PATTI .. ..ottt ettt e e m|
e lechangementde variable...... ... ... e m|
¢ les fonctions définies par uneintégrale........... ..ottt |
(® Savoir utiliser les sommes de Riemann pour calculer des sommes de Séries.................o.vvnen. |

® Connaitre la définition d’intégrale sur un intervalle :
e connaitre la définition. ... ... o e |
¢ connaitre les différentes propriétés usuelles. ...........coooiiiiiiiiiiii i, m|
® Concernant les théoremes d’existence :
¢ connaitre le théoréme de majoration des fonctions positives...............c.coocoiiiiiien.... m|
¢ connaitre les intégrales de référence (Riemann, exponentielle) ..........................ooo... O
(® Connaitre la notion de convergence absolue :

e connaitre la définition. ... ... .o i i i O
e I'inégalité triangulaire . ... ..ottt m|
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. Primitives

1. Définition
Définition 17.1.

Soient f et F deux fonctions définies sur un intervalle I, avec F dérivable. Si F' = f, on dit que F est une
primitive de f sur l'intervalle I.

Exemple 17.1
e Soit f la fonction définie sur R par f(x)=2x. Alors f admet comme primitive sur R la fonction
F: x — x?, mais également les fonctions G: x — x?+1,H: x — x2+1, [€R.
e Lafonction x — e* admet comme primitive sur R la fonction x — e*.

2. Différentes primitives d'une fonction

Théoreme 17.1.

Les seules primitives de la fonction nulle sur un intervalle I sont les fonctions constantes.

Démonstration

En effet, si F = 0 sur I'intervalle I, nous avons vu dans le chapitre sur la dérivation, que cela implique
que F est constante. Réciproquement, les fonctions constantes ont une dérivée nulle.

‘ Conséquence 17.2. ’

Soit F une primitive d'une fonction f sur I'intervalle I. Alors toutes les primitives de f surI s’écrivent
F+A, avec A constante réelle.

Démonstration

En effet, en notant F et G deux primitives de f surI,ona(F—G) =F —G' = f — f =0. D’apreés le résultat
précédent, F —G est une fonction constante sur I'intervalle I, c’est a dire F = G+ A avec A constante réelle.

3. Fonction continue et primitive

Théoreme 17.3.

Une fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

Démonstration

Démontrons, pour simplifier, le théoréme dans le cas ot f est une fonction croissante et positive. Soit f
une fonction continue croissante sur [a; b], et Gy sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
Pour tout x € [a; b], on note .¢/(x) I'aire de la surface délimitée par I’axe des abscisses, la courbe G
entre les abscisses a et x.
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Cette fonction est bien définie sur [a; b]. On va montrer que .¢/ est dérivable sur [a; b], et que ./’ = f.
Soit h >0 et x €[a; b]. Le nombre .¢/(x + h)— .o/ (x) représente I'aire de la surface délimitée par I'axe des
abscisses, la courbe de f, et les abscisses x et x + h.

A

flz+h)

F(@) e g oo .

Alz)

Puisque f est croissante, on peut encadrer cette aire par deux rectangles :
(x+h—x)f(xX)S . d(x+h)—d(x)<(x+h—x)f(x+h)
donc

Flx)< Jz/(x+hh)—,cz¢(x

Par continuité de f, }qim f(x+ h)= f(x). Par encadrement, on a donc
—0

)< Flx+h)

. (x+h)—.d(x)
pm n =/t
Donc .« est bien dérivable a droite en x, et sz’é(x) = f(x).
On montre de méme que ./ est dérivable a gauche en x, et que sz/g’(x) = f(x). Les dérivées a droite et a

gauche de .¢/ étant égales, on en déduit que .«/ est dérivable et que sa dérivée est f.

4. Fonction primitive et condition initiale

Théoreme 17.4.

Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalle I. Soit x; un réel de I'intervalle I, et y, un
réel donné. Alors il existe une, et une seule, primitive F de f sur I telle que F(x,) = ;.
En particulier, f admet une unique primitive s’annulant en un x, donné.

Démonstration

Soit F une primitive de f. Alors, la fonction G définie par G =F —F(x;) + J; est également une primitive
de f, et G(xy) = o-

Si G et H sont deux primitives de f telles que G(x,) = H(x,) = y;, alors, puisqu’on peut écrire G=H +/,
ona G(xy)=H(xy)+1=G(xy)+,doncl=0et G=H.

Exemple 17.2
La fonction F définie sur R par F(x)= x?—1 est une primitive de f : x — 2x vérifiant F (1) =0.

Il. Recherche de primitives

Pour rechercher des primitives, on utilise les formules connues pour la dérivation, et les dérivées connues.
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1. Fonctions usuelles

Fonction f Primitive F Intervalle I
Xx — a (constante non nulle) X—ax R
xn+1
x—x"(n=1) X — R
n+1
]' 1
xv—»;(n>1) XH—W ]—OO;O[OU]0;+OO[
x—x* (a#£-1) oy i R*
a+1 +
L 2Jx R*
X — — x—24/x
Vx *
1
X— — In(|x]|) R* ouR*
X
x—e* x—e* R

2. Utilisation des formules de dérivation

On peut utiliser les formules suivantes :

Remarque
u/ / 1 /
=2vu) — ===
vy -(-1)
’ 2y 1 1Y ’ a1y’
2 — / n: n+ (1: _1
u'u=(u) u'u (n+1 ) u'u (OH_I)(OL# )

Exemple 17.3

Soit f la fonction définie sur R* par f(x)= @ Déterminer une primitive de f.

Solution

On pose u(x)=Inx. Alors f(x)= u’(x)u(x) et admet donc comme primitive F : x — % u*(x)= %ln(x)z.

3. Opération sur les primitives

Théoreme 17.5.

Soient F et G deux primitives respectives des fonctions f et g sur un meme intervalle I, et A € R.
e AF estune primitive de A f sur L.
e F+Gestune primitive de f + g surl.

Démonstration
Assez immédiate : (A\FY =AF =Af et (F+G)Y =F' + G’ = f + g en exploitant la linéarité de la dérivation.

I'& Exercice 1
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lll. Intégrale sur un segment

1. Définition
Définition 17.2.

Soit f une fonction continue sur [a; b]. On appelle intégrale de a a b de la fonction f le nombre réel
b

F(b)—F(a), ou F est une primitive quelconque de f sur [a; b]. On note f f(t)dt =F(b)—F(a).
a

Remarque
Par convention de notation, on note [F(¢)]? =F(b)—F(a), de sorte que

ff dt =[F(1)]; =F(b)—F(a)

Exemple 17.4

2 272
3
f xdx= [?] =2— 353 On peut également prendre une autre primitive :
1 1
2
f xdx=
1
Remarque

La définition de I'intégrale ne dépend pas de la primitive choisie. En effet, soient F et G deux primitives
de f.D’apres un résultat précédent, il existe un réel A tel que G=F +A. Mais alors

G(b)—G(a)=(F(b)+7)—(F(a)+A)=F(b)—F(a)

2 3 3
:3——:—
) 2 2

2

Remarque
b

Dans I'écriture f f(t)dt, t estune variable muette. Ainsi,

’ b b b
J f(t)dt=J f(u)du=f fx)dx

2. |Interprétation graphique

Remarque

b
Sia < b,le nombre f f(t)dt représente I'aire algébrique (ou aire signée) en unité d’aire du domaine

a
délimité par ¢, courbe représentative de f, I'axe des abscisses, et les droites d’équations x =a et x = b.
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Cy

A

IV. Premiéres propriétés

1. Premiers résultats
Définition 17.3.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et soient a et b deux réels de I.
b a
e On af f(r)dt :—f f(r)dt.
a b
a

e Lorsque a = b,f f(t)de=0

a

Démonstration
Soit F une primitive de f surI. Alors

b a
f f(t)dt=F(b)—F(a)=—(F(a)—F(b))=—f flr)de
a b

J f()dt =F(a)—F(a)=0

2. Relation de Chasles

Théoreme 17.6.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient a, b, ¢ trois réels quelconques de I. Alors

b c c
J f(t)dt+f f(t)dt=f f(o)yde
a b a
Démonstration

Soit F une primitive de f surI. Alors

b c c
f f(t)dt+f f(t)de =(P(b)—F(a))+(F(C)—P(b))=F(C)—F(a)=J flt)de
a b a

Exemple 17.5 (Calcul de I'intégrale d’'une fonction affine par morceaux)

Soit f la fonction donnée ci-dessous. Déterminer I(f) = f_51 f(r)dte.

A. Crouzet 393 ©@®®O



Chapitre 17 : Intégration

Solution
D’apreés la relation de Chasles :

5 0 2 3 5
f(t)dt:J f(t)dt+f f(t)dt+f f(t)dt+f f(t)dt=2+3—1-2=2
-1 -1 0 2 3

Conséquence 17.7.

e Si f est paire sur [—a; a], alors

ff(t)dtzzf f(r)dt
—a 0

J f()yde=0

o Si f estimpaire sur [—a;a], alors

3. Linéarité

Théoreme 17.8.

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, soit A un réel quelconque, et soient a, b deux
réels quelconques de l'intervalle I. Alors

b b
f xf(t)dtzxf f(Hdt

b b b
f (f+g)(t)dt=J f(ﬂdHJ g(t)dt

En effet, si F et G sont des primitives sur I respectivement de f et de g, alors AF est une primitive sur I
de f, et F+ G est une primitive de f + g surI. Le résultat s’en déduit.

Démonstration
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4. Primitive nulle en un point

Théoréme 17.9. Théoréme fondamental de I'intégration

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, x, € I. La fonction

F:fo f(r)ate

est 'unique primitive de f surI qui s’annule en x,. Ainsi, F est de classe 6! surl, et F' = f.

Démonstration

Soit G une primitive de f sur I (qui existe parce qu’elle est continue). Alors, pour tout x de I,
X
F(x)= f F(0)d 1 = G(x)—Glx,)
Xo

Donc F(x;) =0, F est dérivable sur I et on a, pour tout x de I, F’(x) = G’(x) = f(x). Donc F est une primitive
de f, et puisque F(xy) =0, c’est la primitive de f nulle en 0.

Exemple 17.6
Soit f la fonction définie sur R par

f(x)zf edt
0

Déterminer f”.

Solution

est la primitive de la fonction x — e x (fonction continue sur R) nulle en 0. Ainsi, f est de classe 6 1
p
sur R et

Vx, fl(x)=e*

&= Exercice 2

V. Propriétés d’encadrement et valeur moyenne

1. Encadrement
Théoreme 17.10.

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, et soient a, b deux réels quelconques de 1.
o Positivité de I'intégrale. Si a < b et si, pour tout réel ¢ de [a; b], f(t)> 0, alors

b
f f(H)dt>0

o Croissance de I'intégrale. Si a < b et si, pout tout réel ¢ de [a; b] f(¢) < g(¢) alors

b b
f f(t)dt<J g()dt

Remarque

Il faut absolument que a < b!

Démonstration
Soit F une primitive de f sur I, et G une primitive de g surI.
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e Si f est positive sur I, alors F est croissante sur I (puisque F’ = f). Mais alors, si a < b,
b
f f(t)dt =F(b)—F(a)> 0 par croissance de F
a

b
e Sif <gsurl,alors g—f = 0surl. D’apres le résultat précédent, f (g(t)—f(r))dt = 0. Parlinéarité,
a
b

b
onobtientbienj f(t)dtéf g(t)dze.

a

2. Inégalité de la moyenne

Théoréme 17.11. Inégalité de la moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient m et M deux réels, et a, b deux réels de 'intervalle
Itelsquea<b.
Sim < f <M sur[a; b] alors

b
m(b—a)<f f(t)ydt <M(b—a)
Etsia#b:

1 b
m< b_af f(dt <M

Démonstration
Pour tout ¢ dans [a; b], ona m < f(t) < M. D’apres le théoreme précédent, puisque a < b, on a alors

b b b
f mdt<f f(t)dt<f Md ¢
a a a

Or fﬂh mdt =m(b—a)et fab Mdt = M(b — a) (car les fonction t — M et t — m sont constantes sur
[a; b)), ce qui donne le résultat.

Exercice 17.7

1
On admet que la fonction f : x — P est décroissante sur [0; +00o[. Pour tout entier naturel 7, on
ex+e-

pose
n+l

I,= f(x)dx

n
Prouver que pour tout entier naturel n, f(n+1)<I, < f(n), puis en déduire que la suite (I,,) est conver-
gente.

Solution

Soit n un entier. Puisque f est décroissante sur R, elle I'est sur [n; n+1]. Ainsi, pour tout réel ¢ € [n; n+1],
ona

fin+ 1)< f(t)< f(n)

D’apres 'inégalité de la moyenne, on a alors

n+1
f(n+1)(n+1—n)<f f)dt< f(n)(n+1—n)
soit
fln+1)<I,<f(n)
Constatons enfin que

nl_l)IIloo f(n)= nl_l)IPoo f(rn+1)= xl_l)grnoo f(x)=0 par quotient.
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D’apres le théoreme d’encadrement, on en déduit que la suite (I,,) converge, et que sa limite vaut 0.

Théoreme 17.12. Inégalité triangulaire

Soient f une fonction continue sur [a; b]. Alors

b
f f(t)dt

b
<f If()de

3.

Démonstration
Théoreme admis.

Valeur moyenne d'une fonction

Définition 17.4.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et soient a, b deux réels distincts de I. Le nombre réel

1 b
— f f(eyde

est appelé valeur moyenne de f entre a et b.

Théoreme 17.13.

Dans les conditions précédentes, il existe un réel ¢ situé entre a et b, tel que

1 b
EL f(o)dt=f(c)

4.

Démonstration

Soit f une fonction continue sur le segment [a; b]. Puisqu’elle est continue, I'image du segment [a; b]
est un segment [m; M]. Mais alors, pour tout x de [a; b]:

b

b b
m<f(x)<M4:>f mdt<f f(t)dt<f Mdt

Soit
1

m <
b—a

b
f f(t)dt <M

. b . , N PN . DT
Le réel ﬁ fa f(t)dt est donc compris entre m et M. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,
cette valeur est atteinte en un réel ¢ €[a; b].

Fonctions positive et intégrale nulle

Proposition 17.14.

Soit f une fonction continue sur [a; b]. Si

b
% te[a;b],f(t)>0etf f(Hdt=0

alors f(t)=0 pour tout ¢ €[a; b].

A.

Démonstration
Supposons par 'absurde qu'il existe a €]a; b| tel que f(a) > 0. Par continuité de f, il existe un intervalle
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] =]a—¢; a +¢[ tel que, pour tout x €7, f(x) > @ Mais alors,

ce qui est absurde.

5. Intégration d'une fonction continue par morceaux

Remarque

Rappel : une fonction f est dite continue par morceaux sur le segment [a, b] s'il existe une subdivision
ay=a<a, <--<a,=Db telle que les restrictions de f a chaque intervalle ouvert ]a;, a;,,[ admettent un
prolongement continu a l'intervalle fermé [a;, a; ;]

Définition 17.5.

Pour tout i € [0; n — 1];, notons f le prolongement par continuité de f; sur I'intervalle [a;; a;,,]. On
appelle alors intégrale de f sur [a; b] le nombre

Ai1

b n—1
f fydx=>" Fi(x)dx

i=0J a;

/

Remarque
Ainsi, pour calculer I'intégrale d'une fonction continue par morceaux, on calcule I'intégrale sur chacun
des intervalles [a;; a,,] de la subdivision, puis on additionne les différentes valeurs.

VI. Méthode de calcul d’intégrales

1. Intégration par partie

Théoreme 17.15.

Soient u et v deux fonctions de classe 6! surI. Alors, pour tous réels a et b de I :
b

b
f u(t)v'(t)dt = [u(t)v(t)]g —f u'(tv(t)dt

a

Démonstration
La fonction uv est dérivable surl etona(uv) =u'v+uv’. Donc uv’ = uv—u’v, et toutes ces fonctions
sont continues sur I. On en déduit donc :

b b
f (uv')(t)dt =f [(wv)(1)— (W v)(e)ldt
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Par linéarité de I'intégrale, et puisque u v est une primitive de (uv)’, on a
b

b
J u(t)v'(r)dre =[u(t)v(t)]s—f u'(tv(r)dre

a

Meéthode

Pour calculer une intégrale par intégration par partie, on détermine les fonctions u et v qui interviennent
et on vérifie qu’elles sont de classe 6 sur l'intervalle considéreé.

Exemple 17.8

1
Calculer f teldt.
0

Solution

Pour tout ¢ € [0;1], posons u(r) =t et v'(t)=e’. u et v sont de classe € sur [0;1]. Alors, u/(t) =1 et
v(t)=e!.Onadonc

1 1
f tetdtz[tet](l)—f le'dr=e—[e']y=1
0 0

Exemple 17.9

e
Calculer f In(x)d x.
1

Solution
Puisque In(t)=1 x In(z), pour tout t €[1;e], on pose u(t)=1In(z) et v’(t)=1. Les fonctions u et v sont
bien de classe 6! sur[1;e]. On a donc u/(t)= % et v(t)=t.Alors

J ln(t)dtz[tln(t)]ﬁ—J t%dt
1 1

et donc

f In(t)di=e—[r]S=1
1

Remarque
Ainsi, une primitive de la fonction In sur ]0;+oc0o[ est x — xIn(x)— x.

I's Exercice 3

2. Changement de variable

Lidée du changement de variable est de se ramener a une intégrale que I'on sait calculer.

Théoreme 17.16.

Soit f une fonction continue sur [a; b], et u une fonction 6! sur [a;p], telle que u([a;p]) C [a; b]. Alors

p u(p)
f f(u(t))u’(t)dt=f f(x)dx
o u(a)
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Remarque

Il faut donc reconnaitre une forme f(u)u’ pour pouvoir effectuer un changement de variable. On n’ou-
bliera pas de remplacer également les bornes d’intégration.

Démonstration

Soit F une primitive de f, et g =Fo u. g est C! sur [a;B] (puisque F et u sontC;) etona g’ =F'(u)x u’ =
f(u)u’. Donc g est une primitive de f(u)u’. Donc

p
f flu(enu/()d e =[g(t)]f, =F(uP)—Fu(@)=[E(0)lyh = [ fx)dx

Exemple 17.10

1

Calculer I :f tv1—1r2dt enposant u=1-—r2
0

Solution
Pour tout ¢ €[0;1], u(t)=1—t2. u est de classe € sur[0;1]. Alors

1 u(l) 1 1
1 1 1 1|2x4/ 1
= u/() D) dt =—— Jxdx== err:—[ al x] —=
0 2 u(0) 2 Jo 2 0o 3

2 3

Méthode
SoitI = f : f(t)dt.Pour effectuer un changement de variable :

e On pose x = u(t) oll u est une fonction de classe ¢! sur [a; b]. On écrit alors ¢ = u~'(x) puis
dt=(u(x)dx.

e On s’occupe des bornes : lorsque ¢ = a, x = u(a) et lorsque t = b, x = u(b).

e Enfin, on exprime f(#) et dt uniquement avec x et d x.

On a alors f : fl)ydt= f:((:)) g(x)d x, cette intégrale étant a priori plus simple a calculer.

Exemple 17.11

1

In(1+¢€’

CalculerI= f %dt en effectuant le changement de variable x =1+e’.
0

Solution

e Lafonction u:r+—1+e’ estde classe €' sur[0;1].

e u(0)=2etu(l)=1+e.

e Puisque x =1+e’, alors t =In(x —1). La fonction x — In(x — 1) est dérivable sur [2;1 + e], et donc
1

x—1
et In(u) du “nu
I= _ = —du
, l—e D y—1 ) u

e+1 1
I= [—(ln u)z] = —((In(e +1))* —In(2)*
2 2

dt=

Ainsi,

et donc

I'& Exercice 4
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3. Fonctions définies par une intégrale

X v(x)
On peut étre amené a étudier une fonction du type F : x — f f(t)dtouG:x— f f(r)de.
Xo u(x)
Méthode
Pour étudier ce genre de fonctions :

i

|

I

| . . R P P N

| e Dans le premier cas, on reconnait, apres avoir étudié la continuité de f, la primitive de f nulle en
: Xy, que I'on étudiera en tant que telle.

| e Dans le deuxieéme cas, on introduira systématiquement une primitive H de f si f est continue.
: Dans ce cas, G(x)=H(v(x))—H(u(x)) et on étudiera ensuite (dérivation par exemple, si u et v sont
1 dérivables).

Exemple 17.12

2x
Soitg:x — J f(t)dt ou f estune fonction continue sur R. Déterminer g’.
X

Solution
En notant F une primitive de f sur R, on a pour tout réel x, g(x) = F(2x)—F(x) qui est de classe 6*
puisque f est continue. On a donc

V xeR, g'(x)=2F(2x)—F(x)=2f(2x)— f(x)

| I'& Exercices 7 et 8 |

VIl. Sommes de Riemann

1. Définition
Définition 17.6.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. Soit 7 un entier strictement positif. On note,

Sn(f)=b—;agf(a+kb_a) etS (f)= b—a;:f(ﬂkb—a)

n n n

Remarque

Les sommes S,, et S’ représentent I'aire des réctangles associés a la fonction f lorsqu’on effectue un
découpage régulier de 'intervalle [a; b] :
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Remarque
Dans le cas d'une fonction continue sur [0; 1], les sommes de Riemann s’écrivent

Sn(f)=%:z:;f(§) etS/,,(f)=%§f(§)

2. Sommes de Riemann et intégrale

Les sommes de Riemann d'une fonction continue ont une propriété trés importante : elles convergent vers
I'intégrale de f sur [a; b] et en sont donc une trés bonne approximation.

Théoreme 17.17.

Soit f une fonction continue sur [a; b]. Alors les suites (S, (f)), et (S/,(f)), convergent et

(
b
lim S,(f)= lim S (f)=f f(oyde

n—+00 n—+oo

Démonstration

Pour simplifier les calculs, supposons que a =0 et b =1, et supposons f continue croissante sur [0; 1].
Soit n € N* fixé. Pour tout k entre0et n—1,0ona

vee[s () <rmer|

en utilisant la croissance de f. D’apres 'inégalité de la moyenne, on a donc

O CY

n In

k+1)
n
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En additionnant ces inégalités pour k entre 0 et n—1:

nzl f Lk+1 f(tdt nlnf(k+1)

/n k=0

soit, par la relation de Chasles

&1k (! k41
Z:(;;f(;KL fle)d r<2 f—=

En effectuant le changement de variable j = k + 1 dans la deuxiéme somme, on déduit donc

1 n
f)<f rar<> L =s,(n- L2, 11U
0 kzln n

n n

Cette inégalité s’écrit également

f flde+ f( f)<f fo)dr

En passant a la limite, par encadrement, on déduit donc bien
1

3. Application : limite de certaines suites

Méthode
Les sommes de Riemann peuvent nous permettre de calculer la limite de certaines suites.

Exemple 17.13

Soit u la suite définie pour tout n > 1 par

B+234--+nd
un =
n4

Déterminer la limite de u.

Solution
Pour toutn =1,

On reconnait une somme de Riemann de la fonction f : x — x2 sur le segment [0; 1], qui est continue sur

[0;1]. Alors, (u,,) converge, et
! 1] 1
lim u,=| x*dx=|=| ==
n—+00 0 4 4

0

I'& Exercice 10

4. Application : valeur approchée d’intégrale

Pour déterminer une valeur approchée d’'une intégrale sur un segment, on peut utiliser la méthode des
rectangles, qui consiste a calculer 'une des sommes de Riemann dans le cas d’'une fonction continue et
monotone.

Méthode (Méthode des rectangles)

|
I
: Lorsqu’'une fonction est croissante ou décroissante sur un segment I =[a, b], on décompose I en subdivi-
I
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sion de longueur 24 :

b—a

b— b— b— b— b—
[ma+——£}{a+ t{a+2 a}”{a+k aerk+U——£}”{a+M—d) ,b
n n n n n

On calcule alors la somme des aires des rectangles “inférieurs” et “supérieurs” : pour l'intervalle
b—a b—a]
’

,a+(k+1)

[a+k

on prend le rectangle de hauteur f (a + kh—;“) (rectangle inférieur), ou f (a +(k + l)b—;“).

) = ———————

fx,) r-----=--- 1

Xk+1

Lorsque n tend vers +00, I'aire obtenue, si la fonction est continue, tend vers I'intégrale de la fonction
sur le segment.

Scilab 17.18. Méthode des rectangles

// On définit la fonction
function y=f(x)

y=sqrt(1l+x~2)
endfunction

// On détermine 1'aire des rectangles inférieurs et supérieurs
// Arguments
// a : borne inférieure du segment
// b : borne supérieure du segment
// n : nombre de subdivision
function [inf, sup]=rectangle(a,b,n)
inf=0.0
sup=0.0
for i=0:n-1
inf=inf+(b-a)/nxf(a+ix(b-a)/n)
sup=sup+(b-a) /nxf(a+(i+l)*(b-a)/n)
end;
endfunction

// Exemple : pour a=1l, b=2, n=100
[inf,sup]=rectangle(1,2,100)

// Comparaison avec une valeur calculée par ScilLab:
integrate('f(x)','x',1,2)

I'& Exercices 5, 6et11
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VIIl. Intégrale sur un intervalle quelconque

Lidée est d’étendre la notion d’'intégrale, mais sur un intervalle infini, du type [a; +00[, ] — c0; a[ voire | —
00;+00].

1. Définition
Définition 17.7.
e Soit f une fonction continue sur [a;+00o[. On dit que I'intégrale f(t)dt est convergente si

X

et seulement si lir+n f f(t)dt existe et est finie. Dans ce cas, on note
X—+00
a

f f(t)dtzf f(t)dt:xggle f(o)dt
[a;+o0] a a

On définit de mémef f(t)dtzf f(e)dt
J—o0;al —00

e Soit f une fonction continue sur R. On dit que l'intégrale f f(t)dt est convergente si et

seulement si hm f f(t)dt et hm f f(t)dt existent et sont finies. Dans ce cas, on note

Jf dt—f f(t)dt= hm f fr)de+ hm f f(2)

Remarque

On dit que 'intégrale f f(t)dt est une intégrale impropre (puisque, rigoureusement, 'intégrale n’est

définie que sur un segment).

Exemple 17.14

+00
Soit f: t— e~ sur [0;+00]. Calculerf e 'dt.
0

Solution
Soit x > 0. Alors

f fde=[—e"lj=1—e""
0

+
et lim 1—e*=0.Donc f f(t)dr existe, et
0

X—+00
+00
f e'=1
0

2. Propriétés

Toutes les propriétés de base se généralisent aux intégrales sur un intervalle quelconque :

‘ Propriété 17.19. ’
‘ Soient f et g deux fonctions définies sur [a;+00[, et A €R. qﬂ
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+00

+00
e Si f f(t)dt converge, alors f Af(t)dt converge, et

a

J Xf(t)dtzkf flode

+00o

+00 +00
e Si f f()dte etf g(t)dt convergent, alors f (f(r)+g(t))dt converge également, et
a a

a

f (f(l‘)+g(t))dt=f f(t)dt+f g(t)dt

Remarque

+00 +00

+00
(f(r)+g(t))dt peut exister, sans pour autantquef flt)dt etf g(t)dt
a

a

Attention : I'intégrale f

a
n’existent.

Par exemple, f

+00 +00 1 1 +00 1
z dt et f P d t ne convergent pas, et pourtantla somme J ) dt converge.
1 1 1

t

Propriété 17.20. Relation de Chasles

. . . b .

Soient —0o < a < ¢ < b < 400 et f une fonction continue sur ]a; b[. Alors fa f(t)dt converge si et
. b

seulement si f: f(r)dt et fc f(#)d t convergent. Dans ce cas

b c b
f f(t)dtzf f(t)dt+J f(t)dt

3. Théoreme de comparaison

Pour monter des convergences d’'intégrale, on peut procéder par comparaison :

Théoreme 17.21.
Soient f et g deux fonctions définies sur l'intervalle [a;+00[. On suppose que

V x €la;+oo[,0< f(x)< g(x)

+00

+00
Alors, si f g(t)dt converge, f f(t)dt est également convergente, et on a
a

o<f f(t)dt<f g(t)dt

A\ | Attention
Attention : il faut absolument que f soit positive.

Exemple 17.15

+oo

1
Montrer que ——dt converge.
1 t+12

Solution
Remarquons que pour tout ¢ > 1 ona t + £> > 2, soit
1 1
<

0< <
t+12 12
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1 [ 1]x 1

== =1=-=

1 t2 th X
+00

1
qui possede une limite finie quand x tend vers +00. Donc 'intégrale f ﬁd t converge. Par compa-
1

Or, pour x >1,0na

+00

T dt converge.

raison, 'intégrale f

1

Remarque

Vous verrez I'année prochaine d’autres méthodes de comparaison que la majoration de fonctions posi-
tives.

4. Intégrales de référence

Théoréme 17.22. Intégrale de Riemann

La fonction f : t — t% est intégrable sur [1;4+00[ si et seulement si a > 1. Dans ce cas

Démonstration
Danslecasoua#1,ona

1 1 1 7 1 1
—dt= = —
A l—oate1f; (I—a)x*! 1—a

1

e Sia>1:quand x tend vers +00, cette intégrale converge vers
e Sia<1:

donc l'intégrale diverge.
e Sia=1,0ona

X
1
f —dt=In(x)et lim In(x)=+4oc0
1 t X—+00

Lintégrale diverge donc.

Théoreme 17.23. Intégrale de Riemann - 2

La fonction f: t — ti[, est intégrable sur [0; 1] si et seulement si a < 1. Dans ce cas,

1
o t¢ T 1-a
Démonstration
Pour a # 1, on a, pour tout u €]0; 1],
1 [ 11 ]1 1 11
te | 1—q te-l u T 1—a l—a ue-l
1
Sia>1,lim =+00. Lintégrale diverge donc. Si a < 1, lim =0 donc l'intégrale converge et
u—0 yo—1 u—0 yo—1
"1 1
—dt=——.
to 1—a

0
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Sia=1, pour u €]0; 1],

1
1 Uu—
f ;dt=1n(1)—ln(u)=—ln(u)—(>)+oo

Donc l'intégrale diverge également.

Théoreme 17.24.

La fonction f : t — e™®! est intégrable sur [0;+00] si et seulement si a > 0. Dans ce cas,

+00
1
f etdr==
0 o
Démonstration

Sia=0,e %" =1 etlafonction constante égale a 1 n’est pas intégrable sur [0;+00][. Sinon,

x —at 1% —ax
e e 1
e_‘”dtz[ ] =— +=
L —a Jo a o

Cette intégrale converge si et seulement si a > 0, et dans ce cas

* 1
lim f e*dt=—
X—+00 0 o

Théoreme 17.25.

La fonction f : ¢ — In(¢) est intégrable sur ]0;1], eton a

1
f In(t)dt=-1
0
Démonstration

Soit a €]0; 1[. Par intégration par parties, ou en utilisant une primitive de In, on a

1
J In(t)dt =[tIn(t)— t]; =—l—aln(a)+a

1
Or,ona lin(l) aln(a)=0 (croissance comparée). Par somme, lin(l) J In(t)d t = 1. Ainsi, 'intégrale converge,
a— a—l
a
1
J In(t)dt=—1
0

La fonction f : x — e~ est intégrable sur R et

+00
J e dt=ym

—00

et

Théoreme 17.26.

Démonstration
Théoreme admis.

5. Convergence absolue

Définition 17.8. [ ]
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Soit f une fonction définie sur [a;+00].

+00 +00
On dit que l'intégrale f f(t)dt converge absolument sur [a;+00[ si J |f(£)ldt converge.
a

a

Remarque
+00
Rigoureusement, on dit que f est intégrable sur [a;+oo] si f |f(t)ldt converge.

a

Théoréme 17.27. Inégalité triangulaire

+00
Soit f une fonction définie sur [a; +oo[. Si f f(t)dt est absolument convergente, alors elle est conver-

f f()de <J |f(e)ldt

gente, et on a

Démonstration
Admis.

Remarque

La réciproque n’est pas vraie. Une intégrale peut étre convergente, sans étres absolument convergente.
On dit alors que I'intégrale est semi-convergente.

I'& Exercices 12, 13 et 14
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Exercices
Intégration

Exercices

Intégrales et primitives

000 Exercice 1 Primitives (15 min.)
Déterminer sur quel(s) intervalle(s) les fonctions suivantes possédent des primitives, puis les déterminer

f(x)=xfcH h(x)zx(x+1)
g(x)=xv1—x2

o000 Exercice 2 Premieéres intégrales (30 min.)
Montrer I'existence, puis calculer chacune des intégrales suivantes :

2 1 1
1 r+1
A [ B, c=| £ ar E= | X _dx
. X o € F¢ o ¥ +1
3 2e dt 1
B=| Qu+1e“**'du sz —_— F=| |x*—x|dx
J; e t\/ln(t) —1

@00 Exercice 3 Intégration par parties (20 min.)
Montrer I'existence, puis calculer chacunes des intégrales suivantes :

1 e
Azf teldt C=J x(In(x))?d x
0 1

e 1
B:f v In(v)dv sz we du
1 0

e00 Exercice 4 Changement de variable (15 min.)

Montrer I'existence, puis calculer chacunes des intégrales suivantes en utilisant le changement de variable
donné:

2 1
_ X 2 _ 1 b X
A_Jl (x2+1)(x2+2)dx (y=x7) B_Jl/z x(x+1)ln(x+1)dx (y_x+1)

Suites d'intégrales

ee0O Exercice 5 Suite d'intégrales| (25 min.)

Pour tout entier n, on pose
1/2
/ xn
u,= 5 dx
0 1—x
a

1. Déterminer deux réels a et b tels que pour tout x € R\{—1;1}, 12 = % + 2. En déduire la valeur de
L.
2. Calculer u;.
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3. Montrer que pour tout entier 7,
1

(n+1)2n+1

Up—Upio

En déduire u, et us.
4. Montrer que la suite (u,,) est décroissante, et minorée par 0.

5. En minorant 1 — x2, montrer que pour tout entier n, u,, < —————. En déduire la limite de la suite

3(n+1)2n+1
u.

Exercice 6 Suite d'intégrales Il (25 min.)

Pour tout entier n, on note
1 1
tn
I,= dtet],=| t"In(1+t>dr¢
\ JOW JO (1+12)

1. Déterminer la monotonie des suites I et ].

2. Montrer que pour tout n, 0< I, < ,%H En déduire la limite de (I,,).
3. Par un intégration par parties, démontrer que pour tout 7,
_In(2) 2
Tn+l n+l
En déduire la limite de (J,,) puis celle de (n xJ,,).

n n+2

Fonctions définies par une intégrale

Exercice 7 Fonctions définies par une intégrale (20 min.)

Etudier complétement les fonctions suivantes (ensemble de définition, signe, dérivée, et tableau de variations).

On justifiera toutes les étapes.

_(" b (e
a(x)—flln(t)dt b(x):fxmdt C(x)_ﬁe dr

Exercice 8 ESCP 99 (30 min.)

Soit g la fonction définie sur R par

2x
ngzJ‘ e dr

1. Justifier que g est bien définie sur R, et que la fonction g est impaire.
2. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
3. Justifier que g est de classe 6! et que pour tout x €R,

)C2 _x2

g(x)=2e"" —e

4. Dresser le tableau de variations de g. On précisera g(0).

5. Montrer que pour tout x > 0, xe™*** < g(x)< xe . En déduire la limite de g en +o0o.

Exercice 9 Prolongement par continuité (10 min.)
Soit g la fonction définie sur R* par

1 Py
g(x)= —f t2eldt
X
0
Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 et donner son prolongement.
Sommes de Riemann et séries

Exercice 10 Sommes de Riemann (15 min))
Montrer que les suites suivantes sont convergentes, et trouver leur limite.
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n—1 n 1 n—1 k 1/n
VA Y (o4
k=0 k=1

ee0O Exercice 11 Série de Bertrand (15 min.)
En calculant f;m dx, et en montrant que pour tout k > 2,

S 1
dx <
e XIn(x) kin(k)

diverge.

1
Démontrer que la série Z
=] nin(n)

Intégrales impropres

o000 Exercice 12 Intégrales impropres (15 min.)
Déterminer si les intégrales suivantes convergent ou divergent. Si elles convergent, calculer leur valeur.

+00 +00
In(t
PO R c= [ By,
o (1+x2)? 1 t

+00 +oo 1
B= t2e " dt D= du
0 ; ulnu

o000 Exercice 13 Intégrales impropres (10 min.)
Démontrer la convergence et déterminer la valeur de

+00
1
- f L4
ex —e—X
1
ex

On pourra dériver la fonction f : x — ln(ex—j).

o000 Exercice 14 Suite d'intégrales impropre (20 min.)
Pour tout a > 0, et pour tout entier n, on note

On note également

+00
I,Z:f t"etdt
0

Lobjectif du probleme est de montrer que les intégrales I,, existent, et de calculer leur valeur.
1. Calculer Ij(a), puis déterminer la valeur de I,.
2. Trouver une relation de récurrence entre I,,,;(a) et1,,(a).
3. Démontrer par récurrence que l'intégrale I,, converge.
4. Ecrire larelation liant I, et I,,,;. Déterminer alors la valeur de I,, en fonction de n.
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Corrigeés

Intégration

Corrigés des exercices

Exercice 1
¢ Lafonction f est définie sur R\{—1}, ety est continue comme quotient de fonctions continues. Donc f
admet des primitives sur | — o0o;—1[ et sur | — 1;4+00[. En constatant que
X x+1-—1 1
Y x#-1, = =1-
? x+1 x+1 x+1
Les primitives sur ] — oco;—1[ et sur ] — 1;+00[ s’écrivent

x—x—In|x+1|+kaveckeR

soit x — x —In(x +1)+ k sur |—1;+00[, et x — x —In(—(x + 1))+ k’ sur ] — oo;—1].

» Remarquons que x — 1— x? est définie sur R, et est positif sur [—1;1]. La fonction g est donc définie et
continue sur [—1; 1] comme composée de fonctions continues. Elle y admet donc des primitives. En constatant
que g(x)= —% u'(x)y/ u(x), avec u(x)=1— x2, on en déduit que les primitives de g s’écrivent

3/2
1(1—x2 1
20 e
2 3/2 3
¢ Lafonction h est définie et continue sur R\{—1;0}. Elle admet donc des primitives sur | — oco;—1[, ] —1;0[ et
sur ]0; +o0[. En remarquant que
2 2 2

x(x+1) x x+1
on en déduit que les primitives de & sur chacun des intervalles s’écrivent

2
x._>21n|x|—21n|x+1|+kzln((L) )+k
x+1

Exercice 2

Lidée de cet exercice est de trouver les primitives des fonctions sous le signe intégrale. On se raménera aux
primitives usuelles, ou aux formules de dérivations (u’e", “7/, e

Remarquons tout d’abord que chaque intégrale existe car toutes les fonctions considérées sont continues sur
les intervalles d’intégration.

2 2 2
A:f Mdx = [1 (ln(x))z] = (In(2) en reconnaissant w = lln(x)z u'(x)u(x) avec u(x)=In(x)
. X 2 1 2 X X

3
3
B= f Qu+1)e" gy = [e”2+“+1]0 =e'® —e en reconnaissant v’(u)e’™ avec v(u)= u®+ u+1
0

/

1ot
e +1 u
sz dt =[ln}e”+ t}];:ln(1+e) en reconnaissant
u

avec u(x)=e' +1
el+t t)

2e /
D= L %ri(t) = [2 V4 ln(lt)]ze =24/In(2)+1—2 en reconnaissant \l;% avec u(t)=1In(t)

Pour le E, on ne reconnait pas de primitives usuelles. On transforme alors I'écriture de 'intégrale :

1 1 1
X x+1-—1 1
E=| —dx=| —dx= 1— dx=[x—ln|x+1|](1)=1—ln(2)
0o XT1 o Xx+1 0 x+1
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Meéthode

|
|
: Dans le cas d’'une intégrale avec une valeur absolue, il faut utiliser la relation de Chasles pour pouvoir
1 enlever, suivant les intervalles considérés, les valeurs absolues.

|

Remarquons que x?— x = x(x — 1) est positif sur [—1; 0] et est négatif sur [0; 1]. Ainsi,

1 0 1 0 1
sz |x2—x|dx=f |x2—x|dx+f |x2—x|dx=f xZ—xdx+f —(x*=x)dx
-1 -1 0 -1 0

en utilisant le fait que |u| = u si u > 0, |u| =—u sinon. Ainsi,

¥ x27° ¥ 22\
3 2], 3 2 )],
Exercice 3

Les quatre intégrales existent car les fonctions sous le signe intégrale sont bien continues sur l'intervalle
considéré.
Méthode

I
|
: En regle générale, on essaiera de dériver la fonction In et assimilée, et de prendre une primitive des
1 fonctions exp et assimilées.

I

e Posons u(t)=t et v’(t)=e’ sur[0;1]. Ainsi, u’(t)=1 et v(t)=e! par exemple. Les fonctions u et v sont de
classe 6! sur [0;1]. Par intégration par parties :

1 1
A:f te’dtz[te[](l)—f e'dt
0 0

A:e—[et](l)

et donc
=e—(e—1)=1

e Posons u(v) =1In(v) et w'(v) = v2. Donc u'(v) = % et w(v)= %3 u et w sont de classe €' sur [1;e]. Par

intégration par parties :
e US e e
B= vzln(v)dv=[—ln(v)] -
1 3 1 1

B el e1/2d el 31 e et 1 2e3—1
= — — _— VD=—— = — = | =
3 ), 3 3 |3x3),

soit

e Posons u(x)=(In(x))* et v’(x)= x. Ainsi, u/(x) = 2@ etv(x)= %2 Les fonctions u et v sont de classe 6!
sur [1; e]. Par intégration par parties,

e 27e e 2
sz x(ln(x))zdxz[an(x))zx_] _f nx) x° .
1 2 1 X 2

1
soit

e? ¢
C= ——f xIn(x)d x
2 1

Posons alors a(x) = In(x) et b’(x) = x, soit a’(x) = + et b(x) = %2 a et b sont de classe 6! sur[1;e] et par

X
intégration par parties
et donc

Ainsi,

A. Crouzet 414 GI0IQE)



Chapitre 17 : Intégration

e Posons a(u)= u? et b’(u)= ue" . Ainsi, a’(u)=2u et b(u) = %e”z. a et b sont de classe €' sur [0;1] et, par

intégration par parties :
! 12T (1 e
D= uge"zduz[uz—e” ] —| 2u-e“du
0 2 0 Jo 2

soit

Exercice 4
Pour A, on pose y = x2, soit x = ,/¥ qui sont des fonctions de classe €' sur R%.Onaalorsdx = ﬁd y. Enfin,
si x =1alors y =1, et si x =2 alors y =4. Par changement de variables, on a ainsi

4 4
A= f vy ! dy = lf ;dx
L vy +2)2yy 2 ), (y+1y+2)
Par décomposition en éléments simples, on obtient que
1 1 1
(y+Dy+2) y+1 y+2

Ainsi
1 5x3 1 5
———d— In|y+1|—In|y+2 In(5)—1In(6)—(In(2)—1In(3))) = =1 =—In( -
fyﬂ 5y = 5 [Inly+11=Tnly +2]]} = 2 (n(5)~ @ (@)~ @) = 3 1n (=5 | = 77
Pour B, on pose y = <% Ainsi, pour x €[};1], ona
-y y
y=o g ektly=xexy-l)=—yex V=1 1—y
Ces deux fonctions sont de classe 6 °° sur R\{—1;1}. Ainsi,

l(l—y)—y(—l)d 1

WETa e Y ayy

dy

Enﬁn,six=1/2,y=§etsilealorsyzz
Par changement de variable,

1/2 1/2 1/2
1 1 1 1 In(y)
B= In(y) dy= f In(y) dy=f =
Lg oy (5 +1) o yE VO = S b 06 s Y

y

Ainsi,

B [(ln(y))z ]“Z _In(1/2f In(1/37 _ In(2?~In(3)?

2 |, 2 2 2

Exercice 5

Remarquons déja que, pour tout entier n, la fonction x —
intégrales considérées existent donc bien.

1. En mettant au méme dénominateur,

= est définie et continue sur [0; 1 |. Toutes les

1 a b a—b)x+(a+b
Y x eR\{—1;1}, = ( Jx+( )
1—x2 1—x 1+4+x 1—x2
Par identification des coefficients,
a=b =0 (:)a—b—l
a+b = 1 R
Ainsi, pour tout x différent de —1 et 1,
1 1/2 1/2
= +
1—x2 1—x 14+x
et donc " "
1 12 1/2 1/2
Uy = dx= / / dx = [——1n|1—x|+—ln|1+x|
0 1—x2 0 l—x 1+x
soit
1 1 1 3
uoz——ln(—)+—ln(—):ln(\/§)
2 2 2 2
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1/2 1/2
X 1 —2x 1 1/2
u, = dx=—= dx=—=[In(1— x?
! L 1—x2 ZL 1—x2 =29},

et donc

3. Parlinéarité de I'intégrale,

1/2 x" 1/2 xn+2 172 xn_xn+2
un—un”:f de—f de:f —zdx
o 1—x o 1—x o 1—x
soit
1/2 5 2 1/2 n+1 711/2
x"(1—x*) " X
Up— Upyn = —dez x"dx=
0 1—x o n+1j,
et donc

(1/2)n+1 1
U,—Upip= =
nUEMRET 4l 2nt(n+ 1)

Pour n =0, on obtient donc uy— u, = %, soit

U, = uo—lzln(«/g)—

1
2 2

etpour n=1,ilvient u; —uz = ﬁ, soit

1 4 1
u3=u1—§=1n g —g

4. Pour déterminer la monotonie de la suite u, déterminons pour tout entier 7 le signe de u,,,; —u,, :

1/2 xn+1 1/2 x" 1/2 xn+1_xn
Uppr— Uy = dx— dx = —2dx par linéarité
0 0 0

1—x2 1—x2 1—x
donc Ua
/ x"(x—1)
Upy1— Uy = ———dx
0 1—x2
1 ) o , x"(x—1) . 1 N
Or,sur[0;1], x” >0, x —1 <0 et 1—x2> 0. Ainsi, sur cet intervalle, T < 0. Puisque 0 < 3, par positivité
—Xx
it i Y anx—1)
de l'intégrale, on en déduit donc que Wd x<0.

Bilan : pour tout entier naturel n, u,,; —u, <0 :la suite (u,,) est décroissante.
1/2 n

De plus, toujours sur [O; %], x> 0et1—x2> 0. Par positivité de I'intégrale, on a donc f dx>0:la

— x2
le

suite (u,,) est bien positive.
5. Remarquons déja qu’étant décroissante et minorée, par théoréme de convergence monotone, la suite (u,,)
converge.

Meéthode

1
|
I o . Vo x - . N
1 Pour encadrer une intégrale, on encadre ce qui est dans l'intégrale, et on utilise la croissance de I'intégrale.

1
0<x<-=1—x%>

2 4
Donc sur [0; 3], on a
1 4
<=
1—x2 3
ainsi ; A
X
! 2<§x”carx”>0
—X
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Par croissance de l'intégrale (0 < é), on a alors

12, 1/2
X 4
dx < —x"dx
0 1—x2 0o 3

4 xn+l
3n+l

et donc
4(1/2"" 4

T3 n+l 3n+12en

U,

Par produit, et puisque2>1,0ona

lim (n+1)2""!'=+00
n—+o0o

et par quotient

lim —————=
n—+oo 3(p +1)2n+1

Or, pour tout entier n, nous avons 0 < u,, < . Ainsi, par le théoreme d’encadrement, la limite de

3(n +1)2n+1
(u,) existe et vaut 0 :

lim u,=0
n—+0oQo

Exercice 6

Les fonctions x — lfr% et x — t"In(1 + t?) sont définies et continues sur [0;1], donc toutes les intégrales
considérées existent.

1. Pour tout entier n, et par linéarité de I'intégrale :

1 1 1 1
tn+1 " l.n+1_l.n t"(r—1
L —1,= dt= ar= | = [ 2U=D,,
o 1+12 o 1+12 o 1412 o 1412

t"(r—1
Or, sur [0;1], t* 20, t —1 < 0 et 1+ 2 > 0. Par quotient, % <0 sur [0; 1]. Par positivité de I'intégrale
1
t"(t—1
(0<1),onadonc gdt<0.
0 1+1¢2

I,,4,1—1, <0: lasuite (I,) est décroissante.

De méme, .
hﬂ—h=f t"(t—1)In(1+t3)d ¢
0

Puisque, sur [0;1], £" >0, 14 t2> 1 donc In(1+ ¢2) >0 et ¢ —1 < 0. Par produit, ¢"(¢t —1)In(1 + %) <0 sur [0;1].
1

Par positivité de I'intégrale, on a donc J t"(t—1)In(1+ t*)d t <0.
0

J41—7J, <0: lasuite (J,,) est décroissante

n

t
2. Pourtout  €[0;1] " > 0 et 1+ £? > 0. Par quotient, [T > 0 sur [0; 1]. Par positivité de I'intégrale,

1 tn
I,= dtr>0
, 1+12

0<t<1=0< t?<1 par croissance de la fonction carrée sur R*

De plus, pour tout ¢ €[0;1] on a

ainsi 1 <1+ r2 <2 et donc, par décroissance de la fonction inverse sur R*, 1> 5 et donc 1" > 1t sur [0;1]
car t" > 0. Par croissance de l'intégrale, on en déduit donc

Loy 1
Inzf 2dt<f t"dt =
o 1+¢ o

n+1 11

1
0n+1

n+1
Ainsi, pour tout entier n,

1
0<I,<
n+1
Puisque lim =0, par théoréme d’encadrement, (I,,) converge et
n—+oo 141
nl—l»I-Poo =0
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3. Partons de ], et faisons une intégration par parties. On pose, pour ¢ €[0;1], u(¢) =In(1 + ) et v'(t) = ",

soit u/(t)= li[ﬂ etv(t)= ;"—J: u et v sont de classe ¢ sur [0;1] et, par intégration par parties,
1 1 1
tn+1 tn+l 2t
J,=| t"InQ+t3)dt= In(1+t%)| — dt
o n+1 o Jo nt11l+12
soit .
In(2) 2 2 In(2) 2
n= - dt= - n+2
n+l ), n+l1+41¢2 n+l1 n+l1
. In(2) . . - . o
On a alors lim =0, lim =0et lim I,,,=0dapresla question précédente. Par somme et
n—+oo np+1 n—+0o n + n—+00
produit
nlﬂlinoo]" =0
De plus,
] nln(2) 2n
nJ,= -
" n+l  n+1 M
Puisque, par la regle du terme de plus haut degré,
nlin(2
lim @) =In(2)et lim =2
n—+oo np+1 n—+oo p+1
par somme et produit
lim nJ, =1In(2)
n—+00
Remarque
On peut ainsi conclure que (J,,) est équivalente a 1“7(2), c'est-a-dire J,, ~ #
Exercice 7

e a estla primitive de la fonction In nulle en 1. Ainsi, la fonction In étant continue sur R}, a est de classe ¢!
sur Rj, etona
YV xeR!, a'(x)=In(x)

Ainsi, puisque In(x)> 0 < x > 1, on en déduit que a est décroissante sur ]0; 1] et est croissante sur [1;+009].
Puisque a(1) =0, on en déduit également qu’elle est positive sur RY.

e Remarquons que 3 +1>0«< 3 >—1 < > —1 par stricte croissance de la fonction cube. Ainsi,la fonction
fit— ﬁ est continue sur ]—1;+00o[ comme quotient et composée de fonctions continues : elle admet des
primitives. Soit F une primitive de f. Alors, pour tout x €]—1;+00[, b(x)=F(1)—F(x) etla fonction b est
définie et de classe €' sur |—1;+00[. On a alors

X
Vx3+1

Puisque pour tout x €]—1;4+00[, ¥ x3+1> 0, b’(x) est du signe de —x. Ainsi, b est croissante sur ]—1;0] et est
décroissante sur [0;+00[.

e Lafonction 4 : t — e~** est définie et continue sur R. La fonction ¢, qui est donc une primitive de &, est
définie et de classe 6! sur R, eton a

YV x€]-1;+00[, b'(x)=0—F'(x)=—f(x)=—

VxeR, c'(x)=e*

¢’ est strictement positive, donc la fonction c¢ est strictement croissante sur R.
De plus, h étant strictement positive, et par positivité de I'intégrale, c(x) > 0si x =20, et c(x)<0si x <0.
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Exercice 8

>

Meéthode
Pour une fonction définie par une intégrale, la parité se fera (presque) toujours par le changement de
variable x = —t.

La fonction f : x — e™*" est définie et continue sur R. La fonction g est donc bien définie sur R.
R est symétrique par rapport a 0, et pour tout réel x, on a

—2Xx
gl—x)= J e dt

Faisons le changement de variable u = —t, soit ¢ = —u qui est de classe 6, et dt = —d u. Lorsque t = —x,
u = x etlorsque t =—2x, u =2x. Par changement de variable

2x 2x
gl—x)= f e (—du)= —f e du=—g(x)

X
Ainsi, la fonction g est impaire.
2.

Remarque
On fera toujours attention a I'ordre des bornes avant d’utiliser la positivité de I'intégrale.

La fonction f est positive sur R. Il faut donc s’intéresser aux bornes de l'intégrale :
e Pour x >0, on a x < 2x. Par positivité de I'intégrale,

2x
g(x)zf e dr>0

P
e Pour x <0, on a par contre x > 2x. Par positivité de 'intégrale, on a cette fois-ci

2x
g(x)=f e dr<o

P
Bilan : g est positive sur R* et négative sur R™.
3. Soit F une primitive de f (qui existe car f est continue sur R). F est de classe %, et on peut alors écrire,
pour tout réel x,
g(x)=F(2x)—F(x)

Par somme et composée de fonctions de classe 6!, g est 6! surR, et
g'(x)=2F(2x)—F'(x)=2f(2x)— f(x)

c’est-a-dire

2 2

Vx€eR, g'(x)=20R — g™ =271 _¢7*

4. On aalors

, ; , 1
gX)20e2e 2 e > >
Soit, par croissance de la fonction In sur RY :
1 In(2
—3x%> ln(—) = x< In(2)
2 3
Ainsi, g’ est négative sur ]—oo;— 1“3&] et sur [ ln3ﬁ; +oo[, positive sinon. On obtient le tableau de variations
suivant
X —00 _ . /In(2) In(2) +00
3 3
g'(x) — 0 + 0 -
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5. Soit x > 0. Sur [x;2x], la fonction f : f — e~" est décroissante. Ainsi
Vie[x;2x], fCx)S f(H)S f(x)e= e <f(r)<e™

Par positivité de I'intégrale (car pour x >0, x <2x), on a alors

2x 2x 2x
f e dt <J f(ndt <J e X dt
X X X

2

soit
—4x% 1 12x —x%1 2%
e [t]<g(x)<e™ [1]]
et donc
_4 2 2
X <g( ) X
Or, par croissance comparée,
: —x? : L 5 e :
lim xe ™ = lim — x“e =0 par produit
X—+00 X—+00 X
:;’O (CC)

—4x?

De méme, lim xe =0. Par encadrement, lim g(x) existe et
xX—+00 x—+00

xl—l;g—noo g(x) =0

Exercice 9
La fonction f définie sur R par f(¢)=r2e’. f est définie et continue sur R donc admet des primitives. On note
alors F une primitive de f. On a donc

glx)= lJ tetdr = (F(x)—F() = -
x J, X

F est de classe 6! sur R (car f est continue sur R) donc g est continue sur R*. Enfin, par définition du nombre

dérivé E(x)— F(0)
X)— o/
lim g () =lim —"——=F(0)

or F'(0)=f(0)=0
Bilan : g est continue sur R* et est prolongeable par continuité en 0 en posant g(0)=0.

Exercice 10
On essaie de faire apparaitre systématiquement une série de Riemann sur [0; 1], en introduisant “de force” le
terme en .
e On constate que
1 n—1
S E= A SR LS e S

Introduisons alors la fonction f, définie sur [0; 1] par f(x)= +/x. Cette fonction est continue sur [0; 1] et
1 [k
0
né \n
Ainsi, (u,) représente une somme de Riemann de la fonction f sur le segment [0;1]. f étant continue, cette
1 . .
somme converge vers f o f(r)dt. Ainsi,

321 1 2
lim u,= J fdt—[ ] — ==

oo 3/2| " 3/2" 3

e Onremarque que

_Zk+n = n k+n:_Z 1+ - 1+

On introduit alors la fonction g, définie sur [0; 1] par g(x) = 3. Cette fonction est continue sur [0;1] et on a

1 k
V"ZZ;g(;)
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On reconnait ainsi une somme de Riemann de la fonction g sur le segment [0;1]. g étant continue, cette
1 . .
somme Converge vers f o 8(t)dt. Ainsi,

lim v, = f —dt-[ln(l—i—t)] =In(2)

e Ici, on ne dispose pas d’'une somme, mais d'un produit. On va alors utiliser la fonction logarithme népérien.
Pour tout entier n > 1, w,, > 0 comme produit de termes positifs. Introduisons alors la suite (x,,) définie pour
n =1 par x, =In(w,). On a alors

1 (1. k)| 1 k
Ynzl1, x,=In(w,)=—In l_[(1+—) =—Zln(1+—)
n 1o n n £ n

On définit alors la fonction h, définie sur [0; 1] par h(x)=1In(1+ x). h est continue sur [0; 1] et
18 (k
e 150(1
n<\n
(x,) représente une somme de Riemann de la fonction % sur le segment [0; 1]. /& étant continue, cette somme
converge vers fol h(t)dt= fol In(1+¢)dt. Calculons cette intégrale par intégration par partie.
On pose u(t)=In(1+t) et v'(t)=1, soit u’(t) = 1= 7 et v(t)=rt+1 (eneffet,  —  +1 est une primitive de v’).
Ces fonctions sont de classe 6! sur [0; 1]. Par intégration par parties,
1 1 1
1
f In1+t)dt=[(1+1¢)In(1+ t)](l)—f m(l +t)dt = 21n(2)—f ldt = 21n(2)—[t](1) =2In(2)—1
0 0 0
Ainsi,
hm X, =2In(2)—1
n—)

Or, pour tout entier n > 1, x, =In(w,) & w, =e**. La fonction exp étant continue sur R, on en déduit que

. _ _ 4
lim w, =e?M@1 = We1=
n—+00 e

Exercice 11
Lafonction g: x — #(x) est décroissante sur [2;+00[. Ainsi, pour k =2, on a
1
k;k+1], <glk)=
Vxel 1 g(x)<g(k) *In(k)

D’apres I'inégalité de la moyenne, on a ainsi

e+l dx 1 1
fk i) Sk * TP

En sommant ces inégalités pour n > 2, on a alors

ifk+l dx - n 1
e~ ] xIn(x) 2Icln(k)

soit, d’apres la relation de Chasles,

n+l n+l n+l
d 1 1 d
r ———dx= “ (x)dx
,  XxIn(x) , XxIn(x) ) u(x)

en posant u(x)=In(x) sur [2; n + 1]. Ainsi,

n+1 dx B n 1
, xIn(x) < kIn(k)

Or,

xIn(x)

Bilan : on a donc, pour tout n > 2,

n+l
f d_x = [ln(ln(x))]"Jrl =In(In(n + 1))—In(In(2))
2

1 1

In(In(7 +1))—In(In(2)) < kIn(k)

k=2
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Or,
nligrnoo In(In(n + 1)) —In(In(2)) = + 00 par composée

Par comparaison,
n
1
li —_— =
n b0 Z kIn(k)

La suite des sommes partielles de la série Z
k>2

tend vers +00 : la série Z KIn(k) diverge.

kIn(k) k>2

Exercice 12
Remarquons que chacune des fonctions considérées est continue sur les intervalles donnés.

Yx [ 1 1 ]“ 1 1 1
— = _dx=|—-= =—= +=
o (1+x2)? 21+ x2]p 214+uz 2

lim
u—+oo 1+ u?

e Soit u > 0.On a alors

Or,

=0 par quotient

Par somme et produit de limite, on en déduit que I'intégrale A converge, et

+00 x 1
— = _dx=-
. a+x2p T2

u
tPe—t3dt = [_197[3]14 Lyl
. 37 L 3 3

Par composée, lir+n e~ =0. Par sommet et produit, I'intégrale B est convergente, et
u—+0o0o

+0oo 1
f t2e " dr=-
o 3

ln(t) (ln(t 1" _ (n(w)y® _ (In(1) _ (In(w)?
. 2 2 2

e Soit # > 0. On a alors

e Soit u > 1.0On a alors

Or lim In(u)=+o0o donc par composée
u—+00

tim 20 _ o

U—+00 2

Ainsi, | I'intégrale C est divergente. |

e Soit x > 3. On a alors

Yodu [T 1/u _ v
L m—fg () = [In(|In(u)))]; = In(In(x))—In(In(3))

Or, lim In(x)=+o00 donc par composée lim In(In(x))=+oo.
X—+00 X—+00

Ainsi, | I'intégrale D est divergente. |

Exercice 13

Remarquons déja que la fonction x —
dont le dénominateur ne s’annule pas.

——— est continue sur [1;+00[ comme quotient de fonction continue

Soit f : x — In(%53). f est définie et dérivable sur [1;+00[ comme composée et quotient de fonctions

dérivables. En écrivant f(x)=In(e*—1)—In(e* +1) pour x > 1, on a alors
e* e* e*(e*+1)—e*(e*—1 2e* 2e* 2
51 Pl ~ _ef(et+l)—ete*—1) _ _
ex—1 ex+1 (ex—1)(ex+1) T e2r—1 ex(ex—e*x) ex—e—x
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Ainsi, une primitive de la fonction x — ——— est 1 f.
Soit alors u > 1. On a donc

S | 1 o1 fe*—1\ 1. [(e—1
—dxz[—f(x)] =—ln( )——ln( )
, er—e= 2 0o 2 eu+1 2 e+1

_e'(l—e") 1—e™™
T eu(l+eu) l14eu

. u_
SoitX = £+7. Alors

et par quotient

lim X=1et limIn(X)=0
u—+00 X—1

Par composée,

et par somme

Ainsi, I'intégrale I converge, et

Exercice 14
1. Pourtouta >0,0na

a a
Io(a)zf toe_tdtzj eldt=[—e"] =—e""+1
0 0

Mais alors,

. i =1 .
al—l»inooIO(a)_aEIEloo e “+1=1 par composée

Ainsi, I converge, et [y =1.

2. Partons del,,(a) et faisons une intégration par parties.

Onnote u(t)=t"etv'(t)=e7, soit u'(t)=(n+1)t" et v(t)=—e . Les fonctions u et v sont de classe
%! sur [0; a]. Par intégration par parties,

a a
I,.1(a) :J t"etdtr=[—e" t"“]g —f —e Y(n+1)t"dt
0 0

soit

a

I(a)=—e%a" +(n+ I)J t"eldt=—e "a""' +(n+1),(a)
0

3. Nous allons montrons par récurrence la proposition P,, définie pour tout entier n par P, : “I,, converge ”
o Initialisation : Pour n =0, nous avons prouvé a la question 1 que I, converge et que I, = 1. Donc P, est vraie.
o Hérédité : on suppose la proposition P,, vraie pour un certain entier »n fixé. Montrons que P,,,; est vraie.
Ainsi, par hypotheése de récurrence, I'intégrale I,, converge, donc . l_15rnOo I, (a) existe et est finie (et vautI,,). Mais

alors, en utilisant la relation vue en 2, puisque lim e “a"*! =0 par croissance comparée, on en déduit par
a—+090

produit que
lirJ}lOo Ia(a)=0+(n+1)I,=(n+1),

a
Dong, la limite étant finie, 'intégrale I,,,; est convergente, et on a
In+1 = (I’l + 1)In

La proposition P, ; est vraie.

D’apreés le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout entier n : I'intégrale I,, converge pour
tout n.

4. Dans la récurrence précédente, nous avons démontré que, pour tout entier 7,

[ =(n+1),
Ainsi, I, =nl,,_;=n(n—-11,,=n(n—1)---2x1x1; et donc

Yn, I,=n!
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Remarque
Rigoureusement, il faut montrer le résultat par récurrence sur n.
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Chapitre

Variables aléatoires discretes

Résumé

Dans ce chapitre, on fait des rappels sur les paramétres concernant les variables aléatoires discretes. On
s'intéresse ensuite aux lois de référence : uniforme, Bernoulli, binomiale, gé¢ométrique et de Poisson.
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Chapitre 18 : Variables aléatoires discretes

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

® Concernant les parametres d'une variable aléatoire :

¢ connaitre la définition de 'espérance ..ottt m|
e savoir utiliser la formule de transfert .......... ... .. . e O
e connaitre la définition de lavariance.......... ... ... i O
* savoir utiliser la formule de Koenig-Huygens . ............c.oooiiiiiiiiiiiii i |

® Concernant les lois usuelles, il faut connaitre

¢ la définition et les parametres delaloicertaine. ...l a
¢ la définition et les parametres de laloi uniforme .................coiii i |
¢ la définition et les parametres delaloide Bernoulli...............c.coiiiiiiiiiiiiiiinnn.. |
¢ la définition et les parametres de laloi binomiale...................c. i O
¢ la définition et les parametres de laloi géométrique...............cooooiiiiiiii it m|
¢ la définition et les parametres delaloide Poisson................cooiiiiiiiiiiii i |
(® Savoir générer avec SCILAB les différentes l0is . ...... .. oot m|
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Chapitre 18 : Variables aléatoires discrétes

Dans I'’ensemble de ce chapitre, on se donne un espace probabilisé (Q, .7, P).

I. Compléments sur les variables aléatoires discretes

Dans I'ensemble de cette section, les variables aléatoires seront discretes, c’est-a-dire que X(02) est inclus dans
N ou Z.

1. Espérance mathématiques

Définition 18.1.

Soit X une variable aléatoire discrete sur (2,.</,P). On écrit X(w) = {x;, i €I}. On dit que X admet une
espérance lorsque la série 2 x;P(X = x;) estabsolument convergente. Dans ce cas, on appelle espérance
i€l
(ou moyenne) de X le nombre
E(X)=Y xPX=x)= > xPX=x)
iel xeX(Q)
Si X(2) =N, on a ainsi

E(X)= Z kP(X = k)
k=0

Remarque
Si X() est fini, X admet une espérance.

Exemple 18.1

On dispose d’'un dé non truqué qu’on lance une fois. On note X la variable aléatoire qui vaut 5 si on tombe
sur 6, 1 si on tombe sur 5 ou 1, et —3 sinon. Démontrer que X admet une espérance, et déterminer E(X).

Solution
Alors, X(2) ={—3, 1,5} est fini, donc posseéde une espérance, et on a
3 2 1 1
EX)=—3.-4+1.—+5.—-=——
6 6 6 3

‘ Propriété 18.1. ’
SiX(2) C[p, q] et si X admet une espérance, alors p < E(X) < g.
En particulier, si X est positive, E(X) > 0.

Démonstration
SiX(Q) c[p,q]etsiX(2)={x;,iel}, alors pour tout i €1,
p<x;<q=pPX=1x;)< x;PX=x;) < gPX=x;)

les probabilités étant positives. En additionnant,

D pPX=x)<EX)< D qP(X=x;)

iel iel

et on peut conclure car ) . P(X=x;)=1.

Propriété 18.2. Linéarité de I'espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes sur (£2,.</,]P) admettant une espérance. Soient a et b
deux réels.

e lavariable aléatoire aX + b admet une espérance, et E(aX+ b)=aE(X)+ b.
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e lavariable aléatoire X +Y admet une espérance, et E(X+Y) = E(X) + E(Y).

Démonstration

Repose sur la linéarité des séries, dans le cas ou1 les deux séries sont absolument convergentes.

Définition 18.2.

Soit X une variable aléatoire discrete sur (9, .7, P).
e On dit que X est centrée si E(X)=0.

o Si elle n'est pas centrée, la variable aléatoire Y = X — E(X) est centrée, et est appelée variable
aléatoire centrée associée a X.

Démonstration

En effet, si Y = X—E(X), alors E(Y) = E(X) —E(X) = 0 en utilisant la linéarité de 'espérance (a = 1 et
b =—EX)eR).

2. Formule de transfert

Théoreme 18.3. Formule de transfert

Soit X une variable aléatoire discrete sur (£2, ./, P). On écrit X(Q2) = { x;, i €1}. Soit g une fonction définie sur

R. Si Z g(x;)P(X = x;) est absolument convergente, alors la variable aléatoire g(X) admet une espérance,
ot iel
E(g(X))= > g(x,P(X = x;)
iel

SiX(22) =N, on a ainsi

Exemple 18.2 (Exemple fondamental)

Si on prend la fonction g : x — x?, sila série Z xl.ZIP’(X = x;) est absolument convergente, alors X*> admet
i€l
une espérance, et
E(X?)= Z X?P(X = x;)
i€l
SiX(22) =N, on a ainsi
+00
E(X?)= Z n*P(X = n)

n=0

3. Moment d'ordre r
Définition 18.3.

Soit X une variable aléatoire sur (9, .</,P). Soit r € N*. Sous réserve d’existence, on appelle moment
d’ordre r de X le nombre
m,(X)=E(X")

Remarque

¢ Lesvariables aléatoires finies possedent des moments a tout ordre.
¢ SiX admet un moment d’ordre r, alors elle admet des moments d’ordre p avec p < r.

4. Variance
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Définition 18.4.

Soit X une variable aléatoire discrete sur (£2,.</,P). Sous réserve d’existence, on appelle

¢ moment d’ordre 2 de X le nombre
my(X) =E(X?)

e variance de X le nombre mesurant I'écart entre X et son espérance :
Var(X) = E[X—EX))’]

e écart-type de X le nombre

o(X)=+/Var(X)

Remarque
Une variable aléatoire discrete peut admettre une espérance sans admettre un moment d’ordre 2.

Proposition 18.4.

Si X admet un moment d’ordre 2, alors X admet une espérance.

Démonstration
Montrons le dans le cas ol X(£2) = N. Pour tout entier k, on a k < k? et donc

0< kPX = k)< K*P(X=k)

Si X admet un moment d’ordre 2, la série de terme générale (k*P(X = k)) converge. Par comparaison, la
série de terme général (kIP(X = k)) converge également, et X admet une espérance.

Théoreme 18.5. Formule de Koenig-Huygens

Soit X une variable aléatoire discrete sur (2,.</,P). X admet un moment d’ordre 2 si et seulement si X
admet une variance, et dans ce cas
Var(X) = E(X*)— (E(X))*

Démonstration
On suppose que X admet une espérance. Constatons que

(X—E(X))* =X* —2XE(X) + (E(X))?
Par linéarité de 'espérance, on remarque, sous réserve d’existence, que
E[X? —2XE(X) + (E(X))*] = E(X?) — 2E(X)E(X) + (E(X))? = E(X?) — E(X)?
Ainsi E[(X—E(X))?] existe si et seulement si E(X?) existe, et dans ce cas, toujours par linéarité de I'espérance,

Var(X) = E[(X— E(X))’] = EX*)— (E(X))*

o REFERENCE HISTORIQUE

! = Cette formule est due a Johann Samuel Konig (1712-1757), mathématicien alle-
[=]53: mand, et Christian Huygens (1629-1695), mathématicien néerlandais.

‘ Propriété 18.6.
Soit X une variable aléatoire discrete sur (£2,.</,P) admettant une variance. Alors, pour tous réels a et b,
aX+ b admet une variance, et

Var(aX + b) = a*Var(X)

Démonstration
On utilise la formule de Koenig-Huygens. Constatons que (aX+ b)? = a?X? +2abX+ b? et E(aX+ b) =
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aE(X)+ b. Donc aX+ b admet une variance si X en admet une, et
Var(aX+ b)=E[(aX+ b)*]—(E(aX + b))? = a®E[X?]+ 2a bE[X] + b* — a’E(X)* — 2a bE(X)— b?

Donc
Var(aX + b) = a*(E(X?)—E(X)*) = a*Var(X)

Définition 18.5.

Soit X une variable aléatoire discrete sur (Q, ./, P).
e On dit que X est réduite si o(X) = Var(X)=1.
e SiX admet une variance, et que o(X) # 0, la variable aléatoire

_X-EX)
N
est centrée et réduite, et est appelée variable centrée réduite associée a X. On la note en général
X*.
Remarque

La variance est toujours positive. Si Var(X) =0 alors I'événement [X = E(X)] est presque s{r : on dit que X
suit la loi certaine.

IS Exercices 1, 2, 3 et 4.

Il. Lois usuelles finies

1. Loi certaine
Définition 18.6.

On dit que la variable aléatoire X suit la loi certaine si et seulement s’il existe un réel a tel que I'événement
(X = a) soit presque s{r. Ainsi
X(Q)={a}etPX=A)=1

On dit également que X est une variable aléatoire certaine.

Exemple 18.3

Une urne contient n boules, indiscernables au toucher, de couleurs différentes et portant toutes le
numéro 2 et on tire une boule. On note X le numéro tiré. Alors X est une variable aléatoire suivant la loi
certaine, et (X =2) est un événement certain.

Théoréme 18.7.
Soit a € R et X une variable aléatoire suivant la loi certaine égale a a. Alors

EX)=a et Var(X)=0

Démonstration
Par définition de X, puisqu’elle ne prend qu'une seule valeur, on a

EX)=aPX=a)=aetVarX)=(a—al.PX=a)=0

Remarque

Nous avons une réciproque au théoreme précédent : si X est une variable aléatoire discréete telle que
Var(X) = 0 alors X suit une loi certaine.

2. Loi uniforme
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Définition 18.7.

Soit n € N*. On dit que la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [1, n] si
1
XQ)=[1,n] et Vke[l,n], PX=k)= -

On note alors X — ([1, n]).

Exemple 18.4

On dispose d'un dé a six faces bien équilibré qu’on lance une fois. On note X le chiffre obtenu apres le
lancer. Alors X suit la loi uniforme sur [1,6] : X — %([[1, 6]).

Théoreme 18.8.
Soit n € N* et X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [1, n]. Alors
n*—1

12

n+1
EX)= — et Var(X)=

Démonstration
Par définition,

E(X)= Z kP(X = k)
k=1

=S 2=k

_1nn+1) n+l

n 2 2
Enfin,
Var(X) = E(X?) —E(X)?
C +1)
=S kP = k- Y
k=1 4
_1nn+1)2n+1) (n+1)
“n 6 4
_2(n+1)2n+1)—-3(n+1* n*-—1
- 12 12
Remarque

On peut également définir la loi uniforme sur [a, b] : pour tout k € [a, b],

PX=k)=——
( ) b—a+1
On note X — %([a, b]). Dans ce cas, on peut montrer que
+b b—a)b—a+2
EX)= a et Var(X)= M

12
Ces formules étant a démontrer systématiquement, en remarquant que si X — % ([a; b]]) alors

X—a+1—=%(l;b—a+1])

Remarque
On peut simuler une loi uniforme sur [1; n] avec GRAND.

Scilab 18.9. Simulation d’'une loi uniforme discréete q:l
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// Résumé : fonction simulant une loi uniforme sur [1;8]
clf; clc; // On efface et réinitialise la fenétre graphique

// On génére 10000 simulations suivant la loi uniforme sur [1;8]
nl=1; n2=8;
N=10000;

U =grand(1,N,"uin",n1,n2); // uin : uniforme
X = tabul(Uu,"i"); // tabul renvoie la liste U triée en ordre croissant/
effectif

// X(:,1) renvoie les éléments en
ordre croissant

// X(:,2) renvoie les effectifs

// On représente graphiquement la simulation

bar(X(:,1), X(:,2)/N,width=0.2) // histogramme
titre='Loi_uniforme_discrete_sur_1''intervalle_d''entiers_['+string(nl
Y+', "+string(n2)+'].._—_N="+string(N)

xtitle(titre) // on change le titre de 1'interface graphique
a=get("current_axes") ; // on change les axes pour les rendre plus
lisibles

a.font_size=1;

a.x_location="bottom";

a.y_location="1eft";

Ce qui donne, apres exécution sur Scilab, le graphique suivant. On constate que l’aléatoire fait que les barres
de 'histogramme ne sont pas toutes rigoureusement de méme taille.

Loi uniforme discréte sur l'intervalle d'entiers [1,8] - N=10000

0.12 —-
0.1 -
0.08 —-
0.06 —-
0.04 —-
0.02 —-
O i
1 2 3 4 5 6 7 8

3. Loi de Bernoulli
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Définition 18.8.

Soit p €]0, 1[. On dit que la variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de parametre p si
X(Q2)={0,1}etPX=1)=p PX=0)=g=1—p
On note alors X — %(p).

Exemple 18.5

On dispose d'une piece truquée, dont la probabilité d’obtenir Pile est de % Soit X la variable aléatoire
valant 1 si on fait Pile, et 0 sinon. Alors X < % (%)

Théoréeme 18.10.
Soit p €]0, 1] et X une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parametre p. Alors

E(X)=p et Var(X)=pqg =p(1—p)

Démonstration
Par définition,
EX)=1.PX=1)+0PX=0)=1.p=p

et

Var(X)=(1-pP . PX=1)+0—-pP PX=0)=(1—pfp+p*1—p)=pA—-p)1—-p)+p)=1—p)p

4. Loi binomiale
Définition 18.9.

Soient n e N* et p €]0, 1[. On dit que la variable aléatoire X suit la loi binomiale de parametres (n, p) si

X@) =[0, n] et ¥ k[0, n], PX=k)= (Z)pk(l -

On note alors X — %B(n, p).

Exemple 18.6 (Exemple fondamental)

On répete n fois de maniere indépendante une expérience ayant deux issues possibles : le succes de
probabilité p, et’échec de probabilité 1 —p. On dit alors qu’on dispose d'un schéma de Bernoulli. La
variable aléatoire X comptant le nombre de succés obtenus suit une loi binomiale de parametre (n, p).

Remarque

¢ [l s’agit bien d’'une loi de probabilité. En effet, en utilisant la formule du bin6me de Newton,

Z]P’(Xz k) =Z (Z)p’“(l —p)"F=(p+1-p)'=1
k=0 k=0

¢ Dans le cas n =1, on retrouve la loi de Bernoulli de parametre p. Ainsi, %(1, p) représente égale-
ment la loi de Bernoulli de parametre p.

Exemple 18.7

¢ Onlance n dés équilibrés, et on note X le nombre de 6 obtenus. Alors X — %(n, é).

¢ Un avion posséde deux moteurs identiques. Ces moteurs tombent en panne avec probabilité p. On
note X la variable aléatoire qui compte le nombre de moteurs tombés en panne. Alors X — %(2, p).

* Une urne contient a boules rouges et b boules noires indiscernables au toucher. On tire successi-
vement et a\l:ec remise 7 boules de 'urne. On note X le nombre de boules noires obtenues. Alors
X— AB(n, ).

a+b
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Théoréme 18.11.
Soient n € N* et p €]0, 1[. Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parametre (7, p). Alors

EX)=np etVarX)=np(1—p)

Démonstration
Par définition,

n ” N n!
EX= IC kl_ n_k= k— kl_ .
" kz=°: (k)p( ) e in—xn? P
R BV
_k=1 (k—l)!(n—k)gp (1-p)
Or
i = (n—1) _ (n—
(k—IMn—kﬂ‘”%k—an—1_{k_DM—n(k_l)
Ainsi,
n n—1
E(X)= n( )ppk_l(l_p)n_l_(k ;
e~ k-1
n n—1
= np ( )pk_l(l p)n_l_(k—l]
k=1 k—1
n—1 n—1 ; L
i=k—1 i=0

La variance est admise.

Remarque
On peut simuler une loi binomiale de parameétre n et p avec GRAND.

Scilab 18.12. Simulation d’une loi binomiale

// Résumé : fonction simulant une loi binomiale de parametre n=10 et p
=0.3

clf; clc; // On efface et réinitialise la fenétre graphique

// On géneére 10000 simulations suivant la loi binomiale de paramétre n
=10 et p=0.3

n=10;

p=0.3;

N=10000;

U =grand(1,N,"bin",n,p); // bin : binomiale
X = tabul(U,"i");

// On représente graphiquement la simulation
bar(X(:,1), X(:,2)/N,width=0.2) // histogramme

titre='Loi_binomiale_de_paramétre_n="'+string(n)+'_et_p="+string(p)

xtitle(titre) // on change le titre de 1'interface graphique

a=get("current_axes") ; // on change les axes pour les rendre plus [%j
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lisibles
a.font_size=1;
a.x_location="bottom";
a.y_location="1eft";

Ce qui donne, apres exécution sur Scilab, le graphique suivant.

Loi binomiale de paramétre n=10 et p=0.3
0.3

0.25

0.15—5
0.1—5
0.05—5
A
0 1 2 3 4

I'& Exercices 5 et 6.

e
o

~
o)
©

lll. Lois usuelles infinies

1. Lol géométrique

Définition 18.10.

Soit p €]0, 1[. On dit que la variable aléatoire X suit la loi géométrique de parametre p si
X(Q)=N*etV neN, PX=n)=p(l—p)""
On note alors X — ¥(p).

Remarque
Il s’agit bien d’une loi de probabilité. En effet, pour toutn > 1, P(X=n)>0etona
1

> opa-pyt=p> a-p)F
k=1 0

N
|

kel
1l
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Ainsi, en reconnaissant une série géométrique de raison 1 —p avec—1<1—p <1:

nEIPwPZ(I p)k_p (1 p)

Exemple 18.8

On dispose d’'une piéce truquée, dont la probabilité d’obtenir Face est p. On effectue des lancers indé-
pendants, jusqu’a I'obtention d'un Face. On note X le nombre de lancers effectués avant d’obtenir Face :
on dit que X est le temps d’attente du premier Face. Alors X — ¥(p).

Théoréeme 18.13.
Soit p €]0, 1[ et X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p. Alors

I—p

p2

EX)= 1 et Var(X)=
p

Démonstration
Par définition, et en utilisant les séries géométriques et géométriques dérivées (|1 —p|<1):

Mm:}kaxzm

k=1
+00
k=1
+00
=p > k(1-p)"
k=1
1
=p———— = — enreconnaissant la série géométrique dérivée
Pa—a—p " p & d
et
+00 1
Var(X) = E(X*)-EX)?*= > k*p(1—p)"'——

Or, en utilisant les méthodes classiques sur les séries géométriques :

D kp(1—p) T =p D (klk—1)+k)1—p)!
k=1 k=1

=D k(k=1p(—p)*~+> kp(—p)!
k=1 k=1

_ 20-p) 1 _2—-p
“Pa—a-pp Pa-a-pr m

et donc
2-p 1 1-p

Var(X)= 5 S =
p p p

Remarque
On peut simuler une loi géométrique de parametre p avec GRAND.

Scilab 18.14. Simulation d’une loi géométrique

// Résumé : fonction simulant une loi géométrique de paramétre p=0.3

clf; clc; // On efface et réinitialise la fenétre graphique
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// On génére 10000 simulations suivant la loi géométrique de parametre p
=0.3

p=0.3;

N=10000;

U =grand(1,N,"geom",p); // geom : géométrique
X = tabul(U,"i");

// On représente graphiquement la simulation

bar(X(:,1), X(:,2)/N,width=0.2) // histogramme
titre="'Loi_géométrique_,de_paramétre_p="'+string(p)

xtitle(titre) // on change le titre de 1'interface graphique
a=get("current_axes") ; // on change les axes pour les rendre plus
lisibles

a.font_size=1;

a.x_location="bottom";

a.y_location="1eft";

Ce qui donne, apres exécution sur Scilab, le graphique suivant.

Loi géométrique de parameétre p=0.3

0.35 -
03{
025{
0.2—:
0.15—:
o.1—:

0.05

LIS I S S B R B E B B R B
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

o

1.2 3 4 5 6 7

2. Loi de Poisson
Définition 18.11.

Soit A > 0. On dit que la variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parameétre A, si

n

A
MmszVneNszmzzﬁﬁ

On note alors X — 2 ().
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Remarque
1l s’agit bien d’une loi de probabilité. En effet, pour tout n, P(X=n)>0etona
+00 +00
7\411 n
2 € =t Tr=eet=1
i n! i n!

Exemple 18.9

Une usine produit des bouteilles d’eau. Parmi celles-ci, 3% sont défectueuses. On tire au hasard 100
bouteilles, et on note X le nombre de bouteilles défectueuses. On admet que X suit une loi de Poisson.
Alors X & 2(0,03 %100 = 3).

Remarque (Lien avec la loi binomiale)
Dans I'exemple précédent, on aurait tout aussi bien pu utiliser une loi binomiale de parameétres (100, 0, 03).

Théoréme 18.15.
Par approximation classique, si X suit une loi binomiale de parameétre (n, p), et si on a
n=50,p<0,1, A\=np<10

alors X peut étre approchée par la loi de Poisson de parametre A = np.

Remarque

On dira, 'année prochaine, que si, pour tout n > 1, X,, — %(n, %) , alors quand n tend vers l'infini, la
suite (X,,) converge en loi vers une loi de Poisson de parametre A.

Théoréme 18.16.
Soit A > 0 et X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parameétre A. Alors

EX)=AetVar(X)=2A

Démonstration
Par définition, et en reconnaissant la série de I’exponentielle,

]E(X)—Jrinﬁe_x—e_xio ! —e—kxf A =e*AeM) =2
S &a T &An- T T (-1 B

La variance se fait selon la méme idée, en utilisant la série dérivée de I’exponentielle.

Remarque
On peut simuler une loi de Poisson de parameétre A avec grand.

Scilab 18.17. Simulation d’une loi de Poisson

// Résumé : fonction simulant une loi de Poisson de paramétre lambda=5
clf; clc; // On efface et réinitialise la fenétre graphique

// On génére 10000 simulations suivant la loi de Poisson de parametre
lambda=5
lambda=5;
N=10000;

U =grand(1,N,"poi",lambda); // poi : Poisson [‘j
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X = tabul(U,"i");

// On représente graphiquement la simulation

bar(X(:,1), X(:,2)/N,width=0.2) // histogramme
titre='Loi_de_Poisson_de_parametre_lambda="'+string(lambda)
xtitle(titre) // on change le titre de 1'interface graphique
a=get("current_axes") ; // on change les axes pour les rendre plus
lisibles

a.font_size=1;

a.x_location="bottom";

a.y_location="1eft";

Ce qui donne, apres exécution sur Scilab, le graphique suivant.

Loi de Poisson de paramétre lambda=5
0.18

0.16

0.14

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

I'& Exercices6,7,1et5
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Chapitre 18 : Variables aléatoires discretes

Exercices

Variables aléatoires discrétes

Exercices

Généralités sur les lois discrétes

Exercice 1 Variable aléatoire -1 (20 min))
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que

VkeN, PX=k)=a37*

Déterminer a pour que I'on définisse bien une loi de probabilité.

X a-t-elle plus de chance de prendre des valeurs paires ou impaires?
Montrer que X admet une espérance et une variance, et les calculer.

On pose Y =X(X—1). Montrer que Y admet une espérance et la calculer.

L .

Exercice 2 Variables aléatoires - Il (20 min))
Une urne contient 2 boules blanches et n —2 boules rouges. On effectue des tirages sans remise de cette
urne. On appelle X le rang de sortie de la premiere boule blanche, Y le nombre de boules rouges restants a ce
moment dans l'urne, et Z le rang de sortie de la deuxieme boule blanche.

1. Déterminer laloi de X et son espérance.

2. ExprimerY en fonction de X et calculer E(Y).

3. Trouver un lien entre Z et X et en déduire la loi de Z.

Exercice 3 Variables aléatoires - lll (15 min.)
Soit n > 1 fixé. On jette n fois une piece truquée dont la probabilité d’obtenir pile est p. Soit X la variable
aléatoire égale au numéro du premier lancer qui donne pile, sil’on obtient au moins un pile, et qui vaut n +1

sinon.
n+1

1. Déterminer la loi de X et vérifier que Z]P’(X =k)=1.
k=1
2. Déterminer 'espérance de X.

Exercice 4 Variables aléatoires - IV (20 min.)

Une urne contient au départ une boule blanche et une boule noire. On effectue des tirages d'une boule avec
remise jusqu’a l’obtention d'une boule noire, en rajoutant a chaque tirage, une boule blanche supplémentaire.
On note X la variable aléatoire égale au numéro du tirage final o apparait une boule noire, si un tel tirage
existe, et égale a 0 si a chaque tirage une boule blanche est obtenue.

1. Déterminer X(92).
2. Déterminer pour tout n = 1, P(X = n).

+00
3. Montrer que Z]P’(X = k)= 1. En déduire P(X = 0). Qu’en déduisez-vous?
k=1

Lois usuelles

Exercice 5 Loi usuelle-1 (10 min.)
On considere une piéce dont la probabilité d’avoir pile est de 0, 3.

1. Onlance la piece 10 fois. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 piles?
2. On lance la piéce jusqu’a obtenir pile. Combien en moyenne effectuera-t-on de lancer?
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Chapitre 18 : Variables aléatoires discretes

Exercice 6 Loi usuelle -1l (10 min.)
Soit X une variable aléatoire de loi %(n, p) avec n >0 et p €]0,1[. On pose Y = n —X. Donner laloi de Y.

Exercice 7 Loi usuelle - 1ll (10 min.)
Soit X — Z(A). On pose Y = ﬁ Montrer que Y admet une espérance et la calculer.

Exercice 8 Loi usuelle -1V (20 min.)

Soit X — ¥%(p). Montrer que Y k € N*,P(X > k) = (1— p)*. En déduire alors que
V (k1) PoxyX>k+1)=PX> k)

On dit que la variable aléatoire est sans mémoire.

Exercice 9 Loi usuelle -V (10 min.)
Soit p €]0, 1[. On suppose que la fonction de répartition d’'une variable aléatoire X a valeurs dans N* est donnée
par
VneN', Fx(n)=1-(1-p)"
Déterminer la loi de X.

Exercice 10 Loi usuelle - VI (10 min.)

Une urne contient dix boules rouges et cinq boules bleues. On pioche simultanément six boules et on note
R (resp. B), le nombre de boules rouges (resp. bleues) obtenues. Déterminer (2 et son cardinal, puis la loi et
I'espérance R (resp. B).

Exercice 11 Allons au ski (10 min.)

A.vaau teleski et emprunte I'une des N perches de cet appareil. Entre cet instant, et la prochaine remontée de
A, le nombre de skieurs (autres que A.) qui se présentent est une variable de loi ¢(p). Quelle est la probabilité
que A. reprenne la méme perche?

Exercice 12 Des péages (30 min.)
Un péage comporte 10 guichets numérotés de 1 a 10. Le nombre de voitures N, arrivant au péage en 1 heure,
suit une loi de Poisson de parametre A > 0. On suppose de plus que les conducteurs choisissent leur file au
hasard et indépendamment les uns des autres.
Soit X; la v.a. égale au nombre de voitures se présentant au guichet 1 en une heure.

1. Déterminer le nombre moyen de voitures arrivant au péage en une heure.

2. Quelle est la probabilité qu'une voiture qui arrive au péage se dirige vers le guichet 1?

3. Pour tout 0 < k < n, calculer

Pn=n)X; = k)
Etpour k> n?

+00
4. Justifier que P(X; = k)= Z Pn=n)(X; = k)P(N = n) puis montrer que
n=k

— k)= i)klk+m(i)"ﬁ
P, =k)=e (10 k!; 10/ 7!

5. En déduire la loi, 'espérance et la variance de X;.

Exercice 13 EML 94 (30 min.)
On suppose que le nombre N de colis expédiés a |’étranger un jour donné suit une loi de Poisson de parametre
5. Ces colis sont expédiés indépendamment les uns des autres, et la probabilité pour qu'un colis expédié a
I'étranger soit détérioré est égale a 0,2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de colis détériorés et Y la
variable aléatoire égale au nombre de colis en bon état. On a donc X+Y =N.

1. Calculer pour tout 7 et k, la probabilité

Pn=n)X=k)
2. En déduire que X suit la loi de Poisson de parametre 1.
3. Dela méme manieére, déterminerlaloideY.

Sujets de concours
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ee0O Exercice 14 EDHEC 2005 (60 min.)

Un mobile se déplace sur les points a coordonnées entieres d'un axe d’origine O. Au départ, le mobile est a
l'origine. Le mobile se déplace selon la régle suivante : s'il est sur le point d’abscisse k a I'instant n, alors a
I'instantn+1:

e il sera sur le point d’abscisse k + 1 avec une probabilité p (0 < p < 1)
e il sera sur le point 0 avec une probabilité 1 —p.

Pour tout n, on note X,, 'abscisse de ce point a I'instant 7, et'on a donc X, =0.

On admet que, pour tout n € N, X,, est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (£, .</, P).

Par ailleurs, on note T I'instant auquel le mobile se trouve pour la premiére fois a 'origine (sans compter son
positionnement au départ).

Par exemple, si les abscisses successives du mobile apres son départ sont 0,0,1,2,0,0,1, alors T = 1. Si les
abscisses successives sont 1,2,3,0,0,1 alors T =4.

On admet que T est une variable aléatoire définie sur (2, .</, P).

1. (a) Pour tout k € N*, exprimer I'événement (T = k) en fontion d’événements mettant en jeu certaines
des variables X;.
(b) Donner laloi de X;.
(c) En déduire P(T = k) pour tout k de N*.
2. (a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, X, (Q) = [[0, n]]
(b) Pour tout n de N*, utiliser le systeme complet d’événements (X,,_; = k)o<r<,—1 pOUr montrer que :
PX,=0)=1—-p
3. (a) Etablir que
VneNVke{l,2,- - ,n+1},PX,;,; =k)=pPX,=k—1)

(b) En déduire queV n€N*V ke{0,1,2,---,n—1}, P(X,, = k)= p*(1—p).
En déduire également la valeur de P(X,, = n). Donner une explication probabiliste de ce dernier

résultat.
(c) Vérifier que ZP(Xn =k)=1.
4. (a) Montrer quek}:)(:)ur toutn =2,
"z_ikpk_l _ (n—1)p"—np"'t+1
e (1—p)

(b) En déduire que E(X,,) = _p(i:;’j -

5. (a) Montrer en utilisant la question 3a) que

VneN,EX?, ) =pEX>)+2EX,)+1)

n+l1
n+1
p(+p)

Montrer que U, =pu,+ S

(b) Pour tout entier naturel n, on pose u,, = E(in) +(2n—1) 1—p

(c) Endéduire I'expression de u,, puis celle de E(X?) en fonction de p et n.

(d) Montrer enfin que

p n n+
V)= =@+ 1p (1—p)—p***
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Corrigeés

Variables aléatoires discrétes

Corrigés des exercices

Exercice 1
+00
1. Pour que 'on définisse bien une variable aléatoire, il faut ZP(X =k)=1.0r
k=1
+00 +00 +00 1 k
PX=k)= —k _ Z
> pc=0=3 a5 => (3]
k=1 k=1 k=1

On reconnait la série géométrique sans le premier terme. Ainsi,
SOV 1
Z § = 1-1 —l= 5
k=1 3

+0oo
D PX=k)= 4
k=1 2

Pour que I'on définisse une variable aléatoire, il faut donc que § =1 c’est-a-dire a = 2.
2. Soit P I'événement “obtenir un nombre pair”, et I I'événement “obtenir un nombre impaire”. Alors,

+00 +00 1 k 1 1
P(P):Za3_2k=22(§) =2( 1—1):Z
k=1 k=1 I—3

+00 +00 k
_ 2 1 2 1 3
IP’(I)=§ a3 (2k+1>=_§ (_) =-——==
s 34\9 31-1 4

et donc

Donc X a plus de chance de prendre des valeurs impaires que des valeurs pairs.
+00

3. Par définition, sous réserve d’existence, E(X) = Z kP(X = k). Ainsi, en utilisant la série géométrique dérivée
k=1
premiere avec —1 < % <1:

+00 k +00 k—1

1 2 1 2 1 3

== 2k(5) -5 24(5) oy
k=1 k=1 (1-1)

4. Soit g: x — x(x—1). Ainsi, Y = g(X). D’apres la formule de transfert, et sous réserve d’existence,

E(Y)=E(g(X) = D_k(k—1)P(X=k)
k=1

En utilisant la série géométrique dérivée seconde :

'S 1\ 28 12 2 2 3
E(Y)=;zuk—1)(§) =§;k(k—1)(§) -

Exercice 2
1. X prend des valeurs dans [1; n]. On note R; I'événement : “une boule rouge est tirée au i'¢”*¢ lancer”. Soit
k €[1; n]. (X= k) représente |'événement

X=k)=R,NRyN---NR;_; NRy
D’apreés la formule des probabilités composées,
P(X=k)=P(R;) x Py, (Rz) X+ X Py, r,.,(Ri—1) X Pr g, (R
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soit 2 3 2—(k—2) 2
n—-2 n-— n—2—(k—
PR =K== =X X T —) < n—(k=D)

soit, apres simplification
2(n—k)

n(n—1)
X(©) étant fini, X admet une espérance, et par définition,

n “ Z(H_k) 2n
:;kIP(XZk):kZ:;kn(n—l) n(n—l)z Z

k

PX=k)=

et donc
E(X) = 2n n(n+1)_ 2 n(n+1)(2n+1):n(n+1)_(n+1)(2n+1):(n—i-l)(n—l):n+1
n(n—1) 2 n(n—1) 6 n—1 3(n—1) 3(n—1) 3
2. Ilya n—2boules rouges au total. Si X désigne le nombre de tirages nécessaires avant d’obtenir une boule
blanche, on a donc tiré X —1 boules rouges (la derniere étant blanche). Ains, on a

Y=n—-2—-X-1)=n—1-X

et
E(Y) = n—1—E(X) par linéarité de 'espérance
Bilan: E(Y)=n—1— 2 = 2224,
3. Notons deja que Z prend des valeurs dans [2; n]. Soit j € [2; n]. (X=i);e[1;,) forme un systéme complet

d’événements. D’apres la formule des probabilités totales :
n
P(Z=j)=> PX=i)Px_p(Z=j)
i=1

Remarquons que si i > j, Px_;)(Z = j) = 0 (on ne peut pas obtenir la deuxieéme boule au j¢ lancer si la
premiere boule a été prise au i’ lancer avec i 2> j). Sinon, avec le méme raisonnement que précédemment

Px=i(Z = j)=Px=yRis1N---NR;_; NR})
=Px=i)(Ri+1)Px=iyr,,, Riv2) X oo X Prxepn v, (Rj—1) X Px=ijn.r ., (R;)

n—i—1 n—i—2 n—2—(j—3) 1 1
= X X ... X X =
n—i n—i—1 n—2—(j—2) n—(j—-1) n-—i
Ainsi, pour tout j € [2;n] :
Jj—1 n
(n—l) 1
)= -+ 0
n(n— —1i ;
— 2
= = —1
— n(n—l) n(n —1)( )
et donc
) L 2(j—1)
2n|, P(Z=j)=
Vijel2n], PZ=]) (D)
Exercice 3

1. Comme pour la loi géométrique, pour k € [1;n], on aPX= k)= p(1— p)k_l.

De plus, pour n+1,onaP(X=n+1)=(1—p)" (cas ol1 on obtient n face). Alors

HZH]P’X k) Zp(l— P4 (1= p)"

soit

n+1 1_(1_p)n
PX=kl=p—— 1—p)Vt=1—(1—p)"* 1—p)" =
; X=k)=pT—g=,y *(1-P) (1=p)"+(1-p)
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2. X(f2) étant fini, X admet une espérance, et par définition,

n+1 n
E(X)= Y kP(X=k)=D_ kp(1—p)" +(n+1)(1-p)"
k=1 k=1
n 1_xn+l
Or, en dérivant la relation Z x*k= T valable pour tout x # 1, on a

k=0
P G Ve Ut 0 G VO Sl G Ve
2kt = (1—x) T (-

k=1
On en déduit donc

N (] )] o 1=(n+)1—p)—(1—p)!
E(X)—p;ku P+ 11 —p)' =p e

soit, apres simplification,

+(n+1)(1-—p)"

E(X)= 1—P(1—p)”(n;r N-(1—p)"! _ 1+(1—p;”(pn+1)

Exercice 4

1. On tire systématiquement une boule jusqu’a l'obtention d'une boule noir, et note X le numéro du tirage de
la boule noire, 0 si on n'obtient pas de boule noir. Ainsi,

X()= \N’*_/ u i%

cas o1 on tire une boule noire  ¢as o1 on n'en tire pas

=N

2. Pour n > 1, notons B,, 'événement “tirer une boule blanche au n"¢ tirage”. Alors,
X=n)=B;NB,N---NB,,_1NB,,

D’apres la formule des probabilités composées, on en déduit donc, pour n > 1

P(X=n)=P(B,;) x PBI(Bz) X "‘PBln--an,z(Bnq) X PBln---an,l(B_n)

soit
1 2 n—1 1
PX=n)=—-x—-x---X X
2 3 n n+1
et apres simplification
1
nzl PX=n)=——
v ( ) nn+1)
n
3.0 tat tout entier 1> 1, —— L1 Ennotants Z]P(X k), par tél
. On constate que pour tout entier n > 1, =—— . En notan = = k), par télescopage,
quep nn+l) n n+l " — P pag
ona
S - =1 1 1
"k k+1 0 n+l
et lim S, =1.Ainsi, la série converge et
n—+00
+00
ZIP(X—n)zl
k=1

on en déduit donc que P(X=0)=0: I'événement (X = 0) (c’est-a-dire ne jamais obtenir de boule noire) est
négligeable.
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Exercice 5
1. Soit X la variable aléatoire dénombrant le nombre de pile obtenu sur 10 lancers. Puisqu’il s’agit d'une
répétition successive et indépendante d'une loi de Bernoulli de parametre 0, 3, on en déduit que X — 93(10;0, 3).
Ainsi,
10
PX=3)= ( 3 )(0, 3)3(1-0,3)!°3 ~0,2668

2. Soit Y le nombre de lancers effectués avant d’obtenir le premier pile. Par construction, Y — %(0, 3). Par
définition et théoreme, le nombre moyen de lancers effectués est donc

110
E(Y)=—=—
03 3

Exercice 6
Remarquons que, puisque X prend ses valeurs dans [[0; 2], Y prend également ses valeurs dans [0; n]. Enfin,
pour k € [0;n], on a

PY=k)=P(n—X=k)=PX=n—k)= (n f k)p"_k(l —p)
En utilisant les propriétés des nombres combinatoires, on a donc

P(Y = k)=(Z)(1—p)’“p"’“

Ainsi,

|Y<—> %(n,l—p)|

Exercice 7
Remarquons que Y est a valeurs positives, puisque X prend ses valeurs dans N. Sous réserve d’existence, et
d’apres la formule de transfert,

+00 1 +00 1 )\’k
EY)=» —PX=k)=)» ———e
();k-f‘ ( )kk+1k'
Ainsi,
100 ok A £ 4 ktl
A A
EY)=e™Y. =
~k+1)! A (k+1)
On reconnait la série exponentielle sans son premier terme. Ainsi,
too A+l
kvl o T
e (k+1)!

Donc la série converge, et Y admet une espérance, qui vaut

—A _ oA
E(Y)z%(e"—l)zl ;

Exercice 8
Rappelons que X(2) =N >. Soit k € N*. Deux méthodes pour la premiére partie :
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¢ Par définition, puisque le support est entier :

PX>k)=PX=k+1)+PX=k+2)+...

I

M
=2
T

i=k+1
= > pl1—p)~
i=k+1
o0 .
zp Z (l_p)l—l
i=k+1

oo
:pZ(l—p)i enposant j=i—1
=k

. 1-p)*
1-(1—-p)
=(1-p)*
¢ En passant par I'’évenement contraire, (X > k)= (X< k) et donc

PX> k)1 -PX< k)

en reconnaissant une série géométrique

Dong, pour k, [ entiers strictement positifs, on a

P(X>I)NnX>k+1) PX>k+1
P (X k4 1)= FE> D0 ) _ B )

PX> 1)) PX>1)
et alors
(1—p)*tt k
P X>k+l)=—"7"=(1— =PX>k
x>1)(X>k+1) A= p) (1-p) (X> k)
Remarque

Cette propriété de la loi géométrique est trés importante, et est a retenir.

Exercice 9
Rappelons que Fx(n) =P(X < n). Pour une variable aléatoire discrete, on a également

P(X=n)=Fx(n)—Fx(n—1)
Ainsi, pour n > 2, on obtient
P(X=n)=F(n)—F(n-1)=1-(1-p)"—=1-1-p)" N=1-p)" ' 01-1-p)=p1-p)""
également valable pour n = 1, puisque dans ce cas P(X=1)=F¢(1)=1—(1—p)=p.

Bilan : ainsi, | X — ¥(p) |

Exercice 10

On tire simultanément 6 boules, ainsi Q= {R, B}, excepté le tirage (B, B, B, B, B, B) qui est impossible. On en
déduit, puisqu’on tire 6 boules parmi 15, que

1
card(Q) = ( 65) =5005
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R prend des valeurs dans [1;6] (puisqu’on n’est obligé de prendre une boule rouge), et B prend des valeurs
dans [[0; 5]. Par dénombrement, on obtient
10\ 5
()

VY ke[1;6], PR=k)=

5005
Y k€[0;5] P(sz):w
Y 5005
Apres calcul, on obtient
6
20020
ER)= » kPR=k)=——=4
(R) ; R=k)="
5
10010
E(B)= kPB=k)=———=2
(B) kZ; (B=k)=— -

Exercice 11

Remarquons que A récupére la méme perche si et seulement siilya N —1+ kN, k € N personnes qui passent
avant lui. Notons alors M I'événement : “A. reprend la méme perche”. Alors, d’apres ce qui précede

+00
PmU=§:MG=N—1+kN)
k=0
en utilisant les propriétés des lois géométriques

+00 too
C14kN— _ k
POM)=> p(1—pN N = pa—pN2 D (1-p)Y)
k=0 k=0
Puisque —1 < (1—p)N < 1, la série géométrique converge, et on a
PM)=p(l—pN2—n—
M)=p(—p s
e . _pa-—pN—?
La probabilité qu'’il récupére la méme perche est donc de| P(M) = m .
Exercice 12
Remarque

Les méthodes de cet exercice sont classiques et donc, a connaitre.

1. Par définition, le nombre moyen de voitures arrivant au péage en une heure vaut E(N)=A.

2. Puisque le choix de la file est au hasard, ce choix est uniforme. Ainsi, la probabilité qu'une voiture se dirige
vers le guichet 1 est de 1.

3. Soit n fixé. Le nombre de voitures, parmi n voitures, choisissant le guichet 1 suit une loi binomiale de
parametre n et % En effet, les conducteurs choisissent au hasard et indépendamment leur guichet : ainsi, il
s’agit d'une répétition successive et indépendante d'une épreuve de Bernoulli, de succes “aller au guichet 17,

de probabilité 5. Ainsi,
n\( 1\ r9y*
0<k<sn, PnepXi=k)= — —
v 7 Pivm (X, = K) (k)(lo) (10)

Si k > n, il est impossible que parmi 7 voitures, k voitures se dirigent vers le guichet 1 :
V k > n, P(Nzn)(Xl = k) :0

4. Remarquons que, puisque N est valeur dans N, ’ensemble (N = n),,y forme un systeme complet d’événe-
ments. Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(X, = k)= > _P(N = n)P—p(X; = k)
n=0

soit, d’apres ce qui précede, puisque Pn_,)(X; =k)=0sik>n:
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On obtient, en sortant ce qui ne dépend pas de n :

ro=n=(55) 2 (1) (%)

On pose i = n—k dans la somme. On obtient alors

Bl =E)= (1lo)ke_kz(z‘xfi]cc)!(i;k)(%)i

Enfin, remarquons que

(i+k) 1 (i+k) 11
(i+k)! kli+k—FKkG+k)! ik

et donc

ron=0=(55) 3 ()
(o) e ()

i=0
5. Onreconnait une série exponentielle, et donc
+00 A i i +0o i
Z’;(i) :Z(%) l_e%
i ! \ 10 e\ 10 ) i!
i=0 i=0
et finalement

A\ e
k , PX,=k)= —_—
VkeN, PX;=k) (10)

Bilan : X, suit une loi de Poisson de parametre 1—0 On a alors E(X;) = Var(X

Exercice 13
1. Remarquons que, par définition, si k > n, on a nécessairement

Pn=n)X=k)=0

1)=

A

Le nombre de colis détérioré, parmi un ensemble de 7 colis fixés, va suivre une loi binomiale de paramétre n et
p =0,2. En effet, puisque les colis sont expédiés indépendamment les uns des autres, il s’agit d'une répétition
successive, indépendante et identiquement distribuée d’'une méme épreuve de Bernoulli, de succes “le colis

est détérioré” de probabilité 0, 2.
Ainsi, pour0< k<n,ona

Pn=n)(X=k)= (Z)(o, 2)%(0,8)"*

2. Puisque N est une variable aléatoire a valeur dans N, ’ensemble (X = 1),y forme un systeme complet
d’événements. D’apres la formule des probabilités totales, et pour tout entier k :

PX=k)= Z]P’(N = n)Pyen)(X = k)

n=0

D’apres le résultat précédent, et puisque N suit une loi de Poisson de parametre 5 :

+00 p

PX=k)= Z %e_S(Z)(O,Z)k(O, g)" ¥

n=k
soit, en sortant ce qui ne dépend pas de la somme

PX=k)=e7(0,2 > %(Z)(o g)nk

n=k
En procédant au changement de variable i = n — k, on obtient

i+k
P(X = k)=¢7(0, 2)’“2 ( 5+ o (l N k)(o,s)"
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et de méme que dans I'exercice précédent,

1 (i+k) 1 (i+k! 1

G+e\ k) G+k ki Kl
d’ol1 +00 Lirk ko 29 '
} 5'5% i s B (5x0.8
—IV— a5 k - f—g™® k— —
P(X=k)=€7(0,2) Z; (08 =e70,2) k!x.z(; i!
i= =
—e5%0,8—p4
soit

k

1
Y k€N, 1P>(X=k)=e—1F

etdonc, X — 22 (1).

3. On peut procéder de la méme maniére, en observant que dans ce cas, le nombre de colis en bon état parmi
n colis fixés suit une loi binomiale de parameétre n et p =0,8. On obtient alors, par le méme raisonnement,
queY — 2 (4).

Exercice 14
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Chapitre

Applications linéaires

Résumé

Ce chapitre est tres important et tombe régulierement au concours. Il est abstrait, mais pas difficile. 11
sera approfondi 'année prochaine.
Il doit étre maitrisé dans son ensemble.

451




Chapitre 19 : Applications linéaires

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

® Savoir montrer qu'une application estlinéaire .............. ..ot m|
® Savoir déterminer la matrice d'une application linéaire de 9, ;(R) dans M, ;(R).................... O
(® Savoir déterminer le noyau d'une application linéaire...............c..ooiiiiiiiii i |
(@ Savoir déterminer I'image d'une application linéaire.................cooiiiiiiiiiii i m|
® Savoir démontrer qu'une application linéaire est injective, surjective, bijective...................... m|
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I. Applications linéaires

1. Définition
Définition 19.1.

Soient E et F deux espaces vectoriels. On appelle application linéaire de E dans F toute application
f:E—Ftelle que

* V(x,y)€E% f(x+y)=f(x)+f(y)
e VxeEVAER, f(Ax)=Af(x)

Remarque
On peut réunir les deux propriétés en une seule : f : E — F est une application linéaire si et seulement si

Y(x,y)€EEVAER, fAx +y)=Af(x)+ f(y)

Meéthode

Pour montrer qu'une application f est une application linéaire, on prendra x et y dans E, A € R, et on
montre que f(Ax + y)=Af(x)+ f(y).

Exercice 19.1
Soit f : 9, ,(R) — M3, (R) définie pour tout (a, b) € R? par

()5

Montrer que f est une application linéaire.

Solution

En effet, siA= ( &

) eth( by ), etsi A €R, alors
ap b,

)\a1+b1 ))_ )\.az‘l‘bz

M+B)= 0
foaes) f(( Myt by hay+ by
et
a, b, Aay+ b,
AfA)+fB)=A] 0 |+ 0 |= 0
a, b, Aa, + b,

Donc f(AM+B)=Af(A)+ f(B): f est une application linéaire.

IS Exercice?2.

Notation

Lensemble des applications linéaires de E dans F est noté Z(E, F).

Définition 19.2.

e SiF=E, etsi f :E — E est une application linéaire, on dit que f est un endomorphisme.
e SiF=R, etsi f € Z(E,R), on dit que f est une forme linéaire.

Propriété 19.1.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f : E— F une application linéaire. Alors f(0g) = O.
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Proposition 19.2.
Soient E, F et G trois espaces vectoriels, et soit f € Z(E,F)et g€ £(F,G). Alors g o f € Z(E,G).

Démonstration
Soient x, y € E2 et A €R. Alors, en utilisant respectivement la linéarité de f puis de g :

gofhx+y)=g(f(rx+y)=gM\f(x)+f(¥)=rg(f(x)+g(f(y)=Agof(x)+gof(y)

2. Casde £2(M,,(R),9M,,(R))

Théoreme 19.3.

Soit f: 0, ,(R) — M1, 1 (R) une application linéaire. Alors, il existe une matrice
M e M, ,(R) telle que
VX €M, (R), f(X) = MX

Cette matrice est appelée matrice associée a f dans les bases canoniques respectives et est notée Mat f.

| Méthode
I Pour déterminer la matrice associée a une application linéaire f : 90, ;(R) — 9, ;(R), on prend la base
: canonique (ey,---, e,) de M, ;(R), et on calcule les images f(e;) par f qu'on range dans une matrice.

Exercice 19.2
Soit f I'application définie dans I'exemple précédent :

(e s

Déterminer la matrice associée a f dans les bases canoniques.

Solution
Soit ¢; = ( (1) ) ete,= ( (1) ) la base canonique de 91, ;(R). On a
0 1
fle)=| © et fle)=| 0
1 0

Ainsi,

~
l—
~—
QD
N o=
—
N—

Il
—= o O

S O =

(o)

0 1
doncVXeM,(R), fX)=MXavecM=( 0 0
1 0

I'& Exercice ?2.

3. Noyau d’une application linéaire

Définition 19.3.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € Z(E,F). On appelle noyau de f, et on note Kerf, le sous- [---]
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ensemble de E défini par
Kerf = {x €E, f(x) =OF}

Théoreme 19.4.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € Z(E,F). Alors Ker f est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration
Puisque f(0g) =0g, on a déja Oy € Ker f. Ensuite, si x et y sont deux vecteurs de Kerf, et si A € R, alors
Fx+y)=rf(x)+f(y) = AOg + 0 = Og
x et y dans ker f
donc Ax + y €Kerf : Kerf est bien un sous-espace vectoriel de E.

Meéthode

Pour déterminer le noyau d'une application linéaire, on résout 'équation f(x)= 0 d’'inconnue x. On se
ramene en général a un systéme.

Exercice 19.3
Déterminer le noyau de I'application linéaire précédente.

Solution

a
Sif % = 0 | alorsX= M) eKer f si et seulement si
ay X

2

a
X 0
fx= o |=| o
X, 0
ce qui donne le systéme
X 0 _
0 =0<:>{x2 = 0 ox=o
X1 = 0
Xy = 0

Donc, Ker f = {0g}.

Théoreme 19.5.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € Z(E,F). f est injective si et seulement si Ker f = {0g}.

Démonstration

Supposons f injective. Soit x tel que f(x) = Og alors f(x) = f(Og). Par injectivité de f, x = Og. Donc
Kerf ={0g}.

Réciproquement, supposons que Kerf = {0z}. Soient x et x’ tels que f(x)= f(x’). Par linéarité de f,
f(x—x")=0g. Puisque Kerf = {03}, alors x —x’ =0 c’est-a-dire x = x” : f est injective.

4. Image d'une application linéaire

a. Définition
Définition 19.4.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € £(E,F). On appelle image de f, et on note Im f, le sous- [---]
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ensemble de F défini par
Imf={y€F, Jx€E, y=f(x)}

Théoreme 19.6.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € Z(E,F). Alors Im f est un sous-espace vectoriel de F. Si
B =(e,---,e,)estune base de E, alors

Im f =Vect(f(e,), -, f(e,))

Démonstration

Puisque Op = f(0g), ona Op € Im f. Soient a et b deux éléments de Im f, et A € R. Puisque a et b sont
dans Im f, il existe x et y dans E tels que

a=f(x) et b=f(y)
Mais alors
ra+b=\f(x)+f(y) = fix+y)
linéarité de f
DoncAa+b s'écrit f(z) pourun certain z € E: Aa+b € Im f.Im f est donc bien un sous-espace vectoriel
deF.

b. Rang

Puisque Im f est un sous-espace vectoriel, on peut s'intéresser a sa dimension :

Définition 19.5.

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit f € Z(E,F). On appelle rang de f, et on
note rg(f), la dimension de Im f.

Meéthode

|
I
: Pour déterminer 'image d'une application linéaire, on prend une base 8 =(ey, -, e,) de E et on écrit
1 Im f =Vect(f(e), -, f(e,)). On essaie ensuite d’en déterminer une base.

Exercice 19.4
Déterminer 'image de I'application linéaire précédente.

Solution

a
Sif(( Zl )) =| 0 |,onprend % = (e, e,)labase canonique de M, ;(R). OnadoncIm f = Vect(f(e;), f(e,)).
2
a

1 0 0 L
sermr{(3)-[ 8] & se=r((2))<(
1 0

0 1
La famille 01,1 0 est libre car les vecteurs ne sont pas colinéaires. Donc
1 0
0 1 A
Im f =Vect o |, O = 0 [,AeR,peR
1 0 w
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0 1
et 0|, O forme une base de Im f. Ainsi, rg(f) =2.
1 0

Théoreme 19.7.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € Z(E,F). Alors f est surjective si et seulement si Im f =F.

Démonstration

Par définition, f est surjective si et seulement si f(E) = F. Or, par définition, f(E)=Im f. Donc f est
surjective si et seulement si Im f =F.

Théoreme 19.8.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € Z(E,F). Alors f est bijective si et seulement si Ker f = {0z} et
Im f =F.

Meéthode

Pour montrer qu’'une application linéaire f : E — F est bijective, on montrera que Kerf = {0z} et que
Im f =F.

Exercice 19.5
Soit f: M, 1 (R) — M, ;(R) 'application définie par

(&)

Il
~
[\
=
i
N—

est bijective.

Solution
f estbien linéaire (c’est un endomorphisme de 91, ;(R). Déterminons noyau et image.

0
( 0 )(:)x—y—o

1
e Soite, = ( 0 ) ete, = ( (1) ) la base canonique de 91, ;(R). Alors,

. SoitX:( ; )eKerf.Alors

(5 )7

ainsi, Ker f = {( 8 )} et f estinjective.

f(e1)=( 0 )=e2 et f(e2)=( ‘ )=ze1

La famille (2e;, e,) est libre (car les vecteurs ne sont pas colinéaires) donc forme une base de Im f :
Im f =Vect(2e,, e,) = Vect(e;, e,) = M, 1 (R)

Ainsi, f est surjective.
Bilan: f est bien bijective.

Définition 19.6.

Soient E et F deux espaces vectoriels.

* Si f € Z(E,F) est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E dans F.
e Si f € Z(E) est bijective, on dit que f est un automorphisme. (o]
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¢ On note Isom(E, F) 'ensemble des isomorphismes de E dans F, et Aut(E) ou GI{E) I'’ensemble des
automorphismes de E.

Théoreme 19.9.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € Isom(E, F). Alors f~! est également une application linéaire
et f~! eIsom(F,E).

Démonstration

Soient x, y deux éléments de F et A un réel. Puisque f est bijective, il existe un unique a € E tel que
f(a)=x etun unique b €E tel que f(b)=y.Donc f(ha+b)=Af(a)+ f(b)=Ax+ y donc, par unicité
de bijectivité de f, Aa + b = f~}(A f(a)+ f(b)), c'est-a-dire

AT+ )= x4 y)

f~! est bien linéaire.

IS Exercices 22, 22,22 22 o1 22,
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Exercices

Applications linéaires

Exercices

Applications linéaires

Exercice 1 Linéarité (20 min.)
Les applications suivantes sont-elles linéaires ? Si oui, le démontrer rigoureusement.

o f1:M31(R)— M, 1(R) définie par

X1
2x + X
f‘l x2 1 2 )
X3
o f: M3, (R)— M, (R) définie par
X1 2
X
(2.5
X Xp + X3
* f3:903,(R) — M3, (R) définie par
X X1 — X
f X = X2—X3
X3 X3 — X1
e f3:93,(R) — R définie par
X1
ﬁ x2 = x1+2x2+3x3
X3

Exercice 2 Matrices associées (10 min.)
Déterminer les matrices associées aux applications linéaires de I’exercice précédent dans les bases canoniques
des espaces vectoriels considérés.

Noyaux, images

Exercice 3 Un endomorphisme (15 min.)
Soit f un endomorphisme de 915 ;(R), dont les images des vecteurs de la base canonique de 93 ;(R) sont
1 -3 —7
respectivement [ —1 |, 2 [, 4
2 —1 1
1. Donner f(X) pour toute matrice X de 915 ;(R), et donner la matrice associée a 'application f dans la
base canonique.

-1 —2
2. Déterminer les antécédentsde [ —1 |[et|{ 1 |.f est-elleinjective? surjective?
8 3

3. Déterminer une base du noyau, et de I'image de f.
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@00 Exercice 4 Application linéaire | (20 min))
Soit f : M5 1(R) — Mg 1 (R) définie par

X xX+y—z
f y =| 2x+y—-3z
z 3x+2y—4z

1. Montrer que f est une application linéaire, et déterminer sa matrice associée dans la base canonique.
2. Déterminer le noyau, et 'image de f.

3. f est-elle injective? surjective? bijective?

4. En anticipant sur 'année prochaine, montrer que dim(Ker( f))+ dim(Im(f)) = dim(9t3 ;(R)).

o000 Exercice 5 Application linéaire Il (20 min.)
Soit f : M5 1(R) — M, 1 (R) définie par
x xX+y—z
Y =( )

Z Yz

1. Montrer que f est une application linéaire, et déterminer sa matrice associée dans la base canonique.
2. Déterminer le noyau, et I'image de f.

3. f est-elle injective? surjective? bijective?

4. En anticipant sur 'année prochaine, montrer que dim(Ker( f))+dim(Im(f)) = dim(913 ;(R)).

ee0O Exercice 6 Application linéaire lll (30 min.)
Soit f : M, 1(R) — M, ; (R) définie par
b [ x=y
(G )-05)

Montrer que f est une application linéaire, et déterminer M sa matrice associée dans la base canonique.
Déterminer le noyau, et I'image de f.

f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Déterminer f~! puis la matrice associée a f~!. Calculer alors M~!. Que constate-t-on?

Déterminer [ o f, sa matrice associée, et comparer le résultat obtenu avec M2.

A

ee0O Exercice 7 Application linéaire IV (15 min.)

. 1 2
SonM—(O 3

linéaire, et déterminer image et noyau.

) et f : 9, (R) — M, (R) définie par f(A) = AM —MA. Montrer que f est une application
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Corrigeés

Applications linéaires

Corrigés des exercices

Exercice 1
X1 N
* fi estune application linéaire. En effet, soient u=| x, |etv=| ), [deuxélémentsdeMis,(R) etA un
X3 Vs
réel. Alors
Axi+y
200 + 1) +(Axy + 1)
hAu+v)=f Axo+ Ys =( _
Axs+ 1 (Ax2+ o) —(hx3+y3)
ainsi,

Ay — x3)+(y2— 13) Xy — X3 Y=
* f, n'est pas linéaire. En effet,
1
1
a0 ])Ls)
0

ﬁ(ku+v)=( M2x; + x2) + (21 + y2) )27\( 2x1+ %, )+( 2N+ )z?xfl(u)+f1(v)

donc2f, 0 = ( g ) et pourtant
0
1 4 1
sfef o |]-( 8 )ees[ o
0 0
X1
* f; estlinéaire, et est un endomorphisme. Tout d’abord, elle va de 913 ; (R) dans lui-méme. Soient u=| x,
X3
N
etv=| ), |deuxélémentsdeMs;(R), et A unréel. Alors
V3
Ax +y Ax; +y)—(Axp+ 1)
Lhu+v)=f; Axp+ ¥ =| Ax+1)—(Ax;+ys)
Ax3+ 3 (Ax3+ y3)—(Ax + )
Ainsi,
Mx— )+ (1 —») X1 — X2 Nn—»
LAu+v)= Mo—x)+0r—») |=A| x—X |+| B—»n |=ifs(u)+fi(v)
Mxs—x1)+(35—n) X]— X3 Nn—»
f; est bien un endomorphisme de 93 ;(R)
X1
¢ f, est également linéaire, et est une forme linéaire, car elle est a valeur dans R. Soient u = | x, | et
X3
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n
v=| ) |deuxélémentsde Miz;(R), et A un réel. Alors
V4]
Axi+y
fihu+v)=f, AXy+ s
Axz+ 3

donc
fihu+v)=(Axy + 1)+ 20 x4 1)+ 3(Axz + y3) = My +2x2 +3x3) + (31 + 2y, +3y3) = A fu(u) + fu(v)
Donc f; estlinéaire et est une forme linéaire sur 915 ; (R).

Exercice 2
On note (e, e,, e3) la base canonique de 913 ;(R).

. Onafl(el)=( 3 ),fl(ez)=( 1 )etfl(ea)=( _01 )Ainsi,

X X

2 1 0
Ay 2(01—1)3’
z z

21 0
etM; = ( 0 1 -1 ) est la matrice associée a f; dans la base canonique.

¢ De la méme maniere, on obtient la matrice M3 de f; dans la base canonique :
1 -1 0
M;=[ 0 1 -1
-1 0 1

* Enfin, en notant M, la matrice de f; dans les bases canoniques: M,;=( 1 2 3 )

Exercice 3
1. On nous donne par définition les images des vecteurs de la base canonique. Donc
1 -3 -7
Matf=| -1 2 4
2 -1 1
et
X x—3y—7z
fl v |=| —x+2y+4z
z 2x—y+z
2. On cherche x, y et z tels que
X x—3y—7z -1
fl v |=| —x+2y+4z |=| —1
z 2x—y+z 8
Apres résolution du systéme par la méthode du pivot de Gauss, on obtient une infinité de solutions :
5—2z
S = 2—3z |,z€eR
z

Lapplication f n’est donc pas injective puisqu'un élément admet une infinité d’antécédents.
De méme, on cherche x, y et z tels que

X x—=3y—7z —2
fl v |=| —x+2y+4z |= 1
z 2x—y+z 3
Apres résolution du systeme par la méthode du pivot de Gauss, on n’obtient aucune solution : la fonction f
—2
n’'est donc pas surjective, puisque la matrice 1 | n’est pas atteinte par f.
3
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3. On a, en résolvant le systeme,

—2z —2
Kerf = -3z ,z€eR =Vect| -3
z 1
-2
et| —3 |estunebase deKerf.De plus, en notant (e;, e,, e3) la base canonique, on a
1
1 -3 —7
fle)=| —1 fle)=| 2 et f(es)=| 4
2 —1 1
0
Si on cherche x, y, z trois réels tels que x f(e;)+ y f(e;)+zf(es)=| 0 |, on obtient une infinité de solutions.
0

La famille (f(e;), f(e,), f(e3)) est donc liée. En revanche, (f(e;), f(e,)) est libre car les vecteurs ne sont pas
colinéaires. Ainsi

Im f = Vect(f(e), f(e,))
et(f(e), f(e,)) est une base de Im f.

Exercice 4
X1 N
1. Montrons que f estlinéaire. SoientX=| x, |etY=| J, |deuxélémentsdeM;;(R), et A unréel. Alors
X3 3
Axi+n
FX+Y)=F| Axa+
Axz+ 3
donc
(Axy+y1)+ (A xz + y2) — (A xs + y3) Moy +x2—x3)+ (1 + 12— 3)
FOX+Y)=| 2x+y)+Ax+3)—3Axs+)3) [=| M2x1+x—3x3)+ 2y +)—3)5)
3(hx1 + 1)+ 2(hxo + 35) —4(h X3+ y3) M3x1 +2x, —4x3) +(3)1 +2), —43)

etdonc f(AX+Y)=Af(X)+ f(Y): f est bien une application linéaire, qui va de 913 ; (R) dans lui-méme, donc
est un endomorphisme de 215 ; (R).
Sa matrice associée dans la base canonique est

1 1 -1
Matf=| 2 1 -3
3 2 —4
X
2. SoitX=| y [|unélément du noyau. Alors on doit résoudre
z
xX+y—z 0
2x+y—3z |=| 0
3x+2y—4z 0

Apres résolution par la méthode du pivot de Gauss, on obtient

2z 2
Kerf = —z |,zeR }=Vect| —1
z 1

Notons (e, e;, e3) la base canonique de 913 ; (R). Alors,

1 1 -1
flen=| 2 | fle)=| 1 | fles)=| -3
3 2 —4
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0
On cherche a savoir si la famille est libre. On cherche donc x, y, z tels que x f(e;)+ y f(e,) +z f(e3)=| 0

0
Apres résolution (qui revient a étudier le noyau de f), on constate qu’il y a une infinité de solutions. La famille
(f(e1), f(es), f(es)) est donc liée. En revanche, la famille (f(e;), f(e,)) est libre car les vecteurs ne sont pas
colinéaires. Donc (f(e;), f(e,)) est une base de Im f et

Im f = Vect(f(e), f(e,))

3. f n’est pas injective, car son noyau n’est pas réduit au vecteur nul. f n’est pas surjective non plus, car son
rang vaut 2 (puisque on a trouvé une base précédemment) alors que I'espace d’arrivé est de dimension 3. Elle
n’'est donc pas bijective.

4. D’apres les résultat de la question 2, on a

dim(Kerf)=1etrg(f)=dim(Im f)=2

ainsi
dim(Ker f)+1g(f) =3 =dim(M;;(R))

qu’'on appelle formule du rang.

Exercice 5
X1 h
1. Montrons que f estlinéaire. SoientX=| x, |etY=| J» |deuxélémentsdeMis;(R), et A unréel. Alors
X3 V%]
Axi+n
f()\.X'i‘Y):f )\X2+y2
Axz+ys
donc
FOX+Y)= (Ax1+ )+ (Ax + 3)—(Ax3 + ys) _ AMxyp+x,—x3)+ (1 + ) —13)
(Axo+ y5)—(Ax3 + y3) Moo — x3)+ (12— 13)

etdonc f(AX+Y)=Af(X)+ f(Y): f estbien linéaire.
Sa matrice associée dans la base canonique est

1 1 -1
Matf ‘( 0 1 -1 )
x
2. SoitX=| y |unélément du noyau. Alors on doit résoudre

| ()-8

Apres résolution par la méthode du pivot de Gauss, on obtient

0
Kerf = z |,zeR =Vect| 1
z 1

Notons (e, e;, e3) la base canonique de 93 ; (R). Alors,

f(e1)=( . ) f(e2)=( X ) f(e3)=( o )
0

On cherche a savoir si la famille est libre. On cherche donc x, y, z tels que x f(e;)+ y f(e;) +zf(e3)=| 0

0
Apres résolution (qui revient a étudier le noyau de f), on constate qu'il y a une infinité de solutions. La famille
(f(e1), f(es), f(e3)) est donc liée. En revanche, la famille (f(e;), f(e,)) est libre car les vecteurs ne sont pas
colinéaires. Donc (f(e;), f(e,)) est une base de Im f et

Im f = Vect(f(e;), f(e,))
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3. f n’est pasinjective, car son noyau n’est pas réduit au vecteur nul. f est surjective en revanche. En effet, son
rang vaut 2 (puisque on a trouvé une base précédemment) et 'espace d’arrivée est de dimension 2 puisqu’il
s’agit de 91, ;(R). Elle n’est cependant pas bijective.

4. D’apres les résultat de la question 2, on a

dim(Kerf)=1etrg(f)=dim(Im f)=2
ainsi

dim(Ker f) +rg(f) =3 = dim(M15,(R))
qu’on appelle formule du rang.

Exercice 6
1. Montrons que f est linéaire. Soient X = ( il ) etY= ( i ! ) deux éléments de 9, ;(R), et A un réel. Alors
2 2
fox+y)=f Mty
AXy+ )
donc

[ A+ )=+ ) [ Mx—x)+(n—n)
f”‘”)‘( (vt + 1)+ (s + ) )‘( Aoxt+2)+ (31 + 1) )
etdonc f(AX+Y)=Af(X)+ f(Y): f est bien une application linéaire de 91, ; (R) dans lui méme, donc est un
endomorphisme de 91, ;(R).
Sa matrice associée dans la base canonique est

Matfz( i _11 )

. b - o
2. SoitX= ( y ) un élément du noyau. Alors on doit résoudre

(2 )-(0)

Apres résolution par la méthode du pivot de Gauss, on obtient x = y =0 soit

r= 10 )]

Notons (e, e;) la base canonique de 91, ; (R). Alors,

f(e1)=( . ) f(ez)Z( 7 )

La famille (f(e;), f(e,)) est libre car les vecteurs ne sont pas colinéaires. Donc (f(e;), f(e,)) est une base de Im f
et

Im f = Vect(f(e,), f(e,))
3. f estinjective, car son noyau est réduit au vecteur nul. f est surjective. En effet, son rang vaut 2 (puisque
on a trouvé une base précédemment) et I'espace d’arrivée est de dimension 2 puisqu’il s’agit de 91, ;(R). Elle
est donc bijective, et f est un automorphisme de 9%, ;(R).
4. On cherche a et b tels que

Apres résolution, on obtient

Ainsi

Xty
)

Sa matrice associée dans la base canonique est alors

1
—1 5
Matf = ( _21
N -1 _ -1 . 2
Apres calcul, on constate que M~ = Matf ", et on obtient le résultat

DO =D | =

Matf ™! =(Matf)™

A. Crouzet 465 GI0IQE)



Chapitre 19 : Applications linéaires
5. Dela méme maniere, constatons que pour ( ; ) €M, (R), ona
rerer(5 0 AL ALY )
Matfzz( g _02 )

Matf? = (Matf)?

Ainsi

et apres calcul, M2 = Mat 2. Ainsi,

résultat qu'on peut bien évidemment généraliser a n'importe quelle puissance.

Exercice 7

Lapplication f va bien de 91,(R) dans lui-méme, d’apres les propriétés sur les produits de matrices.
Soient A, B € 91,(R) et A un réel. Alors

f(AA+B)=(AA+B)M —M(AA+B)=AAM + BM — AMA— MB = A(AM — MA) + (BM — MB) = A f(A) + f(B)

f est donc une application linéaire, et est donc un endomorphisme de 9i,(R). SoitAz( ccl Z )eKerf .
Alors
a 2a+3b a+2c b+2d 00
f(A)_AM_MA_( ¢ 2c+3d )_( 3¢ 3d )_( 0 0)
—2c¢ 2a+2b—2d \ [0 0
—2c 2c “Lo o
Onaalorsc=0etd=a+b. Ainsi,
_J{ a b 2| 10 01 2
(2,0, Janer)={a 1 0 )en( 2 ) ames)
1 0 01
Kerf—Vect(( 0 1 ),( 0 1 ))

et la famille (( 10 ),( 0 } )) est libre (donc forme une base de Kerf) car les vecteurs ne sont pas

On obtient alors

soit

01 0
colinéaires.

pourtimage,omnote By, = 39 ) ko= (88 ) k= (€8 Jortaa=(§ ). ot amite

forme une base de 91,(R). On calcule donc 'image par f de cette base. Apres calcul, on obtient

f(EM)z(g ﬁ) f(E1,2)=(g ﬁ) f(E2,1)=(:§ 2) f(Ez,z)=(8 _02)

On constate que la famille est liée puisque f(E; ;) = f(E;,) = —f(E,;). On peut donc enlever deux de ces
vecteurs. La famille (f(E, ;), f(E,,)) est libre (car les vecteurs sont non colinéaires) et forme donc une base de
Imf:

Im f =Vect(f(Ey,1, f(Ez1))

Remarquons enfin que

f(El,l) =—2E1,2 f(El,Z) =—2E1,2 f(E2,1)=—2E1,1 —2E2,1 +2E2,2 et f(Ez,z) =2E2,2

donc, dans la base canonique, on a
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Chapitre

Variables aléatoires a densité

Résumé

Lobjectif de ce chapitre est de s'intéresser aux variable aléatoires dont le support est un intervalle, et
non plus fini ou dénombrable. C’est l'occasion d’introduire la notion de densité, et d’étendre la notions
d’espérance. On s’'intéresse alors a des lois usuelles : uniforme, exponentielle et normale.

467




Chapitre 20 : Variables aléatoires a densité

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir refaire les exemples et
exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.
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. Variables aléatoires a densité

On s’intéresse dans ce chapitre aux variables aléatoires X dont I'univers image X(2) est un intervalle, ou une
union d’intervalles.
Dans I’ensemble de ce chapitre, on se donne un espace probabilisé (£, .<7, P).

1. Notion de densité
Définition 20.1.

Soit X une variable aléatoire définie sur (2, .</,P). On note Fx sa fonction de répartition :
Y x € R, Fx(x) =P(X < x). On dit que X est une variable a densité lorsque Fx est continue sur R, et de
classe 6! sur R sauf éventuellement un nombre fini de points.

Meéthode

Pour démontrer qu'une variable aléatoire est a densité, il suffit de montrer que Fx est croissante sur R, de
limite 0 en —oo et 1 en +00 (¢a fait de Fx une fonction de répartition), continue sur R, et de classe 6! sur
R sauf en un nombre fini de point.

Exercice 20.1
Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition est donnée par

X

Fx:x—
X 1+ex

Montrer que X est une variable a densité.

Solution

Fx est continue sur R comme quotient de fonctions continues, et est méme %6 sur R comme quotient de
fonctions de classe 6! dont le dénominateur ne s’annule pas. La dérivée de F est F' : x — ﬁ qui est
strictement positive sur R, donc F est également croissante. Enfin, F est de limite 0 en —oo (par quotient)
et 1 en +0o (apres factorisation par e*). Donc X est une variable a densité.

Remarque

Fx étant de classe 6! sur R sauf éventuellement en un nombre fini de point, on peut définir Fy, sauf éven-
tuellement en un nombre fini de point. Cette fonction F;, sera alors continue sur R sauf éventuellement
en un nombre fini de point.

Définition 20.2.

Soit X une variable aléatoire a densité sur (2, .o/, P), et Fx sa fonction de répartition. On appelle densité
de X toute fonction fx, positive sur R, telle que pour tout x € R ol Fy est de classe 6, fx(x)= F(x).

Remarque

La valeur prise par la densité fx aux points ot Fx n’est pas 6! n’a pas d’'importance. On peut méme
modifier un nombre fini de valeurs de fx sans que cela change la densité :

Théoreme 20.1.

Soit f une fonction, a valeurs positives, qui ne différe de F; qu’en un nombre fini de points. Alors f est
également une densité de X.

2. Propriétés
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Proposition 20.2.

Soient X une variable aléatoire a densité sur (€2,.</,P), Fx sa fonction de répartition, et fyx une densité de

X.

¢ Lafonction fx est continue sauf éventuellement en un nombre fini de points.

Démonstration
e Puisque lim Fx(x)=1letque lim Fx(x)=0,ona
X—+00 X——0Q

pY

f K)de= lim | f(e)de= lim Fx(x)—Fx(—x)=1

—X
¢ Puisque Fy est de classe 6! sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points, par définition,
fx est continue sur R, sauf en un nombre fini de point.

Théoreme 20.3.

Soit X une variable aléatoire a densité sur (2, .</,P), soit Fx sa fonction de répartition et fx une densité de
X. Alors

VxeR Fx(x)=PX< x)=f fx(e)dt

et PX> x)=1—FX(x)=f fx(r)dt

Démonstration
Par définition, puisque fx = F{ sauf éventuellement en un nombre fini de points, par propriété de
I'intégration

J SK(o)de = lim [Fx(2)l; = lim Fx(x)—Fx(a)=Fx(x)—0=Fx(x)

Enfin, par la relation de Chasles,

1—Fx(x)=J fxmdr—f fx(r)dt=f fx(t)dH'J fx(f)df=f AD)dr

Remarque
Puisque la fonction de répartition définit la loi de X, d’apres ce qui précéde, la connaissance d'une densité
fx permet de connaitre completement Fy, et donc la loi de X.

Propriété 20.4.

Soit X une variable aléatoire a densité, Fx sa fonction de répartition, et fx une densité. Alors
e Pourtout xeR,PX=x)=0
e Pourtous a et b dansRtelsquea < b,

b
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X< b):FX(b)—FX(a)zf f()dt

Démonstration
* On pose, pour tout 7 € N*, A, =[x — + <X < x + 1 |. La suite d’événements (A ,) est décroissante,
et

n
nl—1>I-Poo ,QA’C - [X= x]
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D’apreés la propriété de limite monotone :
PX=x)= lim P(A,)
et

1 1 1 1
lim PA,)= lim P(X<x+—)—]P’(X< x—;)z lim Fx(x+;)—Fx(x—;):O

n—+o0Q n—+oo n n—+oQ

par continuité de Fy.
e D’apres ce qui précede,

Pla <X<b)=PX=a)+P(a <X<b)=0+P(a <X<b)
Les autres se font de la méme maniere. Enfin,

b a b
]P’(a<X<b)=IP(X<b)—IP(XSa)zFX(b)—FX(a)zf fX(t)dt—f fX(t)dt:J f(D)dr

par la relation de Chasles.

3. Reconnaitre une densité
Théoreme 20.5.

Soit f une fonction positive, continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points, telle que

f f()de =1

Alors f estla densité d'une variable aléatoire.

Méthode
Pour démontrer qu'une fonction est une densité, il faut donc montrer trois points :

* que f est positive sur R,
¢ que f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points,
+00

e etque f(r)dt=1.

Exercice 20.2
Soit f la fonction définie sur R par f(x)=e"* si x >0, et 0 sinon. Montrer que f est une densité sur R.

Solution
f estbien positive sur R, continue sur R* et R (donc sur R sauf en un point), eton a

f f(eyde= lim | f(ode

a 0 a
f f(t)dtzJ 0dt+f e_tdt=0+[—e‘x]g=1—e‘“
—a —a 0

=1. Ainsi,
+00
f f(r)dr=1
—0Q

Poura >0,ona

or lim 1—e™
a—+0o00

f est donc bien une densité.

4. Transformation affine
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Théoréme 20.6.

Soit X une variable aléatoire a densité sur (2, .</,P), de fonction de répartition Fx et de densité fx. Soient
a et b deux réels tels que a # 0. Alors Y = aX + b est également une variable a densité, dont une densité
est

Démonstration
On suppose que a > 0. Déterminons la fonction de répartition de la variable aléatoire Y =aX+ b :

x—b x—b
Fy(x)=P(Y<x)=P(aX+b < x):IP’(X< p ):FX( p )
La fonction x — Fyx (%) est une fonction continue (par composée de fonctions continues), et de classe
%! sauf en un éventuellement nombre fini de points (la fonction x — % est 6! sur R et Fx est 6! sauf
éventuellement en un nombre fini de points). Donc la variable aléatoire Y est a densité.
Par définition,

VxE]R, Fy(x)zFx(x;b)

De plus, en tout réel x ol la fonction Fy est de classe 6, on a

=215

a a

Par construction, la fonction fy: x — % fx (%) est positive, continue sauf en un nombre fini de points.
D’apres la relation précédente, fy est une densité de'Y.

La cas a < 0 se traite de la méme maniere, en n’oubliant pas qu’en divisant par a, on changera le sens
des inégalités.

Remarque

Il est inutile d’apprendre ce résultat. En effet, il est souvent plus simple de le retrouver, en partant de
Fy(x)=P(Y < x) et enrevenant a X.

Il. Espérance d'une variable aléatoire a densité

1. Définition

Définition 20.3.

Soit X une variable aléatoire a densité sur (12, .</,P), dont fx est une densité. On dit que X admet une
+00

espérance sil'intégrale t fx(¢)dt est absolument convergente.

—00
Dans ce cas, on appelle espérance de X, et on note E(X) le nombre

+00
E(X)=f t fu(1)dt

—00

Remarque

e Il faut que l'intégrale soit absolument convergente, et non simplement convergente.
¢ Une densité étant positive, on constate que :
V20, |tfx(t)l=tfx(t)etV £ <0, fx(t)| =t fx(1)
+00
Ainsi, I'intégrale f t fx(t)dt est absolument convergente si, et seulement si, les intégrales

—00

0 +00
J tfx(t)dt etJ t fx(t)dt sont convergentes.

—00 0
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Meéthode

Pour montrer qu’une variable aléatoire a densité admet une espérance, on procede en deux temps :
0

¢ On montre que l'intégrale est absolument convergente : pour cela, on calcule J tfx(t)dt et
a

b
f t fx(t)dt et on montre que les intégrales admettent une limite lorsque a tend vers —oo et
0

+00

b tend vers +00. Dans ce cas, d’apres la remarque précédente, f t fx(t)dt est absolument
—00
convergente, et la variable aléatoire admet donc une espérance.

¢ Une fois cela fait, on peut conclure que X admet une espérance, qui vaut alors

0 +00
f tfx(t)dt+j tfx(t)dt,
—00 0

valeurs qu’on aura calculées précédemment.

Exercice 20.3

Soit X une variable aléatoire a densité dont une densité est la fonction f définie sur R par f(x)=0 si
x <0, et f(x)=e"* sinon. Montrer que X admet une espérance, et calculer E(X).

Solution

On a déja vu que f est bien une densité.
0

On constate que f tf(t)dt =0.De plus, pour b >0:

—0Q

b b
f tf(t)dt =J te'dt=1—be?—e?
0 0

(résultat qu'on peut obtenir par intégration par partie) qui admet une limite lorsque b tend vers 4+00
(limites classiques et croissances comparées).
Lintégrale est absolument convergente, donc X admet une espérance, et

E(X):f tf(r)de :J te'dr=1
0

—00

2. Propriétés

Tout comme dans le cas discret, 'espérance est linéaire sous réserve d’existence.

Théoréme 20.7.

Soit X une variable aléatoire a densité sur (2, .</,P) admettant une espérance, et soit a un réel non nul
et b un réel quelconque. Alors la variable aléatoire aX+ b admet également une espérance, et on a

E(aX+b)=aEX)+b

Démonstration

On note fx une densité de X, et Y =aX+ b. Une densité de Y est fy: x — ﬁ fx ( x;h ) Pour simplifier, on
+00
va supposer que a > 0 et on admet que l'intégrale J t fy(t)dt est absolument convergente. Alors, par
—0Q
t=b

changement de variable u = —>,ona

J th(t)dt:f (au+b)éfx(u)adu=f (au+b)fi(u)du

—00 —00 —0Q
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Or, puisque fx est une densité, et que X admet une espérance, on a

f b fx(u)du=>b et f aufx(u)du =aE(X)

—0oQ —0Q

Donc E(Y)=aE(X)+ b.

3. \Variable aléatoire centrée
Définition 20.4.

Soit X une variable aléatoire a densité sur (£2,.</,P) admettant une espérance.

¢ On dit que X est une variable aléatoire centrée si E(X)=0.
¢ Si X n'est pas centrée, la variable aléatoire Y = X — E(X) est une variable aléatoire a densité centrée.

lll. Lois a densité usuelles

1. Loi uniforme
a. Définition

Définition 20.5.

Soit X une variable aléatoire sur (£, .</,P). On dit que X suit la loi uniforme sur l'intervalle [a; b], et on
note X — %/ ([a; b)), si X est une variable aléatoire a densité, de densité

1 g
3= Sixe€la;b]

f(x)={ 0 six ¢[a;b]

La loi uniforme sur [a; b] est la méme que sur [a; b, ]a; b] ou ]a; b|.

Remarque
La fonction f est bien une densité. En effet, f est continue sur R\{a; b}, positive sur R, et

+o00o b b
1 t b a
1)dt = dt = = — =1
f_oo ) L b—a [b—a]a b—a b-—a

Remarque
Si X — 2([0;1]), alors une densité de X est la fonction f définie par f(x)=1si x €[0;1], 0 sinon.

b. Propriétés

Théoréeme 20.8.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a; b].
¢ Lafonction de répartition de X est la fonction Fy définie sur R par

0 six<a
Fx(x)=1 3=5 sia<x<b
1 six>b

* X admet une espérance, et E(X) = “2.

Démonstration
e Pour x <a,ona

f fx(t)dt=f 0dt=0
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Poura<x<b,ona
S | 1 x X a xX—a
t)dt = dt= t| = — =
foofX( ) L b—a [b—a L b—a b—a b—a

Enfin, pour x > a,on a
X b
f ﬁ((t)dtzf K)dr=1
—00 a

e Pour le deuxiéme point, calculons

+00 b 1
foo |tf(f)|dt=L |f|mdf

Cette intégrale converge, puisqu’il s’agit d'une intégrale sur un segment, et que la fonction ¢ — |¢|
est continue. Donc X admet une espérance, qui vaut

+o00 b L [2]"_b’—a® _(b—a)b+a)_a+b
E(X)=J tf(t)dt=L fm‘”:m[ﬂ 2(b—a)  2(b—a) 2

Proposition 20.9.
Soient a et b deux réels, tels que a < b. Alors

X—>%([01)eY=a+(b—a)X— % ([a; b))

Démonstration
En effet, siY = a + (b —a)X alors, pour tout réel x

Fy(x)=Pla+(b—a)X < x):P(x< Z_“)zFX(Z:Z) et donc Fy(x) = Fy(a + (b —a)x)

* SiY— %|[a;b], alors
- six<0,a+(b—a)x <adoncFx(x)=Fy(a+(b—a)x)=0
- si0<x<1,alorsa <a+(b—a)x < b doncFx(x)=Fy(a+(b—a)x)= (“+(bb__“ da _ (boa)x _
- six>1,alorsa+(b—a)x > b doncFx(x)=Fy(a+(b—a)x)=1.
On reconnait la fonction de répartition d'une loi /[0;1] : X — 2/[0;1]
e SiX— %[0;1], alors
- si x <a alors 3=% < 0donc Fy(x)= Fx(b;) 0
- sia< balor50<ifl 1 donc Fy(x)=Fx(3=2)=
- six> b alors 3=2 > 1 donc Fy(x)=Fx (3=2)
On reconnait la fonctlon de répartition d'une loi

Il
=
|
2

|
B
S
)

t‘Dw|

;/[a b]: X — %[a;b]

2. Loi exponentielle
a. Définition

Définition 20.6.

Soit X une variable aléatoire sur (1, .</,P) et A > 0. On dit que X suit la loi exponentielle de parametre A,
et on note X — &(A), si X est une variable aléatoire a densité, de densité

_)\‘x .
Flx )_{ Ae s¥x>0

six<0

La loi exponentielle est a support sur R* mais peut étre également définie a support sur R}

Remarque
La fonction f est bien une densité. En effet, f est continue sur R*, et positive sur R. De plus,

a—+00

f f()dt= lim fodte
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Soit a > 0, alors

a 0 a
f(t)dtzf 0dt+f heMdt=[—e ] =1—e
—a —a 0

f f(yde=1

ra

et lim 1—e"*=1.Donc
a—+o0

et f est bien une densité.

Remarque
On peut simuler une loi exponentielle avec grand.

Scilab 20.10. Simulation d’une loi exponentielle

// Auteur : Crouzet

// Date : 13/07/2015

// Résumé : fonction simulant une loi exponentielle de parametre lambda
=0.5

clf; clc; // On efface et réinitialise la fenétre graphique
N=10000;

lambda=0.5
titre='Loi_exponentielle_de_paramétre_lambda='+string(lambda)+'_-_N='+
string(N)

Xx=0:0.1:10

y=lambdaxexp (-lambda*xx) // Densité de la loi exponentielle
t=grand(N,1,"exp",1/lambda) // exp : loi exponentielle. Attention, le
parametre est 1'espérance

histplot(x, t, style=5); // On représente par classe d'écart 0.1 pour
représentation
plot2d(x,y,rect=[0,0,8,lambda+0.1],style=1) // On représente la densité

xtitle("", "Classes", "Effectifs_par_classe_normalisés")
legend(titre)

a=get("current_axes");

a.font_size=1;

a.x_location="bottom";
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0.6

Loi exponentielle de paramétre lambda=0.5 - N=10000

0.55

0.45 1|X
0.4 4 ||Mh
0.35
0.3
0.25 IS

0.2 H A N

Effectifs par classe normalisés

0.15

0.1 4

0.05

b. Propriétés

Théoreme 20.11.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A > 0.
¢ Lafonction de répartition de X est la fonction Fx définie sur R par

0 six <0
FX(X)Z{ l1—e™* six=0

¢ X admet une espérance, et E(X) = %

Démonstration
Notons fx la densité vue précédemment.

X X
FX(x)zf f(t)dtzf 0dt=0
—00 —00
Pour x >0,on a

X X X
Fx(x)ZJ f(t)dt=J 0dt+f 7»e‘“dt=[—e‘7"];€=l—e_M
—o0 0

—00

e Pour x <0,0ona

e Pour le deuxiéme point, remarquons que

+00 +00 +00
J |tf(t)|dt:f |t|7\e“dt:f the Mdt
—00 0 0
+00

Donc l'intégrale est absolument convergente si et seulement si l'intégrale f the M dt existe

0
et est finie.
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Soit a > 0. Par intégration par partie, on obtient

a a _ A% ,ha
the Mdt= e‘“dt:[ ° ] L
o 0 A A A

—\a

Or lim
a—+00

+

. Ainsi, cette intégrale converge, donc X admet une espérance, qui vaut

E(X)zf tf(t)dtzf txe*“dtzl
o A

>~
>~

Proposition 20.12.

Soit A > 0. Alors )
X—>&1)e=Y= XX% EMN)

Démonstration
Pour tout réel x, on a
Fy(x)=P(X < x) = P(AY < x) =P(Y< %) =FY(%) et donc Fy(x) = Fx(Ax)
* SiY<— &(A), alors
x x £
Y x<0, Fx(x)zFY(X)=0etV x>0, FX(x)zFY(X)z l—e M =1—¢7*
On reconnait la fonction de répartition d'une loi &(1) : X — &(1).
e SiX<— &(1), alors
YV x <0, Fy(x)=Fx(Ax)=0etV x>0, Fy(x)=Fy(Ax)=1—e *=1—¢**

On reconnait la fonction de répartition d'une loi &(A) : Y — &(A).

c. Loisans vieillissement
Définition 20.7.

Soit X une variable aléatoire a valeurs positives, et telle que pour tout x = 0, P(X > x) > 0. On dit que la loi
de X est sans vieillissement si

Y (x,y)e(®RY)?, Pxsy)X >y + x)=P(X> x)

Remarque
Par définition des probabilités conditionnelles, la loi de X est sans vieillissement si et seulement si,

Y (x,y)e®RY)?, PX> y+x)=P(X> x)PX> y)

Exemple 20.4
La loi géométrique ¥(p) est la seule loi discrete sans vieillissement.

Théoreme 20.13.

Soit X une variable a densité, a valeurs positives, et telle que V x > 0, P(X > x) > 0. Alors X est une variable
sans mémoire si et seulement si X suit une loi exponentielle.

Démonstration
e Montrons que si X — &(A), alors X est sans mémoire. Soient x, y deux réels positifs. Puisque
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Fx(x)=1—e*, alors P(X> x)=1—P(X < x)=1—Fx(x) = e™*. Donc
P(X>y)Nn(X>y+x))

IP’(X>y)(X>y+x)= P(X>y)

Or(X>y+x)NX>y)=X>y+x). Donc
PX>y+x) e Mty
PX>y) ey

PxspyX>y +x)= =e M =P(X> x)

* Réciproquement, soit X une variable aléatoire a densité, a valeurs positives, et sans mémoire.

Notons Fyx sa fonction répartition, et notons G = 1 —Fyx. G est continue, et puisque X est sans
mémoire, par définition, on a donc

Y (x,y)e®")?, G(x +y)=G(x)G(y)
On peut montrer (d’abord sur N, puis sur Q et enfin par continuité sur R) qu’alors, pour tout x > 0,
G(x) — exln(G(l))

Donc, pour tout réel x > 0, Fx(x)=1—G(x)=1—e* avec A = —In(G(1)) > 0. Donc X suit la loi
exponentielle de parametre A.

3. Lois normales

a. Théoréme de Moivre-Laplace

On se fixe un réel p €]0; 1[. Pour tout n > 1, soit Z,, une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametre

p et n, que l'on centre et réduit.
On a représenté ci-dessous Z g, Zs, €t Z199 pour p =0,50, en utilisant le programme Scilab ci-dessous.

Scilab 20.14.

// Auteur : Crouzet
// Date : 13/07/2015
// Résumé : représentation du Théoréme Central Limite

clf; clc; // On efface et réinitialise la fenétre graphique

// On va simuler des lois binomiales de paramétres n=10, 50 et 100 avec
p=0.5

N=100000;

n=[10,50,100];

p=0.5

x = [-5 : 0.1 : 5]; // Fenétre de représentation
y=exp(- (x.72) / 2) ./ sqrt( 2 x %pi ); // Densité de la loi normale
centrée réduite

// Pour chacun des trois parametres, on effectue une simulation
for i=1:3
z = (grand(1,N,"bin", n(i), p)-n(i)*p)/sqrt(n(i)*px(1-p)); //
On simule une loi binomiale, qu'on centre et réduit
L=([-1:n(i)]1-n(i)*p+1/2)/sqrt(n(i)*p*(1-p)); // On d
écoupe pour améliorer la représentation graphique
subplot(1,3,1);

plot2d(x, y,style=1)
// On affiche 1la densité de 1la 1loi
binomiale
histplot(L, z, rect=[-5,0,5,0.45],style=5) // On
affiche Zn
leg="n="+string(n(i))+'_et_p="+string(p)

=
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// On affiche la légende
legend(leg)
if i==2; xtitle("Illustration_du_Théoreme_Central_Limite"); end
a=get("current_axes"); a.font_size=1; a.x_location="bottom";
end

Illustration du Théoréme Central Limite

0.45 0.45 0.45
—n=10 et p=0.5 —n=50 et p=0.5 —n=100 et p=0.5
0.4 0.4 A 0.4 h
A ! \
0.35 0.35 0.35 , \
0.3 0.3 0.3
0.25 0.25 0.25
0.2 A 0.2 A 0.2
0.15 0.15 0.15
0.1 0.1 0.1
0.05 0.05 0.05
0 1= | L 0 1= | T 0 =5 L
4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

On constate que les suites de variables aléatoires Z,, s'approche d'une loi de probabilité dont la densité semble
étre une courbe “en cloche”.

Théoréme 20.15. Moivre-Laplace

Soit p €]0; 1[. On suppose que, pour tout entier naturel n non nul, la variable aléatoire X,, suit une loi
binomiale de parametres n et p.
Pour tout n = 1, on pose

Xn —np

v np(l—p)

Z,=
Alors, pour tous réels a et b telsque a < b, on a

b
1 Xz
lim Pla<Z,< b)=f —e Zdx
a

n—+o00

Remarque

¢ Ondit que la suite de variables aléatoires (Z,,) converge en loi vers la loi dont la densité est donnée
par le théoréme de Moivre-Laplace.
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¢ Le théoreme de Moivre-Laplace est une cas particulier d'un théoréme essentiel de la théorie de la
probabilité : le théoréeme central limite.

REFERENCE HISTORIQUE

Le théoreme de Moivre-Laplace a été d’abord démontré par Abraham de Moivre pour p =0,5 en 1733.
Le cas général a été démontré par Pierre Simon de Laplace en 1812.

b. Loi normale centrée réduite
Définition 20.8.

Soit X une variable aléatoire sur (£2,.</,P). On dit que X suit la loi normale centrée réduite, et on note
X — A4(0,1), si X est une variable aléatoire a densité, de densité

1 2
2

—e
V2

Remarque
On admet que f définit bien une densité : on peut en tout cas observer qu’elle est continue, positive.

Remarque
On peut simuler une loi normale centrée réduite avec grand.

Scilab 20.16. Simulation d’'une loi normale centrée réduite

// Auteur : Crouzet

// Date : 13/07/2015

// Résumé : fonction simulant une loi normale de paramétre mu=0 et sigma
=1

clf; clc; // On efface et réinitialise la fenétre graphique
N=10000;

mu=0
sigma=1

titre="'Loi_normale_centrée_réduite'

x=-5:0.1:5
y=1/sqrt(2*%pi)*xexp(-x**2/2) // Densité de la loi exponentielle
t=grand(N,1,"nor",mu,sigma) // nor : loi normale

histplot(x, t, style=5); // On représente par classe d'écart 0.1 pour
représentation
plot2d(x,y,rect=[-5,0,5,0.5],style=1) // On représente la densité

xtitle("", "Classes", "Effectifs_par_classe_normalisés")
legend(titre)

a=get("current_axes");

a.font_size=1;

a.x_location="bottom";
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0.5

Loi normale centrée réduite
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Classes

c. Propriétés

Théoreme 20.17.

Soit X une variable aléatoire a densité suivant la loi normale centrée réduite.
¢ Sa fonction de répartition est notée @ :

x
1 2
@(X)Zf 1/7_“@77dt

¢ Pour tout réel x, ®(—x)=1—(x), et ®(0)= %
e Pour toutréel x, P(—x < X< x)=2d(x)—1.
¢ X admet une espérance, et E(X)=0.

On ne peut pas simplifier cette expression, car on ne connait pas de primitive de f.

Démonstration

e Le premier point est la définition de la fonction de répartition.
e Par définition,

tb(—x)zf f(t)dt
Posons u =—t (on admet ici qu'on peut le faire sur I'intégrale impropre). Alors
X +00
®(—x) =f fl=u)—du)= f f(u)d u par parité de f
+00 X
Ainsi
X +00 +00
<I>(x)+<I>(—x)=f f(t)dt+f f(t)dtzj ftde=1
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e Ona

D’apres le résultat précédent,
Pl—x <X<x)=0(x)—(1—P(x)=20(x)—1

* On admet la convergence absolue. Calculons

+00 1 +00 e
E(X)_f_oo tf(t)dt—ﬁf_oo te

Posons a > 0 et calculons

a—+0Q
—a

a
2
ainsi, lim j te” 7 =0.etdonc E(X)=0.

Remarque
Vous verrez 'année prochaine que X admet une variance, qui vaut 1. D’ou1 la notation .40, 1).

d. Loi normale 4 (u,o?)

Définition 20.9.

Soit X une variable aléatoire sur (2, .¢/,P), p. €R, o € R}. On dit que X suit la loi normale de paramétre
(u,0?), et on note X — .4/ (u, 02), si X est une variable aléatoire a densité, de densité

)2
)= ——e

gvV2T

Remarque
On admet également que f est bien une densité.

Théoreme 20.18.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale de parameétres (u, 52). Alors X admet une espérance,
et E(X)=.

Remarque
Vous verrez 'année prochaine que X admet une variance, qui vaut . Ainsi, o représente I'écart-type de
laloi normale.

Proposition 20.19.

Soitp eR et o> 0. Alors
X—
X o M, 02 o X = =% s _4(0,1)
o}
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Exercices
Variables aléatoires a densité

Exercices

Répartition et densité

Exercice 1 Fonctions de répartition (15 min.)
Parmi les fonctions suivantes, déterminer celles qui définissent la fonction de répartition d’'une variable
aléatoire a densité. Le cas échéant, déterminer une densité associée.

e’ six<O0 0 six<1
Fl(x)_{ 1 sinon FZ(x)_{ I six>1

Exercice 2 Densités (15 min.)
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer celles qui définissent une densité d'une variable aléatoire a
densité. Le cas échéant, déterminer la fonction de répartition associée.
1+x sixe[-1;0]
f(x)={ 1—x sixe€]0;1]
0 sinon

1 e*
T P9 e

filx)

Espérance

Exercice 3 L'espérance est esclave (20 min.)
Déterminer |'existence, et le cas échéant la valeur de I'espérance des variables aléatoires dont la fonction de
répartition, ou la densité est donnée dans I’exercice 1 ou 2.

Variables aléatoires a densité

Exercice 4 Une variable aléatoire sans espoir (15 min.)

Soit f la fonction définie sur R par
a

f(x)={ e

1. Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité d'une certaine variable aléatoire X.
2. Déterminer la fonction de répartition associée a X.
3. Montrer que X n'admet pas d’espérance.

six=>1
sinon

Exercice 5 Des variables aléatoires (30 min.)
Soit f la fonction définie sur R par
e* six<0
0 sinon
Montrer que f est une densité de probabilité d'une certaine variable aléatoire que I’on notera X.
Déterminer la fonction de répartition associée.
Montrer que X admet une espéarnce, et la calculer.
On pose Y =X? et on admet que Y est une variable aléatoire.
(a) Déterminer la fonction de répartition de Gde Y.
(b) Montrer que Y est une variable a densité et déterminer une densité g de Y.
(c) Répondre aux mémes questions avec Z =2X+1.

L .
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000 Exercice 6 EML 96 (30 min.)
7 si —In2< x<In2
. e si—In2<x<In
oit f(x)= . .
Soit f(x) { 0 sinon

1. Montrer que f est une densité de probabilité d'une certaine variable aléatoire, que I'’on notera X.
2. Déterminer la fonction de répartition associée.
3. Montrer que X admet une espérance et la calculer.
4. OnposeY =|X| et on admet que Y est une variable aléatoire.

(a) Déterminer la fonction de répartition G de Y.

(b) Montrer alors que Y est une variable a densité, et déterminer une densité g de Y.

A. Crouzet 485 ©©O®S0



Chapitre 20 : Variables aléatoires a densité

A. Crouzet 486 GI0IQE)



Chapitre 20 : Variables aléatoires a densité

Corrigeés

Variables aléatoires a densité

Corrigés des exercices

Exercice 1
F, est continue, et de classe € sur ]— co;0[ et sur ]0; +0o[ comme fonctions usuelles. De plus,

lim Fy(x)=e’=1= lim F;(x).
x—0~ x—0+

De plus, F, est croissante sur R, de limite 0 en —co, et 1 en +co. Comme F; est continue sur R, 6! sur R sauf
éventuellement en 0, c’est donc la fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité. Une densité est
donnée par la dérivée de F; sur | — 00o;0[ et sur ]0;+00][, et par une valeur arbitraire positive en 0. Par exemple,

une densité est
flixem e* six<0
L 0 six=0
De méme, F, est croissante, de limite 0 en —oo et 1 en +00, de classe €' sur |—o0o; 1] et sur ]1;4+00[, et on a
lim Fy(x)=0= lim F,(x)
x—1t x—1-
Ainsi, F, est continue sur R, de classe 6! sur R sauf éventuellement en 1. C’est donc la fonction de répartition
d’'une variable aléatoire a densité, dont une densité est donnée par (en donnant une valeur arbitraire en 1) :
0 six<1

fix— 2 .
{ T x2 simon

Exercice 2

Remarquons que les trois fonctions sont positives sur R, continue sur R (sauf éventuellement en —1,0 et 1
pour f3). Il reste a calculer leur intégrale sur R.

¢ On utilise la relation de Chasles pour 6ter la valeur absolue. Soient A < 0 < B deux réels.

B 0 B
f filx)dx ffl(x)dx+f filx)dx
A A 0

| B

f dx+f
A L—x 0

[—In(|1— x ]} +[In(|1 + x ]I
ln(l—A)+ln(1+B)A — +00

——00,B—+00

dx
X

Donc f; n'est pas une densité de probabilité.
¢ De méme, soient A< 0 < B. Alors

B B e
L fZ(JC)dJC = L mdx

1 B
[_1+ex]A

1
= —)]_

_1+eB 1+ep
———— ——

— 0 —1
A——00 B—+o00

+oo
Ainsi, f fo(x)dx =1: f, est une densité de probabilité.
—00
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¢ Constatons, pour f3, queJ f3(x)dx=0 etf f3(x)dx =0. Ainsi

1
f flx)dx = ffs(x)dx
o 1
= f f3(x)dx+f f3(x)dx
o o
= f 1+xdx+f 1—xdx
-1 0

%21 prak
X+ — x——
2 2 |,

+

-1

1 1
= —|-1+=|+1-==1
2 2

f; est donc une densité de probabilité (et on peut remarquer qu’elle est continue sur R).
Il nous reste a déterminer les fonctions de répartition associées aux densité f; et f.
e Pour f,, I'expression de f, étant valable sur R, on calcule rapidement :

X
Fo(x)=P(X < x):f fH(e)dt
x t
- limf e

Ao—oo | (1+e?)

1 X

= lim [— ]

A——oco| l14el J5

. 1 1 1
= lim — —— =— +1
A-—oco  ]1+ex 1+eA 1+ex
Bilan : la fonction de répartition associée a f, est donc

ex
1+ex

VxeR, F(x)=

¢ Pour f3, I'expression de la densité impose de traiter 4 cas : un cas par définition de f;.
*x Six€]—o00,—1]:

* Sixe€]—1,0]:

Fs(x)

—00
-1

0dt+ (1+ t)dt

fg,(t)dt+ f(r)de
-1

1
%%%
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* Six€]0,1[:

Fs(X)=J f(t)de

-1 0 X
:f 0dt+f 1+tdt+f 1—¢tdt
—00 —1 0

210 271
r+— r——
2 2

=0+ +

—1

1 x?
=0+-+x——
2 2

0

* Enfin,six>1:

Fs(x)zf AGLY
A 0

1 X
:f Odt+j 1+tdt+f 1—tdt+f odr
—00 -1 0 1

11
=0+-+-+0=1
22

On peut donc conclure que :

0 six<—1
1 x? :
5+xX+5%5 si—1<x<0
VxeR, Fyx)={ 2 2 D
stXx—% si0<x<1
1 six=>1
dont on peut tracer la courbe représentative :
A
1..
0 1 ' i

Exercice 3

1. f estcontinue sur R sauf éventuellement en 1. Elle est positive si a = 0. Déterminons son intégrale sur R.

SoitA> 1. Alors

A Ay
foof(x)dx = 0+ 1 de
=)
—1/2 ],
— 5 2a 9
- a ‘/KA—>+<>0 a

+00
Ainsi, f f(x)dx =1sietseulementsi2a =1, c’est-a-dire a = %, qui est bien positif.
—00

Bilan : f est une densité de probabilité si et seulement si a = .

X
2. Par définition, la fonction de répartition F est donnée par F : x — J f(t)dt. Ainsi
—0Q
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X
. Six<1:F(x):J 0dt =0.

. (eo]
e Six>1: .
X X
1 1712 1
F(x)= 0dt+ | —=dt=|-—+| =1——=
() f_oo ﬁ 2641 [2—1/2 . Jx
Ainsi
. { 0 six<1
X 1 .
1- 7= six> 1
+00
3. X admet une espérance si et seulement si l'intégrale x f(x)dx est absolument convergente, c’est-a-
—0Q0

0 +00

dire si et seulement si les intégrales J xf(x)dx et f x f(x)dx sont convergentes car la densité f est

0

—00

positive.

0
o f xf(x)dx=0.

&
e SoitA> 1. Alors

A 1 Ay

J;) xf(x)dx = Lde+f1 mdx
[val;

VA-1 — 400

A—+00

Lintégrale ne converge donc pas.
Ainsi, X n’admet pas d’espérance.

Exercice 4

+00

1. f estpositivesur R, continue comme fonctions usuelles sur R sauf éventuellement en 0. De plus, f f(x)dx =0.

0
Soit A< 0. Alors

——0Q

0 0
f f(x)dxzf e“dr=[e"=1-¢" —
A A A

Ainsi, f est bien une densité de probabilité.
2. Notons F la fonction de répartition. Si x < 0, alors

F(x)= Lo f()de= lim [e']{ =e

X 0
F(x)zf f(t)dtzJ eldr=1

etsi x =0, alors

Ainsi,
{ e* six <0
F:x— .
1 sinon
+0o0o
3. X admet une espérance si et seulement sil'intégrale x f(x)dx est absolument convergente, c’est-a-
—00

0 +00

xf(x)dx et f x f(x)dx sont convergentes car la densité f est
0

J tf(t)dt =0
0

dire si et seulement si les intégrales f
—0Q

positive. Ici,
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0 0
f tf(tydet = f te'dt
A A

0
= [tet]i—f e'dt (fonctions de classe 6")
LP.P N

Soit A< 0. Alors

= —Aet—(1-eY P —1 par croissances comparées
——00

Ainsi, X admet une espérance, et E[X]=—1.
4.
(a) Soit x €R. Alors

a
e
[

P(Y < x)
= PX*<x)

Six<0,alors(X>< x)=@ et P(X?>< x)=0.
Si x 20, alors

G(x) = P(X|<vX)
P—vx <X<VX)
PX < vVx)—PX < —v/%)
F(vx)—F(—vx)
l1—e V™
Ainsi
G:x 0 six<0
M —
: 1—eY* sinon
(b) F estde classe €' sur R sauf éventuellement en 0. De plus,
lim G(x)=0= lim G(x)
x—0+ x—0—
Ainsi, G est continue sur R, et Y est donc une variable aléatoire a densité. Une densité est donnée par (en
prenant une valeur arbitraire en 0) :
{ 0 six <0
g:x— -

eVE L
575 sinon

(c) Notons H la fonction de répartition de Z. Alors, pour tout réel x,
H(x) = PZ<x)
= P2X+1<x)

ooe=2)
- (=)

Ainsi, F étant continue sur R, ¢! sur R saufen 0, et x — XT_I étant de classe 6! sur R, par composée, H est

continue sur R, ¢! sur R sauf en 1. Z est donc une variable aléatoire a densité, dont une densité est donnée
par

x—1 .
hexo ] 267 six<l
) 0 sinon

Exercice 5

1. Lafonction f est positive sur R, continue sur R sauf éventuellement en —In2 et en In 2. Il reste a calculer
son intégrale sur R, c’est-a-dire ici sur [—In2;In2] puisqu’elle est nulle en dehors. En utilisant la relation de
Chasles (obligatoire a cause de la valeur absolue) :

In2 0 In2
flx)=dx = f e(x]dx+f e “dx
0

—In2 —In2

= e, + e

= l—e M 4(—e 24
1 _eln(l/Z] _eln(1/2) +1

X]O

11
= 1-———+1=1
2 2
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Ainsi, f est bien une densité de probabilité.

2. Par définition de la densité, on doit distinguer selon la position de x par rapport a—In2, In2 mais également
0 pour le calcul.

X
o Six<—ln2,F(x)=f 0dtr=0
oo

e Si—In2<x<0, alors

X x 1
F=| flyde=| e dr=[e'l,,=e"—
—00 In2 2

e Si0< x<In2, alors

X 0 X
1 3
F(x)= f(nde= e'dr+ | e'dr=[e']’, ,+[-€e'li=-—e*+1==-—¢"
—0Q —In2 0 2 2

e Enfin, si x >1n2, alors
In2

FUJ:f f(t)dt= f(de=1
—00 —In2

Bilan : on obtient la fonction de répartition suivante :

0 six <In2

ex—% si—In2<x<0

3_e* si0<x<In2

1 six>In2

et on peut vérifier qu’elle est bien continue en —In2, 0 et In2.

3. X étant a support fini (puisque f est nulle en dehors de [-In2;In2], X admet une espérance. En utilisant
la relation de Chasles, puis une intégration par parties (les fonctions étant de classe 6 sur les intervalles

considérés) :
+00 In2
f xf(x)dx f xf(x)dx

—00 —In2

0 In2
= J xexdx+j xe *dx
—In2 0
0 In2
= ([xe"]glnz—f exdx)ﬂ—([—xe_x]g‘z—J —e"%ix)
—In2 0

— ln_z_[ex]o _ln_z_[e—x]lnz

2 In2 2 0

11
= —1+=—(=—1)=0
2 2

Ainsi, X admet une espérance, et E[X]=0.

Remarque

La densité f étant paire, x — x f(x) est impaire, et donc son intégrale sur un intervalle centré en 0 est
nulle.

4.

(a) Soit x un réel. Ainsi, G(x)=P(Y < x) =P(|X]| < x).
e Six<0,(X|<x)=0etP(X|<x)=0.

e Si x>0, alors

G(x)

P(X| < x)

= P(—x<X<x)
PX<x)—PX<—x)

= F(x)—F(—x)

Si x >1n2, alors
G(x)=F(x)—F(—x)=1-0=1

Si0< x <In2,alors F(x)=3—e et F(—x)=e* — 3, et donc

3 1
G(x)= z—e_x—(ex—i)zz—e_x—ex
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Ainsi,

0 six <0
G:x—<{ 2—e*—e* si0<x<In2
1 six>1n2

(b) Gestde classe 6" sur chacun des intervalles ]— 00; 0[, ]0;In2[ et ]In2; +00o[ comme sommes de fonctions
usuelles. De plus, elle est continue en 0 et en In2 (calcul rapide des limites). Donc G est continue sur R, de
classe 61! sur R sauf 0 et In2 : Y est donc une variable aléatoire a densité, dont une densité est la dérivée de G
l1a ot elle est dérivable, et en prenant des valeurs arbitraires pour 0 et In2. Ainsi, une densité est

0 six<O0
g—4 €—e* si0<x<In2
0 six>In2
493 @®®0
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