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La présentation, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans U'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les
résultats de leurs calculs.

L'usage de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdit. Seule l'utilisation d’'une regle graduée
est autorisée.

Si au cours de l'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’'énoncé, il la signalera sur sa copie
et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Exercice 1

Solution.
1. f estde classe 4 sur R? en tant que somme de fonctions polynomiales.

2. (a) fétant 62, elle admet des dérivées partielles en tout point, et pour tout (x, y) € R? :

g — 443 _ _ ﬁ — 13 _
ax(x,y)—4x 4(x—-y) et ay(x,y)_4y +4(x—-y)

(b) Le gradientde f estnul en (x, ) si et seulement si

{ g—ﬁ(x, V)
% (x, )

0 4x3-4(x-y) = 0
0 43 +4(x-y) = 0

{ WB-x+y = 0
< 3

yv+x-y = 0
(c) Onrésout alors le systeme précédent :

3 3

x*—-x+y = 0 x’—-x+y =0
3 _ < 3,.3 _
yv+x-y = 0 x’+y =0 Ly <~ Lo+14
WB-x+y = 0
= {5 = (-x°
3_ -
- ‘{x x+y = 0
y = X
{x3—2x =0
S
y = X
{x(x2—2) =0
o
y = X

< (x=0,y=0) ou(x:\/i;y:—\/i) ou(xz—\/i;y=\/§)

Il y a donc trois points critiques : (0,0), (V2,-V/2) et (—=v2,V/2).




(@) f admet des dérivées secondes en tout point, car de classe €2, et on a pour tout (x, y) € R? :
p p y

*f 2
W(x, y) = 12x“ -4
*f ’f
] = y = 4
0x0y 6) 0y0x )
’f 2
(x,y) = 12y°-4
0y?
(b) D’apres les résultats précédents, on a
5 (-4 4
V<(0,0) = 4 _4)

2 20 4
V2 (V2,-V2) 1 20)

20 4
2 —
VZ(=v2,V2) T 20 )
(c) Apres calcul du déterminant det(V? - L) pour chacune des trois matrices, on obtient que :

* V2(0,0) a comme valeur propre 0 et 8. Puisque 0 est valeur propre, on ne peut pas conclure
quand a la nature du point critique.

e V2(v2,-v2) et V?(-v/2,v/2) ont comme valeur propre 16 et 24 qui sont toutes les deux
strictement positives. Ainsi il y a un minimum local en les deux points critiques (V2,-V/2)

et (—v/2,/2), valant
fV2,-v2) = f(-V2,v2) = -8

» Onremarque que f(x,x) =2x* > 0 au voisinage de 0, et f(x,—x) = 2x* —4x? = 2x?(x* - 2)
qui est négatif au voisinage de 0 (si x €] — v/2; v/2[. Ainsi, il n'y a pas d’extremum au point
critique (0,0).

(@
Remarque. — Attention : erreur d’énoncé originel : il manque un carré.
Ona

fx, 1) —(x* =22 = (1 -2)* = 2(x + y)* Ayt o2— P -t —ax® 44 -

(y4 —4y2 +4) —2(x2 +2xy+y2)
= —2x2+4xy—2y2+4x2—4+4y2—4—2x2—4xy—2y
= -8

Le calcul précédent montrer que pour tout (x, y) € R2, ona
f6y) = fF(V2,-V2) + (x* =2)* + (17 -2 +2(x + Y)* = F(V2,-V2)

Ainsi, f(v/2,-v2) = f(=V/2,+v/2) est un minimum globale.

(a) On veut simplement calculer f(x,y) :




Programme Scilab 1

function z=f(x,y
z=x"4+y"4-2% (x-y) "2
endfunction

x=linspace (-2,2,101
V=X
fplot3d(x,vy, £

(b) On doit avoir deux minima globaux sur notre courbe, et un point critique en (0,0). La nappe 2
est exclue, de méme que la 3 (qui semble avoir des minimas pour x = —2. Ainsi, la nappe 1 estla
bonne réponse.

Exercice 2

Solution.

1. (a) Soient P et Q deux éléments de E, et A un réel. Alors, pour tout réel x :

1
@AP+Q)(x) f AP+ Q)(x+ r)dt
0

1
f AP(x+ 1)+ Q(x+ n)dr
0

1 1

)\f P(x+1ndt +f Q(x + y)dt par linéarité de I'intégrale
0 0

Ap(P)(x) +¢(Q)(x)

Ceci étant vrai pour tout réel x, on en déduit que @ (AP + Q) = A@(P) + ¢(Q) : ¢ est bien linéaire.

(b) Par calcul rapide, pour tout réel x :

1
| ae=1
0
1

1
@ple)x) = fx+tdt=x+—
0 2

®(ep)(x)

1 1 1
P(ex)(x) f (x+ t)zdt:f X2 +2xt+ tzdt=x2+x+§
0 0

Ainsi, ceci étant vrai pour tout réel x, on a
1 1
¢(eo) =ep, le))=er+ 56 et ple)=ex+er+ 3%
(c) Remarquons que @(eg) € E, ¢(e1) € E et @(e2) € E. Ainsi, par linéarité de ¢, pour tout © € E, on
peut écrire u = aey + bey + ce, et alors @(u) = ap(eg) + bp(e) + cp(e2) € E car E est un espace

vectoriel. Donc ¢(u) € E.
Bilan : @ estlinéaire, de E dans E, et est donc un endomorphisme de E.




2. (a) D’apres la question 1b on en déduit :

>

Il
o O =
S =N
WO

(b) A esttriangulaire supérieure, a termes diagonaux non nuls : elle est donc inversible. Puisque
A est la matrice de ¢ dans une base de E, on en déduit que ¢ est bijective, et est donc un
automorphisme de E.

(c) Aesttriangulaire : ses valeurs propres sont donc sur sa diagonale, et ne possede donc que 1
comme valeur propre. Si ¢ était diagonalisable, A le serait et on pourrait écrire (en utilisant les

1 0 0
valeurs propresde A)A=P| 0 1 0 |P~! =15 ce qui est absurde.
0 0 1

Bilan : ¢ n’est pas diagonalisable.

3. On complete la valeur de A et on renvoie A” :

Programme Scilab 2

n=input ('entrez une valeur pour n
A=[1 1/2 1/3; 0 1 1; 0 0 1
disp (A™n

4. (a) Soit P la proposition définie pour tout entier n par P, : “il existe un réel u, tel que A" =

1 n/2 u,
0 1 n |”
0 o 1

e Pour n =0, Py est vraie, en posant g = 0 puisque A® = I5.

» Supposons la proposition P,, vraie pour un certain entier 7 fixé. On peut écrire, par hypo-

1 n/2 u,
thése de récurrence, A =| 0 1 n |. Mais alors
0O 0 1
An+1 AAn
1 1
= 0 1 1 0 1 n
0 0 1 0 O 1
1 n/2+1/2 u,+n/2+1/3
= 0 1 n+1
0 0 1
1 (n+1)/2 up4
= 0 1 n+1
0 0 1

avec Up+1 = Up + 75 + % P,.1 est donc vraie.




Bilan : d’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout entier n, et on a

1 n/2 uy,
A"=|0 1 n |, avec uy =0 et pour tout entier n,
0 o0 1

u =u +n+1—u +1(3n+2)
n+l — Un 2 3— n 6

(b) On écrit u; = u0+é(3><0+2), Uy = U +%(3>< 1+2),-- up= un,1+é(3x (n—1)+2), et on ajoute.
Les termes se télescopent, et on a

1 1 1
Un u0+g(3x0+2)+g(3x1+2)+-~-+6(3><(n—1)+2)

1 n-1
= u0+g 3Zk+2n

k=0
1( (n-1n )
= —|3————+2n
6 2
_ 13n2—3n+4n_3n2+n
6 2 12
o ) 3n%+n
Ainsi, pour tout entier n, on a u, = 2

(c) Onregroupe les résultats précédents : pour tout entier n, on a

1 2 3n’+n
; 2 2
A"=|0 1 n
0 0 1
Exercice 3
Solution.

1. (a) Par définition, on a pour tout réel x :

Fw (x)

PW<x)

= P(In(V)<x)

= PInV) > -x)

= PVze™

= 1-P(V<e ¥ =1-Fye)=e® care *>0

(b) Lafonction Fy est de classe € sur R (composée de fonctions de classe € 1y donc W est une
variable a densité.

2. (a) Six<0,Fy,(x)=0puisque Y,(Q) e R*.




(b)

(a)

(b)

(9]

(d)

Six>0:

Fy,x) = PX,<x)
= Pmax(Xy,--,Xp) < X)
= PXson Xeson--NnXy) < x)
= PX; <x)---PX;, < x) parindépendance des lois X1,--+, X,
= PV<L)"=1-e"carx>0

La fonction Fy, est de classe &' sur]—o0;0[ et sur ]0; +oo[. De plus, elle est continue en 0 (car
lirgl Fy,(x)=0= lirgl Fy, (x)). Ainsi, Fy, est continue sur R, de classe ¢! sur R sauf éventuelle-
x—0* x—0~
menten 0 : Y, esta densité, et on a comme densité (par exemple) :
six<0
X) = .
ALY { ne *(1-e "' sinon
Remarquons que, puisque e’ P 0, par développement limité, on a
—+00
(1-e H"=1-ne "+e 'e(t) avece(0) =0
Ainsi,
1-Fy (1)
lim ——2 =1
t—+oo pne-t
et donc
1-Fy, (t) ~ ne”*
+00
400
Les deux fonctions t — ne ‘et t—1— Fy, (¢) étant positives, et I'intégrale f e~ !dr étant
convergente (intégrale de référence), par comparaison des intégrales a termes positifs, on en
+00
déduit que l'intégrale f 1 -Fy, (£)dt converge.
0
Procédons a une intégration par partie, en posant u: t — 1—Fy () et v: f— ¢ qui sont de classe
%! surR*, etdonc v': r—0etu': t— - fy,(1). On aalors, par IP, pour tout x >0 : :
X x X
f (1-Fy,(0)dr = [tQ-Fy, (0], —f t(—fy, (1)dt
0 0
t
= x(1-Fy,(x) +f fr, (Odt
0
En utilisant I’équivalent vu en 34, on a
x(1-Fy,(x)) ~ nxe™ — 0
+00 X—+00
X
D’apres 'égalité 3b et le résultat 3¢, on en déduit que I'intégrale f tfy,(f)dt admet une limite
0

finie, et que
+00

+00
f tfyn(t)dtzf (1-Fy,)(n)dt
0

0




5.

+00
Puisque Y, (Q) = R", on en déduit d’apres ce qui précede que f
—00
convergente (nulle sur R™, positive et convergente sur R*).

Bilan : Y, admet une espérance, et

+00
E[Yn] =f0 (1-Fy,(®)dt

X

X
(@) On a par définition, pour x > 0, f (1-Fy, (2))dt = f
0 0

tfy,()dt est absolument

1-(1-e Hdr.

Posons u = 1—e~%, soit t = —In(1—u) qui est de classe €' sur]0;1—e~*]. Onade plus dt = ﬁdu.

Par changement de variables :

X

X 1-e”
f (l—FY,,(t))dt=f (1-w"
0 0

Remarquons que, pour0 < u<1 :

du

1-u

(b)

ainsi :
1-e™ (1 — )" 1-e™* n
f (- du = f Y uldu
0 1-u 0 k=1
n 1-e™~
= ) f u*~1du par linéarité de I'intégrale
k=170
1—e*
_ ¥ k] _i(l—e‘x)k
k=1 k 0 k=1 k
et donc

(a) Il suffit de calculer Y, (max) et soustraire In(7).

Remarque. — Attention : erreur d’énoncé non génante : au lieu de Y, il faut écrire Z.

On fera attention : en Scilab, In se note 1o0g.

Programme Scilab 3

function Z=f (n

X grand(l,n, 'exp',1
Z:
endfunction

max (x)—log(n




(b) D’apres les figures, on al'impression que I'histogramme (2) est tres proche du (1), et donc que
Z,, converge en loi vers W.

6. (a) Pourtoutréel x,ona

Fz,(x) P(Zn<x)
P, —In(n) < x)

P(Y, < x+In(n)) =Fy, (x +1n(n))

(b) Six+In(n) <0, c’est-a-dire si x < —In(n), ona Fz, (x) =Fy, (x+1In(n)) =0.
Si x+1In(n) >0, on a alors

FZn (x) = FYn (x + ln(n)) = (1 — e—(x+1n(n)))n

Bilan :
E, (x) = 0 six<—In(n)
Zi T (1 — eIy g x> In(n)
e—x
(c) Pour x fixé dans R,ona — 0 . Ainsi, par équivalence :
n n—+oo
e’ ” e’ ”
Infl-—| ~ —-——
n ) n—+oo n
et donc

e—x
Bilan : lim nln(l - —) =—e %
n—+ n

(d) Onreprend Fz,. Soit x fixé. A partir d'un certain rang n, x > —In(n) (puisque —In(n) — —o0).
Ainsi, a partir d'un certain rang

Fz,0) = (1-e o)

_ enln(l—e’xe’l“("))

enln(l—ﬁ)

D’apres le résultat précédent, et par continuité de I'exponentielle, on en déduit que
lim Fz (x)=e® =Fy(x)
n—+oo

Bilan : le résultat étant vrai pour tout réel x, on en déduit que (Z,) converge en loi vers W.

Probleme
Partie 1

1. Par définition, puisqu’au temps 0 on est en 1, et par équiprobabilité, on a

1
PX;=1)=0, PX;=2)=PX;=3)=PX;=4) = 3



Ainsi,
1 1 1
EX;]=2-+3-+4-=3
3 3 3
2. A partir durang 2, le mobile peut se retrouver sur n'importe quel sommet (par exemple, jusqu’au temps

n—1, il peut circuler sur 123, puis sauter en 4 au temps 7. Ce raisonnement est valable pour tous les
sommets). Ainsi X, (Q2) ={1,2, 3,4} pour nogeq2.

3. (a) On utilise le sce associée a la variable aléatoire X,,. Par la formule des probabilités totales, on a

PXp+1=1) PX,=1Px,-1Xp+1 =D +PX, =2)Px,—2Xp+1 =1 +
— —

=0 par définition =1par équiprob

PXy,=3) IPX,,:S(XH+1 =1)+PX,=4) I]:DX,1:4(Xn+1 =1)
— —

= % par équiprob = % par équiprob

= %(P(Xn =2)+PX, =3)+PX, =4))

(b) Pour n=0, (PX,, =2)+PX, =3)+PX, =4)) =0 (puisque P(X,, =1) = 1), et on a bien P(X;,;+1 = 0.
Pourn=1,ona (PX,=2)+PX, =3)+PX, =4)) =1eton abien (d’apres 'énoncé)P(X,+1) = %

(c) (X;) étant une variable aléatoire de support {1,2, 3,4} (question 2), on a bien
PX,=1D+PX,=2)+PX,;=3)+PX,=4)=1

En injectant cette écriture dans la relation vue en 34, on a alors
1 1 1
PXp1=1= 5(1 -PX,=1)= —gp(Xn =1+ 3

(d) Deux possibilités : par récurrence sur n, en utilisant le résultat précédent; ou I’étude de la suite
arithmético-géométrique.

4. (a) On utilise le sce associée a la variable aléatoire X,,. Par la formule des probabilités totales, on a

PXn+1=2)

I]:D(Xn =1) I]:DX,,ZI(Xn+1 =2) +[]:D(Xn =2) I]:DXnZZ(Xn+1 =2)+
— ————
=1par équiprob =0 par définition

PXy,=3) IPX,,:S Xp+1=2)+PX, =4) I]:DX,,:4(Xn+1 =2)
— —

= % par équiprob = % par équiprob

1
= 3 PX,=1)+PX,=3)+PX,;, =4))
(b) Puisque P(X, =1)+PX, =2)+PX, =3)+PX, =4) =1, en remplacant dans la réponse précédente

1
PXp1=2) = §(1 -PXn=2)

(c) Méme réponse qu’'en 3d).

5. Remarquons que, par définition, les suites (P(X,, = 3)) et (P(X,, = 4)) vérifient la méme relation de récur-
rence avec le méme premier terme que la suite (P(X,, = 2)) : elles sont donc égales et vérifient

P(X, =2) = P(X, =3) = P(X —4)—1_1(_1)"
R O



6. On a, rapidement (I'espérance existe car X,, est a support fini) :

EX,] = PX,=1D+2PX,=2)+3PX,=3)+4PX, =4)
i) ik
= —+—[-=| +9|=-——|—=
4 4\ 3 4 4\ 3
_ E_§(_l)”
4 2\ 3

Partie 2

7. (a) En utilisant les relations obtenues en 3a,4a et celles admises en 5, on a

(PXp=2)+PX,=3)+PX,=4) PX,=1)+PX,=3)+PX,=4) --)
Un+1

UpA =

I W]

(b) Soit P la proposition définie pour tout entier naturel n par U, = UgA”.
 Pour n =0, UpA° = U donc Py est vraie.

* Supposons que la proposition P, est vraie pour un certain entier n fixée. Ainsi, U,, = UgA. Mais
d’apres la question 7a) on a U,4; = U,A. Par hypothése de récurrence :

U1 = UyA = (UgA™HA = UgA!

P,,.1 est donc vraie
La proposition P, est donc vraie pour tout #n, ce qui établit la proposition donnée.
(c) Ainsi, en utilisant les résultats obtenus dans la partie 1, on peut écrire que Up=(1 0 0 0)eton
récupere la premiere ligne de A", qui s’écrit

(PX,=1 PX,=2) PX,=3) PX,=4))

soit
1,3( 1\ 1 _1( 1)"F 1 _1(_ 1\ 1 _1(_1\n
(1+3(=3) 3-1(-3) 1-32(=3) 3-1(-3)")
8. En changeant la position au départ (soit en 2, soit en 3 soit en 4), on ne change pas les résultats en question

7a et 7b, mais on change la valeur de Uy et des différentes probabilités. Ainsi, le résultat est circulaire et
on obtient la matrice suivante :

173(-3)" 1-3(=3)" 1-3(=3)" 1-3(=3)"
LTy 1.5 0 11 111y
w= 110 e 1l 1T
O T L O T L A L
i—1(-3) 1-1(-3) 1-3(=3) 3+i(-3)
Partie 3
9. Apres calcul, on a rapidement
1
A==(-1
3(1 )

10. (a) Ona]J? =4J. On montre alors, par récurrence sur k, que pour tout k > 1, Jk = gk-17,



(b) Pour tout n > 1, les matrices I et ] commutant, d’apres la formule du binéme de Newton :

=D"
3n

R RN £ e
= |3 go(k)( J)
_ (. SN 1 DRt
= 3 14+Z(k)( 1)*4 1)

A" a-n-

k=1
_ _l 8 1 = [ Cvkak
= 3 I4+4I(kzzo(k)( ¥4 1))
= —1 " I +11((1—4)”—1))
- 3] Ty
1\" (-3)" -1
< [ e

(c) Pour n =0, onremarque que

N\ (=311
[=5) e =50

Le résultat est donc également vrai pour n = 0.
Partie 4

11. On définit la matrice A. Pour n, on veut le nombre de fois ot1 on obtient 1 dans la matrice x.

Pour n, on utilise sum (x==1) qui fait le travail.
Programme Scilab 4
A=[0111; 101 1; 1 101; 1 1101/3
x = grand (100, "'markov',A, 1
n sum (x==1
disp (x
disp(n

12. D’aprés les résultats précédents, on constate que
li ( ) 1
n—1> +00 4

Il semble donc cohérent d’obtenir des résultats aux alentours de 25.



