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Mardi 3 mai 2016

La présentation, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans U'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les
résultats de leurs calculs.

L'usage de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdit. Seule l'utilisation d’'une regle graduée
est autorisée.

Si au cours de l'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’'énoncé, il la signalera sur sa copie
et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Exercice 1

On désigne par Id I'endomorphisme identité de R® et par I la matrice identité de .#3(R).
On note % = (e1, eo, e3) la base canonique de R® et on considére 'endomorphisme f de R dont la matrice dans

3 -1 1
labase Zest :A=|2 0 2
1 -1 3

1. Calculer A% — 4A puis déterminer un polynéme annulateur de A de degré 2.
2. (a) Endéduire la seule valeur propre de A (donc aussi de f).
(b) Lamatrice A est-elle diagonalisable ? Est-elle inversible ?
3. Déterminer une base (u,, uy) du sous-espace propre de f associé a la valeur propre de f.
4. (a) Onpose uz = e + e, + e3. Montrer que la famille (11, u, us) est une base de R3.

(b) Vérifier que la matrice T de f dans la base (u;, up, u3) est triangulaire et que ses éléments diagonaux
sont tous égaux a 2.

(c) En écrivant T = 21+ N, déterminer, pour tout entier naturel 7, la matrice T” comme combinaison
linéaire del et N, puisdel et T.

5. (a) Expliquer pourquoil’'ona :
VneN,A"=n2" 1A~ (n-1)2"1
(b) Utiliser le polynéme annulateur obtenu a la premiére question pour déterminer A~! en fonction de I
etdeA.

(c) Vérifier que la formule trouvée a la question 5a) reste valable pour n = —1.

Solution.
-4 0 0
1. Apréscalcul, A>—4A=| 0 -4 0 |=-4L.Ainsi, ennotant P(X) =X? -4X+4,onaP(A) = 0.
0 0 -4

2. (a) SiA estvaleur propre de A, alors nécessairement, P(\) = 0. Or P(X) = (X—2)? donc la seule valeur
propre possible de A est 2.




(b) SiA estdiagonalisable, il existe P matrice inversible telle que

A=PDP~! avec D=

S O N

0 o0
2 0=21I
0 2

etdoncA=PR2DP 1 =2PP ! =21.Or A #2I : An'est pas diagonalisable. En revanche, 0 n’est
pas une valeur propre de A, donc A est inversible.

X
3. On cherche X =| y | vérifiant AX = 2X, soit (A—2)X =0, qui s’écrit
z
x -y 4+ z =20
2x — 2y + 2z = 0 ~{x - y + z =0

x -y + z =0

en remarquant que les trois lignes sont les mémes. Ainsi, x = y — z et donc

y—z y -z 1 -1
X= ¥y =|y|+]| O | Ainsi,ennotantu; =| 1 |etup=| 0 |, Ex =Vect(uy, up). Puisque les
z 0 z 0 1
deux vecteurs sont linéairement indépendants, (u;, uz) forme une base de E,.
1
4. (a) Notons uz=| 1 |.Soient a, b, c tels que au, + buy + cus = 0. Alors
1
a—-b+c 0
a+c =|0|<=a=-c, b=—-c et (-¢)—(-c)+c=0
b+c 0

et on obtient finalement ¢ = 0 puis a = 0 et b = 0. Ainsi, la famille (u;, uy, us) est libre. Puisque
R3 est de dimension 3, et que la famille posséde 3 éléments, c’est une base de R.

(b) D’aprésl'énoncé, f(e;) =3e; +2ex+e3, f(e2) =—e1 —es et f(e3) =e; +2ex +3e3. Ainsi :
f(ul) = f(e1 +ep) =3e;+2e=2u,, f(uz) = f(—€1 +e3)=—-2e1+2e3=2uy

et f(uz)=f(er+ex+e3)=3e1+4ex+3e3=2us+2u; +uy

Ainsi, dans la base (u1, uy, u3), la matrice de f est

N = N

20
T=]10 2
0 0




0
(c) EcrivonsT=2I+NavecN=| 0 0 1 |.On constatque N2 =0. Puisque 2I et N commutent,
0 0O
d’apres la formule du binéme de Newton, pourn >2 :

o
\S]

n
k

n
T"=)

k=0

Nk 1)k = (Z) @n” + ('11) @D IN+0

Ainsi, pour 7 > 2, T" = 2" + n2"" !N, formule valable pour n =1 et n = 0. On a donc
Vn, T"=2"1+n2""'N

puis, comme N =T —-2I :

\ Vn T'=2"+n2" Y (T-2D=n2""'T+2"1- n)I\

5. (a) T étantla matrice de f dans une autre base, on en déduit que f vérifie :
Vn, f"=n2"'f+Q1-n2"1d
et donc, dans la base canonique :
Vn, A'=n2"'A+(1-n)2"T=n2""'A-(n-1)2"1
(b) Onavu que A? —4A = —41 soit A(A — 4I) = —4I, ce qui s'écrit encore
-1
Al—A-4D | =1
4

Ainsi, on a

| 1
AT =——(A-4D=—--A+1
4 4

(c) Pourn=-1,0ona
1
2" A—(n-1)2"=-2"2A-(-2)27 1= —ZA+ [=A"!

Ainsi, la formule trouvée question 5a) reste valable pour n = —1.

Exercice 2

X
Pour chaque entier naturel 2, on définit la fonction f;, par : V x € [n; +oo[, fh(x) = f e‘ﬁd t.
n

1. Etude de f;,.
(a) Montrer que f;, est de classe €’ sur [n; +oo[ puis déterminer f},(x) pour tout x de [7; +ool. Donner le
sens de variation de f;,.
(b) En minorant f;(x), établir que xEer fn(x) = +o0.
(c) En déduire que pour chaque entier naturel n, il existe un unique réel, noté u;,, élément de [n; +ool,
tel que fp(u,) =1.
2. Etude de la suite (u;,).



(a) Montrer que lim u, = +oco.
n—+oo

(b) Montrer que :V neN, e Vi g Up—n< e V7.

3. (a) Utiliser la question 2b) pour compléter les commandes Scilab suivantes afin qu’elles permettent
d’afficher un entier n pour lequel u, — n est inférieur ou égal a 1074,

(b) Le script ci-dessus affiche 'une des trois valeurs n = 55, n = 70 et n = 85. Préciser laquelle en prenant
2,3 comme valeur approchée de In10.

4. On pose v, = u, —n.

(a) Montrer que lim v, =0.
n—+oo

, X
(b) Etablir que, pour tout réel x supérieur ou égala —1,ona : v1+x <1+ >

(c) Vérifier ensuite que : V neN, e Vi >e Viexp (—2%).

(d) Déduire de 'encadrement obtenu en 2b) que : u, —n o e Vn,

Solution.

1. (a) Lafonctiong:t— eV? est continue sur R*, et donc sur [1; +oo[. Par définition, fn estl'unique
primitive de g nulle en n, et est donc de classe %1 sur [n;+o0o[. On a de plus, pourtoutx > n :

flx=e*>0

Ainsi, la fonction f;, est strictement croissante sur [n; +ocol.

(b) Constatons que, pour tout ¢ € [n; +o0l, e‘/Z > 1. Ainsi, pourx > n :

X X
f eﬁ>f ldt=x—-n
n n

Or liIP X — n = +oo. Par comparaison
X—+00

lim =+
x—>+oof n(X) o0
(c) Onade plus f;(n) =0 par définition. Ainsi, f;, est continue et strictement croissante sur [7; +ool.

De plus, d’aprés les questions précédentes, f;,([7n;+oo[) = [0;+0c0o[ et 1 € [0; +oo[. D’apres le
théoréme de la bijection, '’équation f;,(u,) = 1 admet une unique solution sur [7; +o0].

2. (a) Par définition, u;, € [n; +oo[ donc u, > n. Puisque lirf n = 400, par comparaison,
n—+oo

lim u, =+o0
n—-+oo

(b) Par croissance de la fonction g, on a, pour tout t € [n; uy] :

e\/ﬁ<e\ﬁ<e\/7n




(@

(b)

(@

(b)

(©

soit, puisque u, > n :
un un uﬂ
e‘/ﬁdtgf eﬁdtgf eVindt
n n n

ou encore (et en utilisant le résultat f;,,(u,) =1) :
eV (up—n) <1< eV ™ (u,—n)
ce qui s’écrit également (les nombres étant positifs) :

e_\/mgun—nge_‘/ﬁ
Il suffit, d’apres ce qui précede, d’avoir e Vi <107 pour avoir u, —n < 107*. On obtient :

n=0

while exp(-sqrt(n)) > 10" (-4)
n=n+1

end

disp (n)

Remarquons que e~V <1074 si et seulement si —y/71 < —41n(10) puis 7 > (4In(10))?. Puisque
In(10) = 2,3, 4In(10) = 9,2 et donc (41n(10))? =~ 85.

On a (question 2b), e Vi Cup—n< e V. Puisque nEer Uy = 400, par composée

lim e Vi =0

n—-+oo

Puisque on a également lim e V=, par encadrement :
n—+

lim u,-n=0
n—+oo

Pour x > -1,0ona

X xX\2
\/1+x<1+§<=>1+x<(1+§)

X\2 x? x?
(1+—) —-1+x)=1+x+—-1-x=—>0
2 4 4

Donc
xX\2
1+x<(1+5)

puis, pour x < —1, 1 + x > 0 et donc, par croissance de la fonction racine :
X
Vi+x<1+ E

D’apres la question précédente

v v
Vin=\Voa+n=vn 7"+1<\/ﬁ(1+—")




soit

v
2n
puis, en utilisant la croissance de la fonction exponentielle :

e Vv Un > e_\/ﬁ(l+%) = e_\/ﬁ_\/ﬁ;% = e_\/ﬁ_%

et donc
(d) Onreprend I'inégalité du 2b :

soit, en utilisant ce qui précede :

ce qui s’écrit encore (e_‘/ﬁ >0) :

Or, lim v,=0et lim 2y/n. Par quotient et composée :
n—+oo n—+oo

_Yn_
lim e 2vn =1
n—+oo

Par encadrement, on obtient donc

. Up —
Jm v 1
soit
Up,—n ~ e_‘/ﬁ
+00
Exercice 3

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
(Q, o7,P). On désigne par p un réel de 10, 1.

On consideére deux variables aléatoires indépendantes U et V, telles que U suit la loi uniforme sur [-3,1], et V
suit la loi uniforme sur [-1, 3].

On considere également une variable aléatoire Z, indépendante de U et V, dont la loi est donnée par :

PZ=1)=p et PZ=-1)=1-p
Enfin, on note X la variable aléatoire, définie par :

Uw) siZ(w)=1

VweQ, X(u))={v(w) SiZ(w) = -1

On note Fx, Fy et Fy les fonctions de répartition respectives des variables X, U et V.
1. Donner les expressions de Fy (x) et Fy(x) selon les valeurs de x.

2. (a) Etablir, grace au systéme complet d'événements ((Z=1),(Z=-1)), que :

VxeR, Fx(x)=pFux)+(1-p)Fy(x)



(b) Vérifier que X(Q) = [-3, 3] puis expliciter Fx(x) dans les cas :
x<-3, -3<x<-1, -1<x<], 1<x<K<3 et x>3

(c) On admet que X est une variable aléatoire a densité. Donner une densité fx de la variable aléatoire X.
(d) Etablir que X admet une espérance E(X) et une variance V(X), puis les déterminer.

3. On se propose de montrer d'une autre facon que X posséde une espérance et un moment d’ordre 2 puis

de les déterminer.

. , 1+Z 1-Z
(a) Vérifier quel’'on a :X:UT +VT'

(b) Déduire de I'égalité précédente que X posséde une espérance et retrouver la valeur de E(X).
(c) En déduire également que X posséde un moment d’ordre 2 et retrouver la valeur de E(X?).
4. (a) Soit T une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parametre p. Déterminer la loi de 2T — 1.
(b) Onrappellequegrand(1,,1, "unf", a,b) etgrand (1,1, "bin", 1, p) sontdescommandes
Scilab permettant de simuler respectivement une variable aléatoire a densité suivant la loi uni-
forme sur [a, b] et une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parameétre p.
Ecrire des commandes Scilab permettant de simuler U,V,Z puis X.

Solution.

1. U etV suivant des lois uniformes, on a les fonctions de répartitions suivantes :

0 six<-3 0 six< -1
VxeR, Fyx)= XTJ“Q’ si-3<x<1 et Fyx)s= %1 si—-1<x<3
1 six>1 1 six>3

2. (a) Zétantune variable aléatoire a valeur dans {—1, 1}, ((Z = —1), (Z = 1)) forme un systeme complet
d’événements. D’apres la formule des probabilités totales, pour x e R :

PX<x) = P(X<)NZ=-1))+P(X<x)Nn(Z=1))
PZ=-1)Pr—PE <) +PZ=1)Py- X< x)
—_— —_——

X=VsiZ=-1 X=UsiZ=1
1-pPV<x)+pPU< x)

Ainsi, pour tout x € R, Fx(x) = (1 - p)Fy(x) + pFy X).

(b) Puisque U(Q) =[-3,1] et V(QQ) = [-1,3], et que X = U ou V selon les valeurs de Z, on a bien
XQ)=UQuv(Q) =[-3,3].
En utilisant les résultats des questions 1 et 2a), on obtient :

YV x<-3 Fx(x)=0
x+3
V xe[-3,-1], Fx(x)=pT
x+1 x+2p+1
4 4
x+1_(1—p)x+5—p

4 4
Vx=3, Fx(x)=p+(1-p)=1

x+3
Vxel[-1,1], Fx(x) =pT+(1—p)

Vxe[l,3], Fxx)=p+1-p)

(c) On admet que X est a densité (la fonction de répartition est clairement ¢! sauf en un nombre




(d)

(a)

(b)

fini de points, la continuité peut se faire sans difficulté). Une densité de fx est alors donnée par

0 six<3

2 si-3<x<-1
VxeR, fx={ 3 si-l<x<1

PP sil<x<3

0 six>3

X étant a support fini, elle admet espérance et variance. En utilisant la densité précédente (qui
est continue par morceux), et par la relation de Chasles :

+o00 -1 1 1 3 1—
EX) =f xf(x)dx:f dex+f x—dx+f P rdx
- -3 4 4 1 4

oo -1

soit
1

+
-1

- 3
p x*

== +
424

1 x?
4 2

1-p x?

Hm:[ )

1
et finalement

[EX)=—p+0+1-p=1-2p|

De méme, d’apres la formule de transfert

+00 -1 1 1 3 1-—
E(Xz):f xzf(x)dxzf xZde+f xz—dx+f pxzdx
_ 3 4 4 4

0o 1

Et apres calcul
26 21 1-p26 28 7
Exy =P, 22 7P 1
43 34 4 3 12 3

et donc, d’apres la formule de Koenig Huyghens :
7
VX) =EX*) -EX)* = 3-0- 2p)?

Soit w € Q. Si Z(w) =1, alors X(w) = U(w) mais on a également

1+Z(w) +V1—Z((D) _

U= 2

U(w)

de méme, si Z(w) = —1, alors X(w) = V(w) mais on a également

1+Z(w) Y 1-Z(w) —V(w)

U(w) > >

i 1+Z 1-7
Dans tous les cas, on a bien X = UT +VT.

U,Z et V possédent une espérance. U,V et Z étant indépendantes, on en déduit que X admet
une espérance, et
1+Z 1-Z 1+E2) 1-E2)
EX)=E(U)E > +EMV)E > =E(U) +E(V) 5




OrLEU)==3"1=-1, En)="43=1et
EZ)=px1+1-p)x(-1)=2p-1

Ainsi,

1+@2p-1)  1-@p-1) _

EX) =-1 = p+(1-p)=1-2
X) 2 5 p+Q1-p) p

(c) Constatons que

1+Z _1-27)\?
Uu——+v—=
2 2

L (1+2Z)? 1+Z21-7Z . (1-Z)\?
U?[—=| +2uv +V
2 2 2 2

1-72 ,1-27+7?
+2UV +V 2

1-1 ,1-27Z+1
+V c

U21+ZZ+Z2

U21+ZZ+1

+2UV arZ’>=1

2 2

Par les mémes arguments que précédemment (indépendances et linéarité), X?> admet une

espérance, et
1-E(Z)

2

1+E(Z)

E(X?) = E(U?) +E(V?)

Or, en utilisant les résultats de la loi uniforme

(22
w+(_1)2:E+1:z

2y _ 2 _
EU9) =VU)+EU)* = 12 12 3

et
2 2 7
E(V) =V +EW)” =3

Ainsi,

71+2p-1 71-@2p-1 7
Bty =L 2*2pol 71-@pml) 7
3 2 37 2 3

(@) Notons S =2T —1. T(Q) = {0,1} donc S(Q) = {—1,1}. De plus
PS=-1)=PRT-1=-1)=P(T=0=p et PS=1)=PR2T-1=1)=P(T=1)=1-p

Ainsi, S ala méme loi que Z.

(b) On simule U etV avec une loi uniforme, Z avec la loi de Bernoulli et en utilisant le résultat
précédent, et enfin X en utilisant le 3a. Cela donne donc :




U = grand(1,1,"unft",-3,1) // U Loi uniforme sur [-3, 1]

V = grand(1,1,"unft",-1,3) // V Loi uniforme sur [-1, 3]

T = grand (1,1, "bin",1,p) // T Loi de Bernoulli de paramétre p
Z = 2+T-1 // 7 = 2T-1 d'apres question 4a)

X U x (1+2)/2 + V = (1-2)/2 // X suivant question 3a)

Probléme
Partie 1 : questions préliminaires

Dans cette partie, x désigne un réel élément de [0, 1].

n
1. (a) Pourtout n de N* et pour tout ¢ de [0, x], simplifier la somme Z L
p=1

no 5P x 4
(b) Endéduire que : Y — =-In(1-x) —f dr.
p=1 o 1-1¢

X n

dt=0.

(c) Etablir par encadrement quel'ona : lim
n—+oo Jo 1—-1¢

+oo ..k

(d) En déduire que : )_ % =-In(1-x).
k=1

2. Soit m un entier naturel fixé. A I'aide de la formule de triangle de Pascal, établir I'égalité :

o EHE

= \m m+1

3. Soit n un entier naturel non nul. On considere une suite (X;) ,en+ de variables aléatoires, mutuellement
n

indépendantes, suivant toutes la loi géométrique de parametre x, et on pose S, = Z X.
k=1

(a) Déterminer S, (Q) puis établir que, pour tout entier k supérieur ou égalan+1,ona :
k-1
PSn1=k= Y P((Sn=1)n(Xns1 = k- )
j=n

(b) En déduire, par récurrence sur n, que laloi de S;, est donnée par :

Y k€ [n,+ool, P(Sn:k):( i)x"(l—x)k_"

(c) En déduire, pour tout x de ]0, 1[ et pour tout entier naturel » non nul :

+00 [1-_
Z (k 1)(1_x)k—n _ %

k=n\n—1

(d) Onrappelle quelacommande grand (1, n, "geom", p) permeta Scilab de simuler n variables
aléatoires indépendantes suivant toutes la loi géométrique de parametre p.
Compléter les commandes Scilab suivantes pour qu’elles simulent la variable aléatoire S,.



n = input ('entrez une valeur de n supérieure a 1 : ')
S = ————-
disp (S)

Partie 2 : étude d’'une variable aléatoire.
Dans cette partie, on désigne par p unréel de ]0,1[ etonpose g=1-p.
On considere la suite (1) gen+ définie par :

k
VkeN', up=-

klnp

1. (a) Vérifier que la suite (ug)gen- €St & termes positifs.
+00
(b) Montrer, en utilisant un résultat de la partie 1, que Z ug = 1.
k=1

On considere dorénavant une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par :
VkeN', PX=k) =u;

2. (a) Montrer que X posséde une espérance et la déterminer.
—-q(g+Inp)

(b) Montrer également que X posseéde une variance et vérifie que V(X) = (pnp)?

3. Soit k un entier naturel non nul. On considére une variable aléatoire Y dont la loi, conditionnellement a

I'événement (X = k), est la loi binomiale de paramétre k et p.

(a) Montrer que Y(Q) = N puis utiliser la formule des probabilités totales, ainsi que la question 1) de la

partie 1, pour montrer que :

In(1
PY=0)=1+ In(l +4)
In(p)
() _ G
(b) Apres avoir montré que, pour tout couple (k, n) de N* x N*, on a % == établir que, pour tout
ngn +oo - _1
entier naturel n nonnul,ona :P(Y=n)=- P4 Z (qz)k_".
nlnp (=\n-1
En déduire, grace a la question 3) de la premiere partie, 'égalité :
n
PY=m=-— 9
n(l+q)*Inp

+00
(c) Vérifierquel'ona ) P(Y=k)=1.

k=0
(d) Montrer que Y posséde une espérance et donner son expression en fonction de In p et g.
(e) Montrer aussi que Y posséde une variance et quel’'on a :

_q(q+ 1+qg)np)
(Inp)?

V(Y) =

Solution. Partie 1

1. (a) Pour € [0,1] (et donc t # 0), en reconnaissant la somme des termes d'une suite géométrique :




(b) Lerésultat précédent étant vrai pour tout ¢ dans [0, x], on intégre le résultat précédent entre 0 et

X
X n
Y P lde=
0 p:l

1-1" ! o
t= —dt—f dt
o 1-—-t¢ o 1—1¢ o 1—1¢

soit, on utilisant la linéarité de 'intégration a nouveau :

n X X l—”l
Y r”‘ldt=[—ln(1—r)]g—f dt
p:] 0 0 l_t

et finalement

(c) Constatons que, pour tout t dans [0,x],1 >1—¢>1—-x > 0. Ainsi

tn
0< <t
En intégrant ce résultat entre 0 et x (avec 0 < x) :
X l—ﬂ X xI’H-]
0< f dr< f t"dt =
o 1—1t 0 n+1
Puisque x € [0,1[, lim x"1=0. Par quotient,
n—+oo
n+l1
im =0
n—+oop+1
Ainsi, par encadrement
X n
lim dt=0

n—+oo 0 l—t

(d) D’apres ce qui précede,

X tn
lim —ln(l—x)—f dt=-In(1-x)
n—-+oo o 1—1¢

et donc, d’apres 1b), on en déduit que

y

2. Soit P, la proposition définition pour g > m par

203 ME I

molk m
s Pourg=m, )_ (m) = (m) =1let (Zﬂ) =1.P,, est donc vraie.

k=m

xP
—=—-In(1-x)
p




* Supposons la proposition P, vraie pour un certain g > m fixé. Alors

) = Bl
B

+1
) + (q ) par hypothese de récurrence
m

+2
( q ) par la formule du triangle
m+1

La proposition P, est donc vraie
Par le principe de récurrence, la proposition P4 est donc vraie pour tout g > m.

(a) Pour tout k, X;(Q2) = N*. Par somme, on a
$,(Q) = [n;+oo[

Remarquons que Sp,+1 =S, + Xp+1. En utilisant (S, = j) jen;+o0of COMme systeme complet d’évé-
nements, d’apres la formule des probabilités totales

+00
Y P(Sp=)NSps1=k)

j=n

PSp1 =4k

+00
= Y P(Sn=)nKps1 =k~ j) carX,11=Sp41-Sn
j=n
k-1
= Y P(Sn=)NXKns1=k—j)) carPKps1=1)=0sii<1
j=n
(b) Soit P, la proposition définie pour n > 1 par “P, : S, suitlaloi indiquée”.

e Pourn=1,S;=X;etpourtoutk>1 :

(k_ 1)x”(l —x)k 1= (k; 1)x(l — 0k = x(1 -0k !

n—-1

on reconnait la définition de la loi géométrique de parametre x. Ainsi, P; est vraie.

¢ Supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n fixé.




Soit k > n+ 1. D’apres la question précédente

k-1
PSpi1=k) = P(Sn=)DnXps1=k—-J))
j=n
k-1
= P(Sn=Ps,=)Xn+1=k—-J)
j=n
k-1
= P(S; = j)PXy+1 = k— j) par mutuelle indépendance des X;
j=n
k-1 j- 1 . .
= ) x"™(1 - x)I 7 (x(1 — x)*7I~1) par H.R. et loi géométrique
j=n
_ -1 K1 (] = gkl
j:n I’l—l
j:n I’l—l
1k

Ainsi, S+ suit bien la loi de I’énoncé.
D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout n > 1.

(c) Par définition d'une loi de probabilité, on a

+00
Y PSp,=k=1
k=n

c’est-a-dire
soit encore

(d) Sreprésente la somme de n lois géométriques de parametre p indépendantes. Ainsi, on a

n = input ('entrez une valeur de n supérieure a 1 ")
S = sum( grand(l,n,"geom",x) )
disp (S)

Partie 2

1. (a) Puisque p€]0,1[,Inp <0 et g > 0. Par produit, pour tout k € N*, uy > 0.




3.

(b) Soit N > 1. Alors

N N k N .k
q 1 q
up = — =—— —
k; kZ::1 klnp Inp k; k
D’apreés la question 1d) de la partie 1, on sait que
Nlir?ookzl — =-In(l-g)=-In(1-(1-p)) =-In(p)
+00
Ainsi, la somme Z Uy converge, et
k=1
+00 1
=———(-In(p)) =1
kX:: k In(p) p
+00
(a) X admet une espérance si et seulement si Z kuyj est convergente (car a termes positifs). Soit
k=1
N>1.0na
k N
1 g- 67
ku - = a1 9
Z - kzl kln(p) ln(P) g “In(p) 1-¢
N

Puisque -1<g<1, Nlim g = 0. Ainsi, la série est convergente, et
—+00

+00 1 q q
EX) = ku,=- =—
k; ¢ In(p) 1-¢q pln(p)

(b) Remarquons que, pour tout k € N*, on a

kzq_k__ 1 k

KPPX=k)=——— = k
( ) In(p) & In(p) 9

On reconnait le terme d'une série géométrique dérivée premiére, avec —1 < g < 1. Donc la série
est convergente, et puisqu’elle est a terme positif, est également absolument convergente. Donc
X admet un moment d’ordre 2 et

1 a __-q
In(p) 1-¢)? In(p)p?

1 +00
EX)=———Y kg*=-
x) 1n(p),§ q

X admet donc une variance, et par la formule de Koenig Huyghens :

2 _ _ 42 _

In(p) p? pln(p) (pIn(p)?  (pln(p))?

(a) Conditionné a (X = k), Y(Q) = [0, k]. Puisque ceci est valable pour tout k > 1, on a bien

Y@= | [0,k =N
keN*




Prenons (X = k) xen+ comme systeme complet d’événements. D’apres la formule des probabilités
totales

+00

Y PX=k)Px=x)(Y=0)
k=1

- Zuk

P(Y=0)

)p 1- )k—o en utilisant la loi binomiale

= Zuuhmﬁ
k=1
1 +00 k k
= ln(p)k 1—( -p)
_ 1 Sfmu—mw
In(p) (o3 k

En utilisant la question 1d) de la partie 1 (car 0 > g(1 — p) < 1), on obtient finalement

1
P(Y=0) =~ x (-In(l - 4(1 - p))

Orl-g-p)=1-¢*>=01-q) 1 +q) = p(1+q), dot finalement

P _ In+q)
P(Y=0)= 1()( In(p) = In(1 + ) =1+ = =2

(b) Remarquons que pour (k, n) € (N*)? avec k > n, on a

k k! k! (k-1)! k-1
n =n = =k =k
(n) nlk-n) Mm-DI(k-n)! (n-D(k-1-(n-1)! (n—l)

Donc le résultat annoncé est vrai. Celui-ci est également vrai si k < n, car dans ce cas, les deus
nombres binomiaux sont nuls.
En reprenant le méme systéme complet d’événement que précédemment, pour n>1 :

+00
Y PX=kPx=k (Y =n)

PY=n) =
k=1
& k n k-n
= Y w| |p"(0-p)
k=1 \n
1 o0 qk k e
B ln(p)Z k np(1 P)
1t k

- In(p) —n (n 1) "(1- p)k=" d’apres le résultat précédent




En sortant tout ce qui ne dépend pas de k :

n+oo
PY=n) = ln(p) p Zq ( ) -p)kr
_ pn (k-1 n k n k—n
_ Pt T k-1 2 k-n
= 1n(p)nk;(n—1)“1 )

Or,(1-p)?=1+p?>-2p=1+p(p-2)=1-p(l+q) eten utilisant la question 3c) (0< g*> < 1) :

nn 1 n
P(Y=n)=-— pq __ q
In(p)n (p(A+g)" 1+qg)"In(p)n
. On a également pour k > 1
k
N %)
In(p) k
D’apreés le résultat de la question 1d) de la partie 1
k
q
o0 () g !
S (R W L
,; k 1+q 1+¢qg
etdonc . |
iy n(l+p) ( 1
PY=k =1 +|- Inl+q)|=
kgb In(p) In(p) q

. Remarquons que, pour tout 7 € N*

nP(Y=n)—- =—
1+ gq)"In(p) In(p) \1+¢g

On reconnait le terme d’une série géométrique positive convergente car 0 < —- < 1. Ainsi, Y admet

= T+g
une espérance, et
_q
T+g 1 q_ 4

E(Y) = = -
® TIn(p) 1- li In(p) 1 In(p)

. Remarquons que, pour tout k € N*,

nZIP(Y: n)= —Ln (L)
In(p) \1+gqg

On reconnait une série géométrique dérivée premiere, dontlaraisonest 0 < 17— q < 1. Lasérie converge,
et étant positive, Y admet un moment d’ordre 2 qui vaut

q_ q
T+q 1 Tvg 1
E(Y?) = - 5= ——=- ql+q)
In(p) (1 %) " In n(p) e In(p)




et donc, par la formule de Koenig Huyghens, on a

q )2 _—In(p)g1+q)-4*

1
VY) =E(YY) —E(Y)® = ——qg(1 + _(_
Y) (Y°) - E(Y) q(l+q) n(p) (In(p))?

In(p)

et finalement

—gn(p)A+q) +q)

V(Y) =
M (In(p))?




