Chapitre

Sommes et produits de réels

Résumé

N E but de ce chapitre est d’introduire les symboles ¥ et I que 'on utilisera réguliérement au
%é cours de l'année. Nous en profitons pour définir rigoureusement factorielle et coefficients
binomiauz.
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

( connailtre les manipulations sur les sommes et produits :

e connaitre la définition de la somme sur une partie finie........................... O
« savoir passer d’une notation en extension & une notation avec le symbole > ...... O
e connaitre la définition de produit.......... ... O
e connaitre les sommes usuelles ...... ... O
o savoir utiliser la linéarité, la relation de Chasles, la sommation par paquets....... O
e connaitre les différentes propriétés des sommes et produits........................ O

@ savoir utiliser les méthodes de calcul de sommes et produits :

e le changement de variable........ .. O
e les sommes et produits tEleSCOPIQUES . ..ottt e O

® concernant les notions factorielles et coeflicients binomiaux :

e connaitre définitions et propriétés de la factorielle ................ ... ... ... ... ... O
e connaitre définitions et propriétés des coeflicients binomiaux...................... O
o savoir utiliser la formule du binéme de Newton .......................coiiiii.... ]

@ concernant les sommes doubles :

e connaitre la définition d’une somme double. ... ... ... ... . O
o savoir utiliser le théoréme de Fubini suivant lescas......... ... . .. O
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I. Définitions et propriétés

1. Familles finies d'entiers
Définition 4.1.

Soient n et p deux entiers tels que p < n. On note [p, n] = {p;p + 1;---;n}.

Exemple 4.1
Par exemple, [2, 5] = {2,3,4,5}.

Remarque

Il y a n entiers dans [1, n], et n+ 1 entiers dans [0, n]. Il y a n—p+1 entiers dans [p, n].

Exemple 4.2
Il y a 7 entiers dans [2, 8].

Plus généralement, on peut définir des familles d’entiers indexées par des parties finies de N :

Définition 4.2. Familles finies de réels

Soit I une partie finie de N. On appelle famille de nombres réels indexée par I la
donnée, pour chaque entier 7 de I, d’un unique réel z;. On la note (z;);c;-.

L’ensemble I est appelé ensemble des indices de la famille.

Exemple 4.3
La famille (i*),e[1,6] est la famille constituée des réels 1,4,9, 16,25, 36.
Si I ={1,3,5}, la famille (2i);c; est la famille constituée des réels 2,6, 10.

Remarque

e SiI={[p,n],avec p <n,la famille (z;);c[p, »] est également notée (;),<;<n-
o Si A ={x;,i€ I} ou I est finie non vide, A admet un maximum et un minimum,
et on les notera max z, et HlllI_liL‘ plutot que max A et min A. Si I = [p, n], on les

notera également max x; et min z;.
p<isn p<isn

2. Somme et produit sur des familles finies

Définition 4.3.

e Soient ag,aq,,a, des réels. On note

n
E (€73 :a0+a1 —i—---an
k=0

et on lit “somme de k =0 a n des a;,”. 0 et n sont appelées les bornes de la somme.
+ Soient ay, -, a, des réels (p < n). On note

n
E ak:ap_’_'”—'_an
k=p

et on lit “somme de kK = p a n des a;,”. p et n sont appelées les bornes de la somme. [‘j
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o Plus généralement, on noter Z x; la somme de tous les nombres de la famille (z;);cr

el
indexée par une partie finie I de N.

Remarque
Par convention, si la somme est vide, elle vaut 0. Si elle n’est composée que d’un terme, elle

vaut ce terme : "
E xk::xn
k=n

Exemple 4.4
Par exemple, In(2) +In(3) + -+ 4+ In(n) = Z In(k).
k=2

Exercice 4.5

30 P
Ecrire la notation en extension de Z k et Z vn.
k=2 n=1

1 1
Ecrire a I’aide du symbole > 'expression 1 + 3 +ot+—et2+4+6+--+18.
n

Solution
On a, rapidement :
30
o > k=2+3+-+30,
k;Q
e > Vn=1+V2++p,
n=1

1 1 1
o 14+ = e = — —
+ot ;k

9
. 2+4+.--+18222k.
k=1

Remarque
n

L’ordre de la sommation n’a pas d’importance. Ainsi g k? représente la méme somme que
k=1

1
Z k2. En effet, la méme partie finie de N est parcourue : il s’agit de [1, n].

k=n

Définition 4.4.

n
On définit de la méme maniere H ap = ap X Gppq X -+ X a,, et plus généralement, H:U,L
k=p el
représente le produit de tous les termes de la famille (z;);c;, ou I est une partie finie de N.

Remarque

Par convention, si le produit est vide, celui-ci vaut 1.
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Attention

Lorsqu’on somme ou qu’on fait un produit sur une famille (z;);c;, il faut absolument
que [ soit fini. Sinon, la somme et le produit ne sont pas définis dans le cas général. Nous
verrons, au second semestre, une définition lorsque I = N, qui nécessitera des conditions
supplémentaires sur les (z;);cr.

Remarque (Variable muette)

Lorsqu’on écrit in, la variable ¢ est appelée variable muette : on peut la remplacer

iel
par n’importe quelle autre lettre non utilisée :

Sr=Ym=Ye

el kel zel

3. Sommes usuelles

Proposition 4.1.

On dispose des résultats suivants :

n—l—l) 5 n(n+1)(2n+1) . n(n+1)\?
Zk— , Zk ; , >k :(T>

Démonstration
La premiere et la derniere ont été vues dans le chapitre 1. Montrons la deuxiéme par récur-

e e . , nmn+1)2n+1)
rence. On note Pla proposition définie pour tout entier n par P,, : « Z ke = »

6
k=0
o Imitialisation : pour n = 0, la somme est composée d’un élément : 0. D’autre part,

00+1)(2x0+1)
- _

Ainsi, P, est vraie.
o Hérédité : supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n. On a alors,
par hypothese de récurrence :

i _nn+1)2n+1)
k=0 6

Mais alors

n+1

Zk2 Zk2 _ n(n + 1)6(2n+ 1) (1)

— (n+1) (@Hnﬂo
2n? +n+6n+6

6
2n% +7n+6

6
(2n +3)(n + 2) _ m+1D((n+1)+1)(2(n+1)+1)

=(n+1)

=(n+1)

=(n+1) G

On a ainsi montré par récurrence le résultat.
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Proposition 4.2. Somme géométrique

Pour tout entier naturel n et tout réel ¢, on a :
1— qn+1

n

— si 1
> d"= l—q “
k=0 n+1l si ¢g=1

Démonstration

Le cas général a été vu dans le chapitre 1. Pour le cas ¢ = 1, on a rapidement que

n n
> g=> 1=n+1
k=0 k=0

4. Premiére propriétés

Les propositions suivantes se montrent toutes par récurrence sur le nombre d’éléments de ’en-
semble des indices de la sommes.

Soient (x;);cr et (y;);cr deux familles finies de réels.

Proposition 4.3. Propriétés de la somme

e LINEARITE : pour tout A € R,
Z(% +y) = Z% + Zyi et Z(Mﬂi) = Azl’i
iel iel iel iel iel
e RELATION DE CHASLES : pour tous entiers p, m et n, tels que p < m < n, on a

n m n
i=p i=p i=m+1

e SOMMATION PAR PAQUETS : soient deux parties finies J et K de N, tels que JN K = @, et

I=JUK. Alors
Zmi:in—i—in

icl icJ €K

Remarque

On vérifiera, lors de 'utilisation de la linéarité, que les bornes des deux sommes sont les
mémes. Si ce n’est pas le cas, on commencera par se ramener aux mémes bornes, quitte a
sortir de la somme quelques termes.

Par exemple :

n—1 n n—1 n—1
Z%‘ +Zyi :x0+zxi+zyi+yn
i=0 i=1 i=1 i=1
n—1
=20+ Y, + D (T, + ;)
i=1

Remarque

L’exemple classique d’utilisation de la sommation par parquet est de séparer les termes
pairs et les termes impairs d’une somme.

A. Crouzet 6 ©@®®
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Propriété 4.4.

Si pour tout ¢ € I, x; < y;, alors

dow <Y

el el
Si de plus il existe iy € I tel que z; < y; , alors

Zl‘z‘ <Zyi

el el

Propriété 4.5. Inégalité triangulaire

On a
> 7

el

< Z|¢Ui|

el

Proposition 4.6. Propriétés du produit
e Sin €N, alors
n
H(%)n = (H xz)
il i€l
Ce résultat est valable si n € Z\ N et si les x; sont tous non nuls.
e Pour tout réel A, on a
]?I QX$¢>:: Aq:[]:xi
icl iel

ou ¢ désigne le nombre d’éléments de 1.
e SEPARATION : on a
T G = (H) (Hy) |
i€l i€l el

e [T

el

=H|3«"i|-

el

Propriété 4.7.

Si, pour tout < € I, on a 0 < x; < y;, alors

H%’ <Hyi

el el

Enfin, nous avons le résultat suivant, sur lequel nous reviendrons plus tard :

Propriété 4.8. Exponentielle et logarithme

- (z) [

iel icl

e« Ona

o Siles (x;);cr sont tous strictement positifs :

In (H x) => In(z,)

icl iel

I FExercices 1, 2 et 3.
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5. Avec Python

On peut utiliser Python pour calculer des sommes ou des produits, a ’aide d’une boucle for.
n

Par exemple, pour calculer Z k2, on peut introduire la fonction suivante :
k=1

<[> Code Python

def somme carre(n):

res = 0 # Variable gardant le résultat

for i in range(1l, n+l): # Attention : range(a,b) va de
res = res + i*i # a inclus a b exclus.

return res

Cela donne alors :

Console Python A

>>> somme_carre(10)

385

>>> 10%(10+1)*(2*10+1)/6
385.0

L’opérateur range permet d’énumérer les nombres suivant une certaine régularité :

o range(a,b) énumere tous les entiers de a (inclus) & b — 1 (b est donc exclus)

e range(a,b,p) énumere tous les entiers de a inclus & b — 1 par pas de p :
Console Python o

>>> for i in range(1,8,2): print(i)

~N O W= .

On peut également utiliser une fonction du module numpy qui permet de faire la somme des
termes d’une liste efficacement :

Console Python -

>>> import numpy as np # On importe le module numpy sous le nom np

>>> L = [ k¥*2 for k in range(11l) 1 # On construit la liste des carrés de 1 a 10
>>> np.sum(L)

np.int64(385)

On dispose également de np.prod qui calcule le produit des termes d’une liste :

Console Python -
>>> import numpy as np
>>> np.prod([1,2,3,4])
np.int64(24)

II. Calculs de sommes et produits

1. Changement de variable

Puisque la variable d’une somme est muette, on peut faire un changement de variable, qui
consiste a ré-écrire la somme différemment.

A. Crouzet 8 ©@®®
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Proposition 4.9.

Soient p < n deux entiers, [ un entier, et a,, - a,; des réels. Alors

n+l

§ a = E gyl

k=p+l

On a effectué le changement de variable j = k:—l > ainsi, si k = p+1, alors j = p. De méme,
k=n+ 1 amene j =n.

Méthode
Pour faire un changement de variable j = f(k), on proceéde en remplagant toutes les occur-

rences de k par son expression en fonction de j, mais on n’oublie pas de changer les bornes
en conséquence !

Exemple 4.6

Calculer S = Z(n — k) en posant j =n — k.
k=0

Solution

Posons j =n — k. Alors

car 'ordre de la somme des termes n’importe pas. On a donc
n(n+1)
2

S =

Remarque

On pourrait vouloir faire d’autres changements de variables, mais tous ne sont pas autorisés.
Par exemple, poser k = 2i¢ est interdit, car 2¢ ne parcourt que les nombres pairs, alors que
k parcourt des valeurs y compris impaires.

2. Sommes et produits télescopiques

a. Définition
Définition 4.5.

Soit p < n. Soient a,, -, a,; des réels. On appelle somme télescopique une somme de
la forme
n
Z A1 — Ak
k=p
Exemple 4. 7
La somme —_— = est une somme télescopique.
Z R+l P

b. Simplification

A. Crouzet 9 ©@®®
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Proposition 4.10.
n
Soit S,, = ZakH — ay. Alors

k=p
Sy = pyq —ay
Démonstration
En effet,
Sn = (ap+1 _ap) + (ap+2 _ap+1) + (ap+3 - ap+2> +et (an _an—1> + (an+1 _an) = —ap tani1
Exemple 4.8
La somme S, _— = se simplifie en
Z k+ 1 P
1
" on+1

Exercice 4.9

N
Soit S, = » In (
k=1

1
) . Simplifier §,,.

Solution

On constate en effet, en utilisant les propriétés du logarithme, que

S, = iln(k‘ +1) —1In(k)
k=1

La somme S, est donc télescopique. On a donc

S,=In(n+1)—In(l) =In(n+1)

c. Produits télescopiques

On peut définir également les produits télescopiques, avec un résultat assez similaire a celui des
sommes télescopiques.

Définition 4.6.

Soit p < n. Soient a,, - a4, des réels tous non nuls. On appelle produit télescopique un
produit de la forme

n

H Ag+1

ey U

Exemple 4.10
Le produit

= )
X
| W

est un produit télescopique.

A. Crouzet 10 ©@®®
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Proposition 4.11.

Ag+1 Apt1
Soit P, = H avec a,, - a1 tous non nuls. Alors P, = nt
a

k=p ag P

I'= Exercices 4 et 6.

I1l. Factorielles et coefficients binomiaux

1. Factorielle
Définition 4.7. Factorielle

Soit » un entier non nul. On appelle factorielle de n, et on note n!, le nombre n! = H k.

Par convention, 0! = 1.

Remarque
Onaainsil!=1,2l=1x2=2et3!=1x2x3=6.

Proposition 4.12.

Pour tout entier n > 1, on a
(n+1)!=(n+1) xn!

Démonstration
En effet, par définition,
M+ =1x2x-xnx(n+1l)=nlx(n+1)

=n!

Exercice 4.11
(n+2)!

Pour n > 1, simplifier '
n!

Solution

On a
(n —7;2)! _ (n+2)7(17!1+1)n! — (42t D)

Exercice 4.12 (Produit des nombres pairs et nombres impairs)
Ecrire, a laide des factorielles, les produits

ﬁ(Qk) et ﬁ 2k +1).
k=1 k=1

Solution

L’astuce est de factoriser chaque terme par 2 pour la premiere :

2x4x..x HQk—Q"Hk—Q”n'
k=1 k=1

A. Crouzet 11 ©@®®
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Pour la deuxiéme, nous allons ré-écrire le produit en ajoutant les termes manquants :
I1x2x3x4x5x%x...x(2n)x (2n+1)
2x4x6x..x(2n)

(2n+1)!
2nn/!

I1x3x..x@2n+1)=][]@k+1)=
k=1

en utilisant le résultat précédent.

En PYTHON, on utilisera ce qu’on a vu précédemment : une boucle for, ou bien np.prod :

<[> Version avec for

1 def fact(n):

2 res = 1

3 for k in range(1l,n+1):
4 res = res*k

5 return res

ou bien

<[> Version avec numpy

1 import numpy as np

2
3 def fact(n):
4 return np.prod([k for k in range(1,n+1)])

On obtient alors :

Console Python =

>>> fact(4)
np.int64(24)
>>> fact(5)
np.int64(120)

2. Coefficients binomiaux

Nous reviendrons sur une autre définition des coefficients binomiaux plus tard. Nous allons les
définir de maniére analytique :

Définition 4.8. Coefficients binomiaux

Soient n € N, et p € [0, n]. On note

et on lit « p parmi n ».

Remarque

Sin et p sont deux entiers tels que 2 < p < n, on a

n) nx(mn—1)x..x
p) pl x
X

n(n—1)(n—2)
p!

o . ’ . n
C’est cette formule que nous utiliserons, en pratique, pour déterminer (p) .

A. Crouzet 12 ©@®®
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Exemple 4.13
Par exemple,

11 11 x10x9x8
= =11 x10x 3 =330
4 4x3x2x1

Proposition 4.13. Propriétés des coefficients binomiaux

Soient n et p deux entiers naturels tels que p < n.

()

n n
e Sin>1, alors :< ):n.

[ ]
VR
o 3
~

Il

1

3
3
3
|
=

e Sin>2, al = — -
in > 2, alors 5 5

e SYMETRIE : <n> :( K )
p n—p

e FORMULE DU CHEF :sin > 1 et p > 1, alors

e FORMULE DE PASCAL : si 1 < p < n, alors
n n—1 n—1
p p—1 p
Les trois premiers résultats s’obtiennent par calcul en utilisant les propriétés des factorielles :

ny) n! _n!_l
0/ 0l(n—0)! n!

(n n! n! n(n—1)!

Démonstration

= = = =N

1 Un—1)! (n—-1! (n—1)!
(n n! nn—1)n-—2)! n(n-— 1)‘

2) " 2Am—21  2x(n-2! 2

Pour la symétrie, cela découle rapidement de la définition du coefficient binomial :

n B n! - n! _[(n
(n—p> S =ple—(—p)t (n—p)lt (p)

A. Crouzet 13 ©@®®
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Pour I'avant-dernier point, on calcule séparément les deux produits :

n) n! B n! B n!
p<p> P —p) ” Ppp—Din—p)!  (p— Dl(n—p)!

n(n—l) . (n—1)! ~ n(n—-1) _ n!

p—1 p—Dn—1—(p-1)) (p-Dn—p)! (p—1)n—p)!

On a bien égalité. Enfin, pour la formule du triangle de Pascal, on part de la somme et on
met au méme dénominateur :

n—1 N n—1Y) (n—1)! N (n—1)!
p—1 p ) (p-Dn—1-(p-1) pln—1-p)

__ pla-1) N (n—1!n—p)
pp—Dn—p)  pln—p—1n—p)

p(n—1! (n—p)n—1! (n—1)!p+n—p) n! (

plin—p)! ~ plln—p)! —  plln—p)!  pln—p)!

Remarque

Par convention, on étend la définition en posant Z =0 pour tous n € Net p ¢ [0, n].

Dans ce cas, la formule de Pascal est valable pour tous n et p.

La formule de Pascal permet de déduire un élément qui n’était pas évident en utilisant la
définition des coefficients binomiaux :

Conséquence 4.14.

Pour tous entier n € N et 0 < p < n, alors (Z) e N.

Démonstration

Elle se fait par récurrence sur n, en utilisant la formule de Pascal.

Remarque
La formule de Pascal permettent de calculer, de proche en proche, les coefficients binomiaux.

On place sur un triangle les cotés qui valent 1 (puisque (j) = () = 1), et on compléte de
haut en bas en utilisant la formule du triangle :

A. Crouzet 14 ©@®®
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En appliquant le résultat de la formule du Chef, remarquons, puisque (g) =1, que 'on a

ny nn—1 n—p+1l(n—p ﬁn—k
p) pp—1" 1 0 o=k

On obtient alors le programme PYTHON suivant :

<[> Code Python

1 def coeff bin(n,p):

2 if n<0 or p<0O: return 0 # Cas négatif, convention : 0
3 resultat = 1 # initialisation

4 for k in range(p):

5 resultat = (n-k)/(p-k) * resultat # formule du Chef

6 return resultat

Algorithme 4.15.

La formule de Pascal permet de calculer les coefficients binomiaux en utilisant une fonction
« recursive », c’est-a-dire qui s’appelle elle-méme. On créé ainsi une fonction coeff_bin n p
qui prend deux arguments et renvoie :

e Isip=0oun=p (car (j) = (1) =1)

e Sinon, puisque (g) = (z:i) + (";1), on calcule ces deux coefficients.

Puisqu’a chaque étape, n ou p diminue, la fonction s’arrétera (c’est ce qu’on appelle la
terminaison).

<[> Code Python

1 def coeff bin(n,p):

2 if n<0O or p<0O: return 0 # Cas négatif, convention: 0
3 if p==0 or p==n: return 1 # Cas (3) = (f:) =1
4 return coeff bin(n-1,p-1)+coeff _bin(n-1,p) # Formule de Pascal

I’ Exercices 7, 8 et 9.

3. Formule du binome de Newton

Une application importante des coefficients binomiaux est la formule du bindéme de Newton :

Théoréme 4.16. Formule du binéme de Newton

Soient a et b deux nombres réels, et n un entier naturel. Alors

n n

(a+b)" = Z : akpn—k — Z : an—kpk

k=0 k=0

Démonstration

Méme si on dispose de tous les outils pour la démontrer, on repousse cette preuve a un
prochain chapitre.

Pour n = 2, on retrouve les identités remarquables classiques
(a+b)?=a%>+2ab+b*> et (a—0b)?=a*—2ab+b?

Pour n = 3 et n = 4, on obtient ces identités qu’il peut étre judicieux de retenir :

A. Crouzet 15 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 4 — Sommes et produits de réels Maths. approfondies

(a+0b)® = a3+ 3ab + 3ab? + b* (a—10b)® = a®—3a?b + 3ab* — b?
(a+b)* = a* + 4ab + 6a2b? + 4ab® + b* (a —b)* = a* — 4a3b + 6a%b? — 4ab> + b*

Exercice 4.14

Déterminer, pour tout n € N,

Démonstration

11 suffit d’appliquer la formule du binéme de Newton, en prenant ¢ = b = 1 pour la premiere,

et a =1 et b= —1 pour la seconde. On obtient
. (n " (n
=2" et —1)*=0sin>1, 1 sinon.

IS Ezxercices 11 et 12

IV. Sommes doubles

La somme E x;, ou (x;);c; est une famille de réels indexée par une partie finie I, est appelée
| el
somme simple.

1. Notion de somme double

Définition 4.9. Couple d’entiers

On appelle couple d’entiers naturels la donnée de deux entiers naturels = et y, dans cet
ordre, noté (z,y).

L’ensemble des couples d’entiers naturels est noté N2.

Remarque

Graphiquement, I’ensemble N? est représenté par un quadrillage infini, ot un couple (a, b)
est représenté par un point a l’intersection de la droite d’équation x = a et y = .

Définition 4.10. Somme double

Soit A une partie finie de N2. On appelle famille de nombres réels indexée par A la
donnée, pour chaque couple d’entiers naturels (7, j) de A, d’'un unique nombre réel z, ;. On
la note (7; ;) j)cA-

On note Z r; ; la somme des éléments de la famille. On dit qu’il s’agit d’'une somme

(i,5)€A
double.

Exemple 4.15

Par exemple, sin € N* et A = {(4,7), 7 € [1,n],j € [1,n]}, la famille (3ij2)(i Hea est une

famille de nombres réels indexée par A.
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En général, le calcul d’'une somme double consiste en le calcul successif de sommes simples.

2. Le cas d'un domaine rectangulaire
Un domaine de N? est rectangulaire s’il peut s’écrire
A={(i,j) eN>, m<i<n,p<j<dq

avec m,n, p, q des entiers naturels tels que m < n et p < q.

On note alors, en général, (z; ;)m<i<n au lieu de (z; ;)(; jca, et la somme est notée

P<I<q

g x; ; au lieu de E T
m<isn (1,J)€A
P<I<q

Si m = p et n = ¢, on note encore plus simplement (x; ;),<; j<, 12 famille et Z T g

P<L,J<q
Le domaine est dit rectangulaire car les éléments de la famille peuvent étre rangés dans un
tableau :

J
P p+1 q—1 q
1
m ;Umvp xmvp""l xqu_l mqu
m+1 Tmtlp | Tmtlp+l | - | Tmtlg—1 | Tmilg
n—1 xn—l,p xn—l,p—&-l q’.n—l,q—l xn—l,q
n xnvp xnap+1 xnvqfl $n7q

Pour sommer les éléments de la famille, on peut le faire de deux manieres différentes :

a
o ajouter d’abord chaque élément d’une ligne, c’est-a-dire calculer Z x; ; pour tout entier

J=p
i € [m, n], puis de sommer tous les résultats, pour finalement calculer
n q
> (2w
J=p

i=m

n
o ajouter d’abord chaque élément d’une colonne, c’est-a-dire calculer g x; ; pour tout entier

=m
J € [p, q], puis de sommer tous les résultats, pour finalement calculer

q n
2 2w

Jj=p \i=m

Ces deux calculs sont valides, et on obtient le théoréme suivant :
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Théoréme 4.17. Théoréme de Fubini
Soit A = {(i,j) € N2, m <n, p < J < gl et (2;5)3,5)ea une famille indexée par A. Alors
n q q n
S =3 (B =3 (S
m<i<n i=m \ J=p Jj=p \i=m
P<ISq
Remarque

Dans cette somme, il y a autant de termes qu’il y a de termes dans le tableau, c’est-a-dire
(n—m+1)(¢—p+1).

Exemple 4.16

Soit n € N*, et pour tous i et j dans [1, n], on pose x; ; = ij2. On souhaite calculer

,J
E :L'%J

1<i,5<n
o Premieére méthode. On fixe i € [1, n]. On calcule alors

n n

— P2
E ,% = E :U
j=1

=1

—ZZ] nn+1)2n+1)

6
1 ]

nn+D@n+D>

On en déduit alors que :

Z Lij

1<2,9<n 1

I
M3

I
M:

6
i=1
~n(n+1)(2n+1) Z”: . n?(n+1)22n+1)
N 6 "= 12
o Deuxiéme méthode. On fixe j € [1, n]. On calcule alors
D wig =) i’
i—1 i-1
o . on(n+1)
i=1
On en déduit alors que :
D Tg=) (Z x%])
1<i,j<n =1 \i=1
B n IQn(n + 1))
j=1
_ n(n+1) zn:j2 _ n%(n+1)%2(2n +1)
2 12

Remarque

L’exemple précédent est un cas particulier ou on peut factoriser les termes. De maniere plus
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générale :
n q
E TY; = E Z; § Y;
m<isn i=m j=p
P<J<q
Démonstration

En effet, en utilisant le théoreme de Fubini et par linéarité :

IRTEDS Z%

m<i<n =m
P<ISq
n

:Z Li Zya

7

n

=m
-(£0) (2+
J=p i=m

3. Le cas d'un domaine triangulaire

Un domaine de N? est triangulaire s’il peut s’écrire
A={(i,j) eN*, p<i<j<n}

avec n et p des entiers naturels tels que p < n
On note alors, en général, (; ;)p<icj<n au lieu de (z; ;) jica, et la somme est notée

g x;; au lieu de g T

p<i<j<n (i,5)€A

Le domaine est dit triangulaire car les éléments de la famille peuvent étre rangés dans un tableau

de cette maniere :

J
P p+1 el mn—1 n
i
p Tpp | Tpp+l | | Tpn-i Lp,n
p+1 Tpt1p1 | = | Tptin—1 | Tptin
n—1 Tn—1,n—1 xn—l,n
n Ty

Pour sommer les éléments de la famille, on peut le faire de deux manieres différentes :
n

o ajouter d’abord chaque élément d’une ligne, c’est-a-dire calculer Z x; ; pour tout entier

]_’L
i € [p, n], puis de sommer tous les résultats, pour finalement calculer

Z qu

1=p Jj=t

¢ ajouter d’abord chaque élément d’une colonne, c’est-a-dire calculer E x; j pour tout entier

1=p
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j € [p, n], puis de sommer tous les résultats, pour finalement calculer

(50

Ces deux calculs sont valides, et on obtient le théoréeme suivant :

Théoréeme 4.18. Théoréme de Fubini
Soit A = {(i,7) € N?, p < i < j<n}, et (x;;)jea une famille indexée par A. Alors

p<i<j<n ‘ =i 7=

Remarque
Dans cette somme, il y a autant de termes qu’il y a de termes dans le tableau, c’est-a-dire
(n—p+1)(n—p+2)

5 .

On dipose d’un autre cas particulier : le cas de la somme des termes sur-diagonaux stricts. Dans
ce cas :
A={(i,j) eN?, p<i <j<n}

avec n et p des entiers naturels tels que p < n.
On note alors, en général, (; ;)p<icj<n au lieu de (z; ;) jica, et la somme est notée

g x;; au lieu de E T ;-

piI<jsn (i,7)€A

Cela donne le tableau suivant :

J
p|p+1 p+2 |...| n—1 n

1

p Lpp+l | Tpp+2 || Tpn-i Lp,n
p+ 1 Lp+1,p+2 | - | Tp+ln—1 | Tpt+in
n—2 xn—Q,n xn—Z,n
n—1 mn—l,n

n

Le théoreme de Fubini s’applique a nouveau :

Théoréme 4.19. Théoréme de Fubini
Soit A = {(i,7) € N?, p < i < j<n}, et () ea une famille indexée par A. Alors

PE<j<n i= J=i+1 J=p+1 \i=p

Remarque
Dans cette somme, il y a autant de termes qu’il y a de termes dans le tableau, c’est-a-dire
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(n—p+1)(n—p)
5 .

Exemple 4.17
On souhaite calculer Z ij.

1<i<j<n
e Premieére méthode.

1<z<y<n i=

I
A

n*(n+1)(n—1) n?’(n—12 nn—-1)2n—-1) nn+1)(n—-1)(3n+2)
4 8 12 24

¢ Deuxiéme méthode.

j—1
> 5-3(50)
1<i<g<n j=2 i=1

j—1

Il
<. <.
M: HM: ”M:
[\] [\&]
.
<
o, N l
[a—
N~—
<

<.
.
Il
i
~

<,
no
|

<.
Il

| =

. <.
- 1
N [\}
. Q.
w
|
Sl
I M:
no
Q.
v}
v

[\
—~

o
w
|
VR
= 1M
.
no
|
[S—
N~
S~

n+1)%2 nmn+1)2n+1) n(n+1)(n—1)(3n +2)
4 6 ) 24

3

N = N

Abﬁm
I

Exercice 4.18 (Carré d’une somme)

Démontrer que, pour tous réels xq, ... a;n, on a
n
g T; g 242 E X
=1 1<i<j<n
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Solution
On part du théoreme de Fubini et on réécrit :

2
n n n
dow) =\ 2w ) | 2w
i=1 i=1 j=1
1<z,5<n
n
i=1 1<i<j<n 1<j<i<n
n
= E x? 42 E T;T;
7 g
=1 1<i<j<n
I'= Exercices 13 et 14.
A. Crouzet 22
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Exercices

Exercices

Manipulations et calculs

000 Exercice 1 Réécriture (5 min.)

Réécrire les sommes suivantes a 1’aide du symbole » :

1. 14+34+5+... +2021. 3.l — 2423 — . — 210,
1 2 3 2021

2. 24448416+ ...+ 1024. 4 — 422
.2+3+4+...+2022.

000 Exercice 2 Premiers calculs (10 min.)
Soient x un réel, et 0 < p < n des entiers. Déterminer

n

zp:k, En:k, En:xk et Z:pk
k=0 k=p k=0

k=p

000 Exercice 3 Des factorisations sympathiques (15 min.)
Soient x et y deux réels.
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a

n—1

" — yn — (l‘ _ y) Z xn—l—kyk
k=0

2. En déduire que, pour tout entier naturel impair n, on a

n—1

eyt = (xby) ) (DR Ry
k=0

@00 Exercice 4 Des calculs (20 min.)

Soit n un entier naturel non nul. Calculer les sommes suivantes :

on, "3/ -3 x5 < 1 n 1
> Y S 4t

=1 =0 =1 a=2
n \/_ n 1 n ]

Z 37, Zln (E)’ Zny,

J=1 k=2 J=1

000 Exercice 5 Une somme plus difficile (15 min.)
Soit n un entier naturel non nul.
1. Exprimer, en fonction de n, le plus grand entier naturel m tel que 2m < n et le plus grand
entier naturel p tel que 2]7)14- 1< n.

2. En déduire la valeur de » (—1)¥k.
k=1
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000 Exercice 6 Des produits (20 min.)

Soit n un entier naturel non nul. Calculer les produits suivants :

nook+3 n 1 n 1\
,El%ﬂ H(l_?) ,H(HE)'

k=2

Factorielle et coefficients binomiaux

000 Exercice 7 Produits et factorielles (5 min.)
Soit n un entier naturel non nul. Exprimer les produits suivants a ’aide de factorielles :

n n

[Iéi+v  J[e-v  Jle—k+1)  J]o*0+1)?
k=1 b=1

=0 k=

N

000 Exercice 8 Un autre produit (10 min.)
Exprimer le produit suivant a ’aide de factorielles :

G-+

000 Exercice 9 Une somme combinatoire (10 min.)

Soient n et p deux entiers naturels tels que p < n. Montrer que

>()-(2)

000 Exercice 10 Retour de l'inégalité de Bernoulli (10 min.)
Montrer, sans récurrence, I'inégalité de Bernoulli dans le cas ot ¢ > 0 :

VneN VzeR", (1+4+z2)">1+nx

000 Exercice 11 Formule du bindbme (10 min.)

S0 S0 mel) S0

000 Exercice 12 Des sommes combinatoires plus difficiles (20 min.)

Calculer

Soit n un entier naturel non nul. Calculer les sommes suivantes :
n n n n n 1 n n-l n
k : k(k—l)( )2’6, —( ) (—1)’%( )
Sommes doubles

000 Exercice 13 Des sommes doubles (30 min.)
Soit n un entier naturel non nul. Déterminer les sommes suivantes :

a) > i d) Y (i+)

1<i,5<n 1<i,j5<n

b) > e) > (i+))
1<i<j<n 1<i<j<n

c) Y nit ) > (i+j)ond, ={3G5)eN, i+j=n}
1<i,5<n (1,9)EA,
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@00 F[xercice 14 Des sommes plus compliquées (20 min.)

Soit n un entier naturel non nul. Calculer les sommes suivantes :

Z 1_2‘_] Z maX(Lj) Z max(i,j) Z Sf‘ifﬂ

1<i<g<n 1<ig<n 1<i,5<n 1<ig<n

Pour aller plus loin

000 Exercice 15 Inégalité de Cauchy-Schwarz (20 min.)
Soit n un entier naturel non nul. Soient z,, ..., z,, ¥y, ... Y, des réels.
1. Justifier que, pour tout ¢t € R,

n

D (il + ty)? = at? + bt + ¢
=1

ou a,b et ¢ sont trois réels a exprimer en fonction des (x;) et des (y;).
2. En déterminant le signe du trindme du second degré précédent de deux manieres différentes,

montrer que
n n n
Z‘xzyz‘ < ng Z?J?
i=1 i=1 i=1

Cette inégalité est appelée inégalité de Cauchy-Schwarz.
3. En appliquant la précédente inégalité a des réels bien choisis, montrer que

6n “ 1
< il
(n+1)(2n+1) ;/@

000 Exercice 16 Formule de Koenig-Huygens (15 min.)

r1+ ...+

. 7 n
Soient zq, ..., x,, des réels. On note m = la moyenne des (z;).

n
Montrer la formule de Koenig-Huygens :

%2(:@ —m)® = (%23:22) —m?
i= =
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Corrigés des exercices

Chapitre 4 — Sommes et produits de réels

Corrigés

Maths. approfondies

Exercice 1
Rapidement :
1010
14+345+...+2021 =Y 2k+1
k=1
10
24+4+8+16+...+1024 =) 2
k=1
10
ol —a2? 4+ 23— — 210 = Z(—l)k“xk
k=1
1 2.3, +2021_202l k
2 3 4 772022 Hk+1
Exercice 2

On utilise les sommes usuelles. Si la somme ne commence pas a 0, on peut utiliser la relation de

Chasles pour s’y ramener :

k=0 2
n n p—1
k= k— k
k=p k=0 k=0
_nn+1) (p—1p
2 2
n 1—$n+1
Zxk: 11—z siozgl
k=0 n—+1 si =
n n p—1
- oF ok
k=p k=0 k=0
1—gntl 1 —gP
— si x#£1
= 1—=x 1— 7
(n+1)—p si oz =
xpil,n+1
_{ si x#1
= 1—=x
n—p+1 si x=1

Exercice 3

A. Crouzet
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1. On part du membre de droite, et on va développer, puis faire un changement de variable :

n—1 n—1 n—1
(.I o y) Z mnflfkyk = Z xnflfkyk —y Z CCnflfkylf
k=0 k=0 k=0

_ g hyk j{:xn—1—kyk+1
k=0 k=0
i=k+1
n—1 n
— xnfkyk . E xnfzyz
k=0 =1
n—1 n—1
—k, k n—i,,i n
—x”+§x"y— Ex Yty
k=1 =1
= " — yn

2. On utilise le cas précédent, en remplacant y par —y, et en utilisant le fait que n est impair :

7 () = o () YR )
k=0

= (@ +9) Y (D1

k=0

Or, n étant impair, (—y)" = (—1)"y™ = —y", d’ou le résultat.

Exercice 4
On se ramene autant que possible a des sommes usuelles. Ainsi :

3n 3n
do2i=> 21
i=1 i=0

_1 1337;1 —1=2%+1_2
Vai=3(va)’
j=1 Jj=1

= 1_\/5 1
"3 —3x5 <3 57
> 92 :Zﬁ_gﬁ
7=0 3=0
n 3 7 n 5N\ 7
=3 (3) 32 (3)
j=0 j=0
n+1 n+1
G ¢)
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n n
D ni=n)_j
j=1 j=1

n(n+1) n*(n+1)
2 2

On peut ré-écrire les sommes pour simplifier :

n

kz:ln (%) => —In(k)

k=2

=—In (H k:) = —In(n!)
Dans les autres cas, on essaie de se ramener & une somme télescopique :
S IR -
SVitVitl (\/_+\/JT)( \/]T)
B SRV SR

-+ 1

j_l

=ZW—ﬂ=M—ﬁ: AT1o1

et
n 1 = a—1
>om(1-7) =2 m ()
= iln(a —1)—In(a) =In(1) —In(n) =| —1In(n)
Exercice b

n n
1. Soit n € N. Par définition, m = [5] est le plus grand entier tel que m < 5 soit 2m < n, et
n—1 . n—1 .
} est le plus grand entier tel que p < —5 soit 2p+1<n

=]
2. On sépare, dans la somme, termes pairs et termes impairs. On fixe n et on note m et p tels
que définis dans la question précédente. Remarquons que si n est pair, p = m — 1 et si n est
impair, m = p.
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Alors :
n
SNDfe= > (D4 > (—D)kk
k=1 ke[1,n] ke[1,n]
k pair k impair
P
= Z 2i — Z 2i+1)
=0
m m—1
22— > (204+1) si n est pair
— i=1 =0
P 2
Y>2i—> (20 +1) si  nest impair
~ =1 i=0
m—1 m—1
2i+2m — (1 + > (20 + 1)) si  n est pair
_ i=1 i=1
P P
> 2 — (1 + > (2i+ 1)> si  n est impair
N i=1 i=1
2m—1— >  1=m si n est pair
- p =1
—1—-> 1=—p—1 si n est pair
i=1
, . n : o n—1 [n o
En remarquant que si n est pair, m = [5} et si n est impair, p = [ 5 } = 5}, on en déduit
le résultat : i
Z(—l) k= [—} si n est pair, — [—] — 1 si n est impair.
ot 2 2

Exercice 6
Pour le premier, on remarque un produit télescopique :

“ 2k + 3 2(k+1) +
I e

(n+1)+1 243

2x1+1 3

Pour le deuxiéme, on ré-écrit pour faire apparaitre deux produit télescopiques :

[1(-5) - 115

k=2

kxk

Il
—
™
N
—_
X
=
™
_|._
—_
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Pour le dernier produit, on fait apparaitre un produit télescopique en ajoutant un terme :

n

k=1

fil

Exercice 7

On obtient :
k=1
[0
b=1

Exercice 8

On ré-écrit :

Exercice 9

M 12[ (k + 1)’“
k=1 k
- 12[ (k+1)F
k=1 K
B 12[ (kDM 1
s kP k+1
oyl oyt
P Kk o k1
telescopage
(n+1)7+t y L [ (n+1)"
BT n+D! |

X..x1=mn!

b+1)2 = (ﬁb) (ﬁ b+1> = n?((n + 1)!)?

k=1
I —-2k-1)
_ ksl
I12
k=1
()" x1Ix3x...x(2n—1)
= o

()" x1x2x..x(2n—1)%x2n
2x4x..x(2n) x 2"

(=1)" x (2n)!
M X I X2X ... XN X2
~(=1)"(2n)!
- 922np)

On fixe p. On démontre le résultat par récurrence sur n, pour n = p.
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p+1

1> =1 : la proposition est
p+

e Initialisation : pour n = p, la somme vaut (p) =1et (
p

donc vérifiée pour n = p.
o Hérédité : supposons que ’égalité est vraie pour un certain entier n > p fixé. Alors :

S0)-20) (1)

n-+1 1
— ( > + (n—; ) par hypothese de récurrence

p+1

n+2
= par la formule de Pascal
p+1

Ainsi, la proposition est vérifiée au rang n + 1.
Conclusion : on a bien montré par récurrence que pour tout entier n > p, on a

()= (0)

D’apres la formule du binéme de Newton :

(142)" = zn: (Z) ak1nk

Exercice 10

I
o 3
~
8
[}
+
VR
— 3
~
H)—I
+
Eond
I 3
[\&)
N
> 3
N~
8
Bl

"o (n
—1+nx+z<k)xk>1+nx

k=2
cette derniere inégalité étant vraie car z > 0 et les coefficients binomiaux sont positifs, donc la
somme elle-méme est positive.

Exercice 11
Dans tous les cas, on utilise la formule du bindéme de Newton avec des réels bien choisis :

2" = (1+1)" =

l=1"=((1—2z)+x)"

sin>1, 0=(1—1)"

3= (1+42)"

T
(=)

M I 1 I
N——— ~———— Q SN—

Exercice 12
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Remarque

De prime abord, on ne peut pas déterminer les sommes de cette exercice — elles ne cor-
respondent ni a des sommes usuelles, ni & des formules du binéme de Newton. L’idée est
d’utiliser des formules du cours pour se ramener a de telles sommes. La principale formule

(1))

On fera attention aux bornes des sommes, en enlevant des termes génants (qui souvent sont

qu’on utilisera ici est

nuls)

vV on>l1, Z k (Z) =>» k (Z) (premier terme nul)

(formule rappelée)

I
bl

I 3
iR

3
R
> 3
[
—_ =
~

par linéarité

Il
S
[~
N
> 3
[
— =

i
I

en posant : = k—1

1#1"=1="  pour faire apparaitre la formule du binome

I
3
LI
VR
3
| =
—
S~ N N~

On traite a part le cas n = 0 (car on a appliqué la formule du chef, donc n doit étre supérieur
ou égal a 1) : on obtient 0, ce qui implique que le résultat précédent est en réalité valable pour
n=20:

vV n €N, Zk‘(n) =n2"1
=0 \F

Autre méthode que 'on peut utiliser ensuite : pour tout € R,

(1+z)" = En: (Z) k.

k=0

En dérivant par rapport a x :

n(l+z)" ! = Z k (Z) kL,
k=1

En prenant x = 1, on obtient bien le résultat précédent. De méme, en dérivant une deuxieme
fois, pour n > 2 :

n(n—1)(1+2)"2 = zn: k(k—1) (") o2,
k=2 k
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Ainsi

[
=
S
=
P
> 3

>2k2 =n(n— 1)3"’2
n n
soit Z k(k—1) (kz) 2k=2 = n(n —1)3""2 en ajoutant les termes nuls.

et donc Z k(k—1) (Z) 2% = 4n(n — 1)3"~2 en multipliant par 22.
k=0

Remarquons que ce résultat convient pour n = 0 et n = 1 (la somme est nulle). Ainsi

Vn eN, Z k(k—1) (Z) 2F = 4n(n —1)372,
k=0

On peut le faire bien sfir avec la formule du Chef, pour n > 2et 2 < k < n :

n n—1 n—2
k:(k:—l)(k) :(k—l)n(k_1> :n(n—1)<k_2>.

- n - n—2
Zk(kz—l)(k>2k22nn—1 (k 2)2

2
=n(n—1) (n > 2P+2 en posant p = k — 2
, 2

Ainsi

=

3

=n(n— 1)22 )" =dn(n —1)3"2.

Pour la troisieme somme, appliquons a nouveau la formule du Chef, mais au rang k+1et n+1 :

(k+1)<21—1) :(n+1)<:)

soit
1 n 1 n+1
k—+1<k>:n+1<k+1>’
Ainsi
"1 n "1 n+1
;k—ﬂ<k> T &n <k+1>
:nili(n;_l) en posant p =k +1
(& 03)-(0)
n+1\s=g\ P 0
1
:n+1(2”+1 1).
Finalement

S N B (AN
€N, — -
" Sk 1\k) ntl
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La derniére se fait comme la premiere.

S (™) =S
Scu(y) - S

3

Exercice 13
Pour chacune des sommes, on applique le théoréme de Fubini (y compris lorsqu’une des variables
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n’intervient pas!) :

n
niti — Z nini
— £

1<ijsn J

i= i Z(Z +J) par Fubini
=

1
j—1 j—1
(Zz + j) par linéarité

j i=1 i=1
~((G—1)]
:Z< 2) +(]—1)])
j=2
" 1)
_ Z ((J 5 )Jj +(— 1)j> car pour j = 1, le terme est nul
j=1
3 .
= B (JQ—J)
j=1
3 <n(n+1)(2n+1) n(n—i—l)) ~nn+1)(n—1)
T2 6 2 a 2

Pour la derniere somme, on constate que (7,j) € A, si et seulement si ¢ € [0, n] et j =n —i.

On peut alors écrire
n

Z (i+j):Zi+(n—i):in:n(n+l)

(i.5)EA, =0 =0
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Exercice 14

On va appliquer le théoréme de Fubini, en essayant de simplifier :

1

1<icien 1

Eﬂb

=1 Ji=
:zn:_J j+1)

H1+j 2

—~J _|[nnt1)
:;5: 4

Z max(7, 5) izmax@ﬁ

1<i<<n j=1 i=

3

, |nn+1)2n+1)
6

Pour la troisieme, on écrit par sommation par parquet puisque 1 < 7,5 < n si et seulement si
I1<i<jg<noul<<i<ji<g<n:

Z max(i,j) |= Z max(i, j) + Z max(i, j)

1<i,j<n 1<i<j<n 1<j<i<n

n(n+1

~—

+

+ i(i — 1) car le terme est nul pour i = 1
i=1
) n(n+1)2n+1) n(n—i—l))

* 2

2n+1 1\ |n(n+1)(4n—1)
>_ 6
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De méme, |i —j|l=j—isij>i

Z 31—l

Il
-
=
1
S
Il
-
M-
<
(=
|
=

1<i<ysn 7j=1 =1 7j=1 =1
n J ) n 3— 3j+1
= 37] 37/ — 37]
2 =2 T
J=1 i=1 J=1
1 n
— -3 (337
2
7j=1

I

|
3

[GV)]

|

w
[+
VR
Wl =
N————
<
\—/

I

|

w

3

|

w
Wl
|
(1

I

N | =
Y

w

3

|
| W
7N

[a—y

|
I/
Wl
S~
3
~_
N~

Corrigés des exercices approfondis

Exercice 15
1. Soit t € R. On développe :

2
(| + tly)” = | ? + 2|@,] - Jylt + 2y * = 2F + 2|2yt + 27

soit, en sommant

n

9 n
Z (lzs] +tly:l)” = Zl“% + 2|zt + t7y7

1=1 1=

1
- +2tz‘xzyl’+t2zyz
1

3

2+m+c
avec a = Zy?, b= 22 |z;y;, et x = fo
=1 i=1 i=1
2. Tout d’abord, puisque |z; + ty;|> > 0, par somme,
S 2
(] + tly;[)” >0
i=1

Ainsi, le trindme du second degré est de signe constant. Cela signifie que son discriminant A est
négatif. Or

2
A =02 —dac = <2Z]xzyz|> —42301221/12
=1 i—1 =1

et cela donne

3
3

" 2
i=1 i

=1 =1

S

puis, en appliquant la fonction racine croissante sur R*, et par positivité des termes

Z|$zyz| < UZCU UZ?/ :
i=1 i=1 i=1
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3. Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz a z; = % et y; = i, pour tout i € [1, n]. Cela

donne :
SHIENON
i1 v\ =

., n+1)2n+1
I PRRSLIES]

/ \/ n(n+1)( 2n+1)

soit, en appliquant la fonction carré, croissante sur R™

nn+1)2n+1) <~ 1
2 < —
Y

n 1
2|7

i=1

et I'inégalité devient

et finalement

Exercice 16
n
On va développer, en constatant que Y x; = n X m.
i=1
1 & 1 &
—Z(wi—m)z ==Y (2?2 —2z;m+m?)
n 4 n 4
= =1
1, 2m Z T o, )
= | =D 2| ————+=-> m
o= n o=
1< 2m(nm 1
=|=)_ai —¥+—(nm2)
n 4 n n
=1
1 n
=1 - 2 | —m2.
=

A. Crouzet 39 ©@®®



	Sommes et produits de réels
	Définitions et propriétés
	Familles finies d'entiers
	Somme et produit sur des familles finies
	Sommes usuelles
	Première propriétés
	Avec Python

	Calculs de sommes et produits
	Changement de variable
	Sommes et produits télescopiques
	Définition
	Simplification
	Produits télescopiques


	Factorielles et coefficients binomiaux
	Factorielle
	Coefficients binomiaux
	Formule du binôme de Newton

	Sommes doubles
	Notion de somme double
	Le cas d'un domaine rectangulaire
	Le cas d'un domaine triangulaire

	 Exercices
	 Corrigés


