Chapitre

Généralités sur les nombres réels

— Résumé

ANS ce chapitre, nous allons revenir sur les nombres réels, et voir toutes les propriétés qui en
découlent :
o un rappel sur le calcul fractionnaire et les puissances ;
o un retour sur les propriétés sur les inégalités ;
o une définition rigourcuse des intervalles de R et des propriétés sur les sous-ensembles de
R;

e la définition de la valeur absolue, la partie entiére d’un nombre réel, et la racine n-iéme
d’un nombre réel positif.
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@ Sur les ensembles de nombres :

o les ensembles ClasSiQUES . . ...ttt O
e les propriétés de I’addition et la multiplication des réels .......................... O
e la notion de parité d’un entier.......... ... O
e les regles de calcul dans Q. ... ..o O
o les régles Sur les PUiSSANCES . . . ..ottt e |
e les identités remarquables . ....... .. O

@ Sur la relation d’ordre des réels :

e les propriétés de la relation d'ordre. ... i O
o les compatibilités. ... ..o O
o le cas des PUISSATICES . ...ttt t ettt e ettt O
e la notion d’intervalle de R . ... .. O
o les propriétés de la valeur absolue . ... ... .. i O
o les inégalités triangulaires . ... e O

@ Sur les extrema et différentes bornes :

e connaitre la définition d’'un majorant et d’un minorant ................. ... ...... O
e connaitre la définition d’un maximum et d’un minimum .......................... O
e savoir déterminer qu’une partie de Z admet minimum et maximum............... O
e connaitre la définition de la borne supérieure et de la borne inférieure ............ O
o savoir utiliser le théoréme de la borne supérieure .............. ..., O
e savoir caractériser la borne supérieure et la borne inférieure ...................... O
e savoir la caractérisation un intervalle....... ... ... .. . O
e connaitre les propriétés de la partie entiere............ ..ot O

@ Sur les racines n-iemes :

e connaitre les propriétés des racines m-iemes............ouuiiiiiireeniiieeeennnn. O
o savoir utiliser la quantité conjugée. ... ... ... .. O
e savoir déterminer les solutions d’une équation du second degré, et le signe d’un tri-

101 00 < J S O
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I. Ensembles de nombres

1. Les ensembles classiques

Définition 2.1. Ensembles usuels

On dispose des cing ensembles usuels suivants (dont on admet la construction) :
o L’ensemble N des entiers naturels
N={0,1,2,3, ..}
o L’ensemble Z des entiers relatifs
Z=A.-4,-3,-2,-1,0,1,2, 3, ...}

o L’ensemble D des nombres décimaux, ¢’est-a-dire les nombres ayant un nombre fini de
chiffres apres la virgule.
e L’ensemble Q des nombres rationnels, c¢’est-a-dire les nombres s’écrivant sous la forme

B, ou p est un entier relatif, et ¢ un entier naturel non nul.

e L’ensemble R de I’ensemble des nombres réels.

Exemple 2.1
Par exemple,

1
geQ, 0,41eD, V2eR

Propriété 2.1.

On dispose des inclusions suivantes :

NcZcDcQcR

Démonstration

Par définition, N C Z, et Z C D (car les entiers relatifs ont un nombre fini de chiffres apres
la virgule, & savoir 0). Q C R par définition également. Il reste a voir que D C Q.

Soit a € D. Alors a posséde un nombre fini de chiffres apres la virgule ; on note d le nombre
de chiffres apres la virgule. Alors,

b=10% € Z
et donc .
=—¢€
a= 152 € Q
Notation

Les différents ensembles contiennent 0. On note N* = N\ {0}, Z* = Z \ {0}, Q* = Q\ {0}
et R* = R\ {0}
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Remarque

L’ensemble R\ Q est constitué des réels qui ne sont pas rationnels; on ’appelle I’ensemble
des nombres irrationnels.

I's Ezercice 1.

2. Propriétés des opérations
a. Le corps des réels

On admet les propriétés suivantes de I’addition et la multiplication des réels :

Proposition 2.2. Groupe additif

L’ensemble des réels R est muni d’une opération, appelée addition et notée + qui vérifie
les propriétés suivantes :

e COMMUTATIVITE : pour tous réels z et y, x +y =y + x.

o ASSOCIATIVITE : pour tous réels x,y et z, (z+y) + 2=z + (y + 2).

e NEUTRE : pour tout réel z, 0+ z =2+ 0==z.

o OPPOSE : tout réel  admet un opposé, noté —z : z + (—z) = (—x) + = = 0.

L’ensemble de ces propositions font de R, muni de ’addition, un groupe commutatif.

Par convention, pour tous réels x et y, on notera x — y 'opération x + (—y), et on appellera
soustraction de = par y.

Proposition 2.3. Corps des réels

L’ensemble R est également muni d’une opération, appelée multiplication et notée x (ou
-), qui vérifie les propriétés suivantes :

e COMMUTATIVITE : pour tous réels z et y, -y =y - x.

e ASSOCIATIVITE : pour tous réels z,y et 2z, (z-y)-z=a - (y- 2).

e NEUTRE : pour tout réel x, x-1=1-2 = x.

o INVERSE : tout réel z non nul admet un inverse, noté z=! ou i cxext=2"1.2=1.

o DISTRIBUTIVITE : pour tous réels z,y et z, z- (y+2) =z -y+x- 2.

L’ensemble des ces propositions font de R, muni de 'addition et de la multiplication, un
corps commutatif.

Par convention, pour tout réels x et y, on notera xy au lieu de x-y; si y # 0, on notera g =x-y !
et on 'appellera division de z par .

Ces définitions amenent différentes propriétés, qui en sont simplement des ré-écritures :

Propriété 2.4.

e Pourtoutne NetxeR, nzx=x+x+..+ .

n termes
o Pour tout réel z, (—1)x = —=x.

e Pour tous réels x et y, xy = 0 si et seulement si z =0 ou y = 0.
e Pour tous réels x,y,z et ¢, on a :
— DISTRIBUTIVITE : z(y — z) = zy — x2.
— DOUBLE DISTRIBUTIVITE : (x 4+ y)(z +t) = xz + ot + yz + yt.
—Siz4+y=x+zalors y = z.
— Sizy=zxzalorsz=0o0uy=z

A. Crouzet 4 ©@®®
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Démonstration
Le premier point est immédiat. Concernant le deuxieme point, z + (—1)z = lz + (—1)z =
(14 (—=1))x = 0z = 0; par définition (—1)z = —z. Pour le troisitme, on procéde par
double implication. Si = 0 par exemple, alors z -y = (1—1l)yy=y—y =y + (—y) = 0.
Réciproquement, si -y = 0, soit z = 0, soit x est inversible et dans ce cas z™'-z-y = 271-0
et donc y = 0. Pour les derniers points, on utilise les regles précédentes :
w(y —z) =z(y+(=2)) = vy + x(—2) = 2y + (—x2) = 2y — 22
(x+y)z+t)=z(z+t)+ylz+t) =2z +at +yz+yt
rty=2+z = (—z)+r+y=(—2)+r+z = y==2

1

Pour le dernier, soit z = 0, soit = est inversible et alors 2 lzy = 7 22 soit y = 2.

b. Stabilité des ensembles de nombres

L’ensemble des entiers naturels N est stable par addition et multiplication : si x et y sont deux
éléments de N alors x4y et xy le sont également. En revanche, N n’est pas stable par soustraction
et N* n’est pas stable par division. En effet, 2 —5 = —3 ¢ N et % ¢ N.

L’ensemble Z est stable par addition, soustraction et multiplication. En revanche, Z* n’est pas
stable par division, % étant encore un contre-exemple.

Q est quant a lui stable par addition, soustraction et multiplication, et Q* est stable par division.

c. Les entiers

On donne tout d’abord une définition générale de la parité :

Définition 2.2. Parité

. . . . n . . . .
Un nombre entier n est dit pair si 7y est un entlier, et impair sinon.

Exemple 2.2

2 est pair, puisque ; =1 € Z; en revanche, 3 ne l’est pas, puisque g ¢ 7.

Une caractérisation importante :

Proposition 2.5.

Un nombre entier n est pair si et seulement s’il existe un entier p tel que n = 2p. Un nombre
entier n est impair si et seulement s’il existe p tel que n = 2p + 1.

Démonstration

Cela repose sur le théoreéme de la division euclidienne, que nous verrons ultérieurement

d. Propriétés des rationnels

Remarque

Sig= % € Q, avec a € Z et b € Z*, on dit que a est le numérateur, et b le dénominateur
de q.
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L’écriture d’un rationnel n’est pas unique. En effet, pour tout ¢ € Z*
a ac
b be
En revanche, si a € Z et b € N* n’admettent pas de diviseur commun' autre que 1 et —1
dans Z, on dit que I’écriture % est irréductible.
Les regles de calcul sur les fractions doivent étre maitrisées :
Propriété 2.6.
Pour tout a e R, b e R*, ce Ret d € R*:
0_O a a a —a a a 1_1
P W s T S A
a+c_ad+cb a c_ad—bc
b d  bd b d  bd
a ¢ ac (@)*1_1_b
b d bd b _%_a’
pour k € R*
_kxa
kxb
et siceR*: .
3 a d
—_— = — X —
S b e
d
Exercice 2.3
2 : 4417
CalculerA:%,Bzé,C:?)x— et D= .
z 6 18 1144
5
Solution

En appliquant ce qui précede, on a rapidement :

15 1 7
A==, B=-, C=-=
14 9 6

Enfin, attention : on ne simplifie pas comme on le veut dans une fraction (il faut d’abord
factoriser). Ici
21 7
D = —_— = =
15 5

I's Ezxercice 3.

e. Puissances entieres

Rappelons la définition de la puissance entiere d’'un nombre réel :

Définition 2.3.

Soit @ un réel non nul, et n € N. On définit ¢™ de la maniére suivante : ]

N . b
1C’est-a-dire un entier d € Z* tel que % €Z et J € Z.

A. Crouzet 6 ©@®®
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° aO = 1 ,
e a"=axaX--Xasin>1.
n fois
De plus, on note
a " =—
an
On définit ainsi a™ pour n € Z.

Exemple 2.4
Ona20=2x2x2x2x2x2=064, (—12)! = —12 et (1409091)° = 1.

Remarque
Par définition, si € R*, 2! =z et 2" =z - 2" = 2" - x.
De plus, 2™ = 0 si et seulement si x = 0.

Enfin, par convention, 0° = 1.

On dispose d’un cas particulier remarquable : les puissances de —1 :

Proposition 2.7.
Pour tout n € Z,

(—1)" = 1 si n est pair
| —1 si n est impair

En particulier, (—1)" = —(—1)"*! = —(—1)""L.

Propriété 2.8.

Soient a et b deux réels non nuls, et n, m deux entiers relatifs.
o (puissance négative)

o (puissances différentes)
a® X a™ = aner; =g ™ et (an)m — anm;
 (puissances identiques)

a” x b" = (axb)" et a—:<g>n.

Exercice 2.5
Simplifier
54 x 32 x 23 21 x 1073
A=——— et ——.
153 3 x 102

Solution
En utilisant la propriété précédente :

40
A:51><3*1><23:?

A. Crouzet 7 ©@®®
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21 1073
B=—x—=7x107"
3 102

= Exercice 4.

Propriété 2.9. Identités remarquables

On dispose des identités suivantes :
e Pour tous réels a et b :

(a+b)? = a® + 2ab + b?
(a —b)? = a% — 2ab + b?
a?—b%>=(a—0b)(a+b)
o Pour tous réels a et b :
(a+b)3 = a®+ 3a?b + 3ab? + b3
(a —b)3 = a® — 3a?b + 3ab? — b>
a® — b3 = (a—b)(a® + ab + b?)
a® + 0% = (a+0b)(a® —ab+b?)

Exercice 2.6

Développer, pour tout réel x, (z + 1)2, (z + 1)3,(1 — x)? et (1 — z)3. Factoriser 4 — 22 et
8 + 2.

Solution

En utilisant les identités remarquables :

(z+1)2=22+22+1
(z+1)3=23+322+3z+1
1—2)2=22-20v+1
(1—2)3=1—3z + 322 — 23
4—22=2—-12)2+2)
8+ a3 = (24 x)(4 — 2z + 2?)

Remarque

Il est judicieux de connaitre, ou en tout cas savoir retrouver rapidement, les identités re-
marquables suivantes :

>+ 2 +1=(zv+1)32 22 =22 +1=(z—1)
2?2 +d4r +4 = (v +2)?, 22 —dx +4 = (z —2)?
422 + 4z +1 = (22 + 1), 422 — 4z +1= (20 —1)2

I's  Ezxercice 5.

Il. Comparaisons dans R

A. Crouzet 8 ©@®®
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1. Relation d'ordre sur R

Donnons la définition, admise, de la notion de relation d’ordre sur R, que I’on manipule habi-
tuellement.

Définition 2.4. Relation d’ordre sur R

L’ensemble R est muni d’une relation d’ordre, notée <, qui vérifie les propriétés suivantes :
e REFLEXIVITE : pour tout réel a, a < a.
e ANTISYMETRIE : pour tous réels a et b, sion a a < b et b < a, alors a = b.
e TRANSITIVITE : pour tous réels a,b et ¢, sia < bet b < calors a < c.

Remarque

La relation d’ordre sur R est totale : pour tous réels a et b, on a a < bou b < a.

A partir de cette relation d’ordre, on donne un nom aux différentes possibilités :

Définition 2.5. Comparaison

Soient z et y deux réels. On dit que :

N

o 1z est inférieur (ou égal) a y lorsque x < y.

o 1z est supérieur (ou égal) a y lorsque x > y.

o x est strictement inférieur a y, ce que 'on note x < y, lorsque = < y et = # y.
e x est strictement supérieur & y, ce que ’on note z > y, lorsque x > y et x # y.

Attention

En mathématiques (en France), lorsqu’on indique que « z est inférieur (respectivement
supérieur) a y », on sous-entend systématiquement « z est inférieur ou égal (resp. supérieur
ou égal) a y ».

Remarque

Sion ax <y alors x < y. En revanche, la réciproque est fausse. De méme, si x > y alors
T = y.

Définition 2.6. Positif et négatif

Un réel x est dit positif si z > 0, strictement positif si z > 0, négatif si z < 0 et
strictement négatif si z < 0.

2. Compatibilités

Cette relation d’ordre est compatible avec I’addition, et en partie avec la multiplication :

Propriété 2.10. Reégles sur les inégalités

Soient x et y deux réels.

o COMPATIBILITE AVEC L’ADDITION : pour tout réel z, x < y si et seulement si  + z < y + z;
¢ COMPATIBILITE AVEC LA MULTIPLICATION : pour tout réel positif z, si z < y alors zxz < zxy;

3. Propriétés

A partir des différentes regles, on obtient d’autres propriétés de compatibilité qu’il faut savoir
manipuler sans erreurs.

A. Crouzet 9 ©@®®
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Proposition 2.11. Compatibilité I

Soient x,y, z et t des réels.
e Siz<yetz<talorsz+2z<y+t.
e Siz<yetz<0alors zxx>2xy.
e zy > 0 si et seulement si z et y sont de méme signe.
e Siz>0ety>0,alors z <y si et seulement si i > —. Ceci est valable également si
r<0ety<O.
On retiendra que multiplier par un nombre strictement positif conserve l'ordre, alors que
multiplier par un nombre strictement négatif renverse I'ordre.

< |~

Attention

On ne peut pas soustraire, multiplier ou diviser des inégalités membres & membres. Par
exemple, —1 < 1 et —3 < 2 et pourtant —3 x (—1) > 1x2et -1 —(=3) > 1—2.
En revanche, siO <z <yet 0<2z<talors0<rxz<yxt.

On dispose de propriétés spécifiques sur les inégalités strictes :

Proposition 2.12. Compatibilité I1

Soient x,y, z et t des réels.

e Siz<yety<z oubilensiz<yety<zalorsz < z.

e Sizx<yetz<Ltalorsx+z<y+t.

e Siz <yetz>0alors xzz < yz. Six < yet z <0 alors zz > yz. En particulier,
—r > —.

e xy > 0 si et seulement si x et y sont tous deux strictement positifs, ou strictement
négatifs.

e a > 0 si et seulement si % > 0.

e Siz>0ety>0,alors x <y si et seulement si % > i Ceci est valable également si
r<0ety<O.

Enfin, on dispose de propriétés sur les puissances (que ’on peut démontrer par récurrence) :
M

Proposition 2.13. Puissances 1

Soient x et y deux réels, et n € N*.
e Sin est pair, et 0 < x < y alors 2" < y™.
e Sin est pair, et x <y < 0 alors " > y".
e Sin est impair et x < y alors 2™ < y™.

Proposition 2.14. Puissances I1

Soient x et y deux réels, et n € Z\ N.
e Sin est pair, et 0 <z < y alors 2" > y™.
e Sin est pair, et x <y < 0 alors 2™ < y™.
e Sin est impair, et 0 < z < y alors z" > y™.
e Sin est impair, et x <y < 0 alors z" > y".

Attention

On ne peut pas élever les termes d’une inégalité a une puissance entiére si ceux-ci sont de
signe contraire. Ainsi, —1 < 2 donne (—1)? < 22, et —5 < 3 donne (—5)2 > 32.

A. Crouzet 10 ©@®®
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4. |Intervalles de R

A partir de la relation d’ordre sur R, on peut définir différents parties, que ’on appelle inter-
valles.

Définition 2.7. Intervalles bornés

Soient a et b deux réels tels que a < b. On note :

o [a,b] ={x €R, a <z < b} (intervalle fermé borné, appelé également segment),

o Ja, b ={z € R, a < x < b} (intervalle semi-ouvert borné),

o [a, b ={z € R, a <z < b} (intervalle semi-ouvert borné),

e Ja, b ={z € R, a < x < b} (intervalle ouvert borné).
On peut également dire semi-fermé au lieu de semi-ouvert. a et b sont appelés les extrémités
de I'intervalle.

Définition 2.8. Intervalles non bornés

A
.
.
.
.
Ay

Soient a un réel. On note :

o |—o0, a] = {z € R, x < a} (intervalle fermé non borné),

o |—00, a[ = {z € R, z < a} (intervalle ouvert non borné),

o [a, +oo[ ={z € R, z > a} (intervalle fermé non borné),

e Ja, +oo[ = {z € R, z > a} (intervalle ouvert non borné),
]

—00, +0o[ = R (intervalle fermé et ouvert non borné).

Remarque

Pour tout réel a, 'intervalle [a, a] est simplement constitué de I’élément a : [a, a] = {a}. En
revanche, [a, a, Ja, a] et |a, a[ sont vides. Si a > b, l'intervalle [a, b] (ainsi que les intervalles
semi-ouverts et ouvert associés) sont vides en utilisant la définition. Par abus de notation,
on écrira parfois que [a, b] = [b, a] dans ce cas-la.

On dispose de notations pour certains intervalles particuliers :

Définition 2.9

|
.
.
.
.

On note :
o R* =10, +o0o[ 'ensemble des réels positifs,
o R% =10, +oo[ 'ensemble des réels strictement positifs,

[
]
o R™ =]—00, 0] 'ensemble des réels négatifs,
o R* =]—o00, 0] 'ensemble des réels strictement négatifs.

Remarque

On peut utiliser la notation + et — pour les autres ensembles vus précédemment.

Exercice 2.7
Décrire les ensembles Z* , ZT, N~ et Q.

Solution

Rapidement, Z* sont les entiers strictement négatifs, Z, = N, N_ = {0} et Q™ sont les
rationnels négatifs.

5.  Valeur absolue

A. Crouzet 11 ©@O®®
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Définition 2.10.

Pour tout réel z, on appelle valeur absolue de z, que 'on note |z|, le nombre

|:v|— xr si x>0
Tl —z si <0

Exemple 2.8
13| =3 et | —4| =4.

Propriété 2.15. Opérations

Soient x,y deux réels, et n € N.

o [—al=lz  fwyl=lzl-yl 2" =2t 2P =2 |z—yl=|y—2|
X X
e Siy#0,|—|= |_’
ly|

Propriété 2.16. Equations
Soit x € R et a € RY.. Alors :

|z| = |al = r=aoux=—a

lz| <a = —a<z<a = x € [—a, a

lz] <a = —a<z<a = x € ]—a, a

|z| > a = r<—aouzx>a = x € |—00, —a] U [a, +o0]

|z| > a = r<—aouzx>a = x € |—00, —alU]a, +o0]
Remarque

Graphiquement, on peut représenter les solutions d’une inéquation avec une valeur absolue
sur une droit réelle. Par exemple, I'inéquation, d’inconnue z, |z — a| < b est représentée sur
la droite graduée ainsi :

«————l—)————»«————l—)————»
© o 9
a—b a a+b

Intervalle des solutions

La valeur absolue intervient dans un cas particulier d’équation du second degré :

Proposition 2.17.
Soient x et a deux réels. Alors
2% = a? = |x| = |a] = r=aouxr=—a

Enfin, 22 < 42 si et seulement si |z| < |y|.

Théoreme 2.18. Inégalité triangulaire I

Pour tous réels x et y,
|z +y| <[] + |y

A. Crouzet 12 ©@®®
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Démonstration
Calculons (|z| + |y))? — |z + y|* :
(Il + y))? = |z + yI* = (Jz[* + 2|z| - [y| + |y[*) — (z + y)?
=22 4 2lz] - [yl + v* — (2 + 22y + ¢?)
=2(|zy| — zy)

Or, par définition de la valeur absolue, |zy| — zy > 0. Donc (|z| + |y))* — |z + y|*> > 0,
c’est-a-dire
([ + lyD? > |z + yI?

Puisque les deux nombres |z|+|y| et |x+y| sont positifs, cela implique que |z|+|y| > |z +y|.

Remarque
On a de méme
|z —y| < [z] + [yl

puisque |z —y| < |z| + | —y| = |z| + |y|.

Théoreme 2.19. Inégalité triangulaire I1

Pour tous réels x et y,
lz| = lyl| < |z —yl

Démonstration

On applique I'inégalité précédente a t =x —y + ¥y :
|z =z —y +yl < |z —yl+ [yl

et donc
2| =y < |z —yl.

De maniere symétrique,
yl=ly—z+a| <ly— 2|+ 2] = [z — y[ + [2]
et donc |y| — || < |z —yl, soit |z| — |y| = —|z — y|. On obtient ainsi
—lz =yl <] =yl < |z =yl

Ces deux inégalités nous garantissent que ||z| — |y|| < |z — y|.

l1l. Majorant, maximum, et borne supérieure

Nous allons introduire, pour les parties de R, différentes notions qui se ressemblent. Il faudra
bien les différencier.

1. Majorant, minorant

Définition 2.11. Majorant, minorant

Soient A une partie non vide de R, et a € R.

e On dit que a est un majorant de A si, pour tout = € A4, x < a.
Si A admet un majorant, on dit que A est une partie majorée.
¢ On dit que @ est un minorant de A si, pour tout x € A, z > a. ]

A. Crouzet 13 ©@O®®



CPGE PCSI Chapitre 2 — Généralités sur les nombres réels Péle Kerichen-Vauban, Brest

{ Si A admet un minorant, on dit que A est une partie minorée. J

Exemple 2.9

N est minoré par 0 (mais également par tout réel négatif). Les parties B = [2, 400, C' =
|—6, 8] sont minorées, et les parties D = [—12, 2] et E = ]—o0, 1] sont majorées.
Remarque

Un majorant (respectivement un minorant), s’il existe, n’est pas unique.

Définition 2.12. Partie bornée

Une partie de R est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemple 2.10

Les parties C' et D de 'exemple 2.9 sont bornées.

Proposition 2.20.

Une partie non vide A de R est bornée si et seulement s’il existe a € R tel que, pour tout
r €A, |z] <a.

Démonstration

On procede par double implication.

S’il existe un tel a € R, on a donc pour tout x € A, |z| < a, c’est-a-dire —a < z < a : la
partie A est donc bornée.

Réciproquement, si A est bornée, il existe un minorant m et un majorant M tels que, pour
tout z € A, m < = < M. Notons alors a le maximum de |m/| et |M|. Par définition :

m>=—|m|>—a et M<|M|<a.

Ainsi, pour tout z € A :
—a<m<zrz<M<a

c’est-a-dire |z| < a.

2. Maximum, minimum

Un maximum est un majorant appartenant a la partie. C’est donc un majorant particulier :

Définition 2.13. Maximum, minimum

Soit A une partie non vide de R.

e On dit que a € A est un maximum (ou plus grand élément) de A si, pour tout
x €A, x < a. Si Aadmet un maximum a, celui-ci est unique et est appelé le maximum
de A, noté a = max(A).

e On dit que a € A est un minimum (ou plus petit élément) de A si, pour tout
x €A, x> a.Si Aadmet un minimum a, celui-ci est unique et est appelé le minimum
de A, noté a = min(A).
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Remarque

On retiendra qu'un maximum (ou un minimum) est élément appartenant a la partie, alors
qu’un majorant peut ne pas appartenir a la partie.

Démonstration
Démontrons I'unicité du maximum. On suppose qu’on dispose de deux maximums a et b
de la partie A. Par définition :
e @ est un maximum, donc pour tout x € A, x < a. En particulier, pour £ = b, on a
b<a.
e De méme, b est un maximum, donc pour tout x € A, x < b. En particulier, pour
r=a,onaa<b.
Ces deux inéaglités nous donnent a = b, et ainsi 'unicité du maximum. La démonstration
pour l'unicité du minimum est similaire.

Exemple 2.11
2 est le maximum de A = [0, 2], —1 est le minimum de B = [—1, +o0].

Attention

Une partie A peut avoir des majorants mais aucun maximum. Par exemple, A = [0, 1] est
majorée par 1 (et par tout nombre réel supérieur ou égal & 1), mais n’a pas de maximum.
En effet, supposons que A admette un maximum, que ’on note a. Par définition, a < 1
puisqu’il appartient a A. Mais alors, on constate que :

a+1<1+1_1 ‘ <a—|—1
2 5 - STy

Ainsi, GTH € A et pourtant il est plus grand que le maximum « : c’est absurde.

Exercice 2.12

Déterminer, s’ils existent, les maximums et minimums de A = N*, B = |—1, 2], et C' =

{%, n e N*}.

Solution
Rapidement, A admet un minimum (1) mais pas de maximum, B admet un maximum (2)
mais pas de minimum, et C' admet un maximum (1) mais pas de minimum. En effet :
1
e 1€ Cetpourtout n >1, — <1, donc 1 est bien le maximum de C.
n

e Supposons qu’il existe un minimum, que ’on note a. Par définition de C)| il existe un

1
€ Cet < — = a, ce qui est
1 n

entier n € N* tel que a = —. Malis alors, 1
n
absurde. Il n’y a donc pas de minimum.

On dispose enfin de théorémes permettant d’établir 'existence de minimum ou maximum dans
certains cas.

Théoréme 2.21.

e Toute partie non vide de N admet un minimum.
o Toute partie non vide majorée de Z admet un maximum.
e Toute partie non vide minorée de Z admet un minimum.
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Démonstration

Ces théoremes sont admis (car ils découlent de la construction de N et Z).

3. Borne supérieure, borne inférieure

Dans les exemples précédents, nous avons vu des parties de R majorée mais ne possédant pas de
maximum, par exemple [0, 1[. 1 est le plus petit des majorants, mais n’est pas le maximum de la
partie. Nous allons donner un nom particulier a ce nombre : c’est le concept de borne supérieure.

a. Définitions

Définition 2.14. Borne supérieure, borne inférieure

Soit, A une partie non vide de R.
e Si I'ensemble des majorants de A est non vide et admet un minimum, celui-ci est
appelé borne supérieure de A, et est noté sup(A).
e Si I’ensemble des minorants de A est non vide et admet un maximum, celui-ci est
appelé borne inférieure de A, et est noté inf(A).

Exemple 2.13

Si on reprend A = [0, 1[, I'ensemble des majorants de A est [1, +o0[, qui possede un
minimum : 1. 1 est donc la borne supérieure de A.

Remarque (Convention)

Par convention, si une partie A est non vide et non majorée, il n’y a pas de majorant, et on
décide de dire que sup(A4) = +oc.

Par un raisonnement équivalent, si A est non vide et non minorée, inf(A) = —oo.

Exercice 2.14

Déterminer, s’ils existent, les bornes supérieures et inférieures de A = N*, B = |—1, 2],
1

C = {—, n e N*}.
n

Solution

Sans difficulté, A admet une borne inférieure (1, qui est un minimum) mais pas de borne
supérieure (donc sup(A) = +o00), et B admet une borne inférieure (—1) et une borne
supérieure (2 qui est un maximum). Pour C, ’ensemble des minorants est |—oo, 0], ayant
comme maximum 0 : 0 est donc la borne inférieure de C. 1 est la borne supérieure (qui est
un maximum) de C.

b. Théoréme de la borne supérieure

On dispose d’un théoreme fondamental d’existence de borne supérieure et inférieure :

Q) | Théoréme 2.22. Théoréme de la borne supérieure

On dispose de deux résultats fondamentaux :

o Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.
o Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.
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Démonstration
Ce théoréme est admis et découle de la construction de R.

c. Caractérisations

Pour démontrer qu'un élément a est la borne supérieure d’une partie A, il faut démontrer que
a est le plus petit des majorants. C’est-a-dire :
e @ est un majorant : pour tout x € A, z < a.
e a est le plus petit des majorants : si on prend un b < a, il ne peut pas étre majorant de A,
c’est-a~dire qu'il existe un z € A tel que b < .

On en déduit la caractérisation suivante :

Théoréme 2.23. Caractérisation de la borne supérieure

Soit A une partie non vide majorée de R. Alors a = sup(A) si et seulement si

e Vx e A, x <a (aest un majorant de A);
e Vb<a,dxz €A x>b(aestleplus petit des majorants de A).

On obtient de maniére similaire :

Théoréme 2.24. Caractérisation de la borne inférieure

Soit A une partie non vide minorée de R. Alors a = inf(A) si et seulement si

o Vz e A x> a (aest un minorant de A);
e Vb>a,3xz €A x<b (aestle plus grand des minorants de A).

Gréce a cette caractérisation, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.25.

Si une partie A de R admet un maximum, celui-ci est la borne supérieure de A. De méme,
si A admet un minimum, celui-ci est la borne inférieure de A.

d. Caractérisation des intervalles

Le théoreme de la borne supérieure nous permet d’obtenir une caractérisation importante des
intervalles :

Théoréme 2.26. Caractérisation des intervalles

Une partie I de R est un intervalle si et seulement si, pour tous réels x et y de I tels que
x < y, alors le segment [z, y] est inclus dans I.

Ainsi, un intervalle I de R est une partie de R qui ne posséde pas de « trou » : pour tout x et y
de I, tout nombre réel compris entre = et y est encore dans 1.

Démonstration

Le sens direct est vérifié : il suffit de s’en assurer sur chacun des 9 intervalles. Pour le sens
réciproque, celui-ci est traité dans I’exercice 10.

I's Ezercices 9 et 10.
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4. Partie entiére

Le théoreme de la borne supérieure va donner une application intéressante : I'existence du plus
grand entier inférieur ou égal a un réel, que I'on appelle partie entiére.

Définition 2.15.

Soit & un nombre réel. Il existe un unique entier n € Z tel que n < x < n + 1. L’entier n
est appelé partie entiére de z, et est noté E(z), [z] ou |z]

Démonstration
Commengcons par prouver ’existence de la partie entiere.

e Six € Z,on pose [z] = x.

e Siz € R"\N, introduisons la partie A = {p € N, p < z}. A est une partie majorée
(par z) de N. Elle contient 0 (car z est positif), et est donc une partie non vide et
majorée de N : elle admet un maximum p.

Puisque p € A, on a p < x. Mais par définition de p, p+ 1 ¢ A, et donc p+1 > =z.
On pose alors [z] = p.

e Siz € R™\Z, alors —x est positif. D’aprés ce qui précede, il existe un entier n tel

quen < —x <n+1, et donc —n —1 < z < —n. On pose alors [z] = —n — 1.
On a, ainsi, démontré 'existence de la partie entiere dans tous les cas.
Pour l'unicité : supposons qu’il existe deux entiers n et m tels que n < z < n+ 1 et
m<z<m-+1. On a donc

—-m—-1<—-ax<—msoitn—m—-—-1<0<n—m-+1

On obtient donc —1 <n—m < 1, mais n—m € Z, donc n—m = 0 et n = m, ce qui montre
bien 'unicité de la partie entiere.

Remarque

On utilisera en général la notation [z], voire [z ].
Par définition, la partie entiere de x est le plus grand nombre entier inférieur ou égal a x.

Exemple 2.15
Ainsi, [3,2] =3, [r] =3, [-3,2] = —4.

Propriété 2.27.

e VxeR, [z]€Z.
o V z€R, [z] <z par définition. Ainsi,

VzeR, [zl<z<[z]+1

On a également la relation

VzeR, z—1<[z]<x

Définition 2.16.

Soit # un nombre réel. On appelle partie entiére supérieure, et on note [z ], le plus petit
nombre entier supérieur ou égal a x.
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Remarque

On dispose également d’une inégalité pratique : V z € R, [z] —1 <z < [z].

I's Ezercice 19 et 20.

IV. Racines

1. Racine n-iémes
Définition 2.17.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout réel positif z, il existe un unique réel
positif y tel que y" = x.
Ce réel est appelé racine n-iéme de z et noté z/" ou {/E

Démonstration

Nous démontrerons ’existence et 'unicité dans un chapitre ultérieur.

Remarque

Dans le cas oul n = 2, on note plus simplement \/z au lieu de /z la racine carée de .

Exemple 2.16
On a V243 = 3 car 35 =243 et 3 > 0, et V64 = 2.

Remarque
e Pour tout entier naturel n > 2, on a % =0et % =1.
n n
e Pour tout réel positif =, et pour tout entier naturel n > 2, on a ({1/5) = Vz" =z.
o Pour tout réel x, et tout entier naturel n > 2 pair, on a Vz" = |z|.

La racine n-iéme vérifie les mémes propriétés que la racine carrée vue les années précédentes,
similaires aux puissances :

Proposition 2.28.

Soient z et y deux réels positifs, et n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
n ':C

* Sty 70, \/; \/— v \/—

e SipeZetax#0, alors({/z) VaP.

e Pour tout entier naturel p supérieur ou égal a 2 :

V==

Démonstration

On utilise les propriétés sur les puissances et 'unicité de la racine n-ieme.

ry = (V)" ()" = (Y 4fy)”

e On remarque que
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Par unicité de la racine n-itme, et puisque {/z{fy >0, on a bien {/zy = Yz Yy
e Se fait de la méme maniere.
e On peut écrire

(3)")" = (3)" = (§2)" = ((¥)")" =
Par unicité de la racine n-iéme, on en déduit le résultat.
e De la méme maniere que précédemment, on montre que

()"

et on utilise I'unicité de la racine np-ieme du réel positif x.

Remarque
En utilisant la notation de puissances, on obtient les mémes régles que sur les puissances,

<x>1/n i/
y yl/n

Proposition 2.29. Quantité conjugée

plus simples a retenir. Par exemple

Pour tous réels strictement positifs x et y, on a

. VEVWERVE VB () ey
e VT /Y VIRV VI

L’expression /z + /y est appelée quantité conjuguée de \/z — /y.

Cette quantité conjuguée sera régulierement utile lorsqu’on travaillera avec des sommes ou dif-
férences de racines carrées.

I Exercices 6, 7 et 8.

2. Equations du second degré

Soient trois réels a, b et ¢, tels que a # 0. On s’intéresse au trinéme du second degré ax? +bx +c.
On constate que 'on peut ré-écrire ce trindéme ainsi :

b c
Vo eR, ax2+bx+c:a<x2+—x+—>
a a

On obtient une forme particuliere :

Définition 2.18. Forme canonique

Le nombre A = b2 — 4ac est appelé le discriminant du trinome ax? + bz + c. L’expression

est appelée la forme canonique de ax? + bx + c.
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Cette forme canonique nous permet de déterminer la forme factorisée du trindme du second
degré :

Proposition 2.30. Forme factorisée

Soit A le discriminant du trinéme az? + bz + c. alors
e Si A =0, on peut écrire ax? + bx + ¢ = a(x — z)?, avec ¥y = s

2a’
e Si A >0, on peut écrire az® + bz + ¢ = a(z — z1)(x — x5) avec
_ —b—VA b+ VA

T = —2a et w9 5

Démonstration
Si A =0, on obtient

2

b
ax2+ba:—|—a:a<a:—|—2—> —0=a(z — z)?
a

Si A > 0, on obtient :

De ce résultat, on en déduit d’une part ’ensemble des racines d’un trindéme du second degré, et
d’autre part, son signe :

Théoréme 2.31.

On note (E) I'équation az? + bz + ¢, d’inconnue x € R.
e Si A >0, (F) admet deux solution :
b= VA b+ VA

T = —2a et x4 90

e Si A =0, (F) admet une unique solution z, = L

2a
e Si A <O, (F)n’admet pas de solutions réelles.

Proposition 2.32.
On note f : z > ax® + bz + ¢ (a # 0).

e Si A >0, le tableau de signe de f est donné par (en supposant ici que x; < x5) :

€T —0 I Lo +00

Signe de f signe de @ 0 signe de —a @ signe de a

e« Si A =0, le tableau de signe de f est donné par

x —0o0 T —+00

Signe de f signede a (0 signe de a
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e Si A <0, le tableau de signe de f est donné par

X

—00

+oo

Signe de f

signe de a

Péle Kerichen-Vauban, Brest

I’ Exercices 11, 12, 14, 15, 16, 17 et 18.
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Exercices flash

Exercices

Exercice A.

Pour chaque question, indiquer si la proposition est vraie ou fausse (aucune justification deman-
dée, mais il est conseillé de vérifier par un exemple ou une propriété du cours.

1.

PO NSOt W

Pour tout z € R, |z| > 0.

la + b| = |a| + |b] pour tous a,b € R2.

Q est inclus dans R.

Il existe un plus grand nombre rationnel.

Si a < b, alors a? < b2.

L’intervalle ]0, 1] contient un nombre irrationnel.

|x| = x si et seulement si x > 0.

La borne supérieure d’un ensemble est toujours un élément de cet ensemble.

Exercice B.

Déterminer, en justifiant, si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses :

1.

RNl

Si a < b, alors pour tout c € R,onaa xc<bxec.

|a — b| = |a + b| pour tous réels a, b.

Tout intervalle borné de R contient un nombre rationnel.
Si E' C R est non vide et majoré, alors sup(E) existe.

La borne inférieure d’un ensemble est toujours atteinte.

Exercice C.

Répondre rapidement, sans rédaction complete.

1.

@ NSOtk W

9.
10.
11.

Exercices

Calculer | — 3 + 5|.

Calculer |2 —7].

Que vaut | — 7| + |7 — 2|7

Donner un exemple d’intervalle fermé, ouvert, et demi-ouvert.

Donner un exemple de rationnel compris entre 1,41 et 1,42.

Donner un exemple d’irrationnel compris entre 1 et 2.

Traduire en francais : Vo € R, |z| > 0.

Traduire en symboles : « Si deux réels a et b sont tels que a < b, alors il existe un rationnel
entre a et b ».

Compléter I'inégalité triangulaire : |z + y| < ...

Quelle est la borne supérieure de ’ensemble E = {1 — %, n e N*} ?
Quelle est la borne inférieure de I'ensemble F' = {(—1)" +1/n, n € N*}?
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Ensembles de nombres

Exercice 1 Non inclusion (5 min.)
Montrer que Z ¢ N, D ¢ Z et Q ¢ D.

Exercice 2 (5 min.)

Montrer que V2 n’est pas rationnel.

Calculs

Chapitre 2 — Généralités sur les nombres réels

Péle Kerichen-Vauban, Brest

Calculer les expressions suivantes. On donnera le résultat sous la forme d’une fraction irréduc-

Exercice 3 Fractions (5 min.)
tible.
4 13 12
(-
3 4 6
1
= +2
C=3
-—1
6
Exercice 4 Puissances (10 min.)

Simplifier les expressions suivantes.

4x102 x9x107°
- 1,2 x 102
32 x 27
TRz

Exercice 5 Factorisation (10 min.)

4
B=--1
3
1 1
3 2
D=9
5 T3
4x7>—-2°%x3
b= 44 _ 43

D=4x(22-2%2%—-64

Factoriser chacune des expressions littérales suivantes :

A =642%—100

B=—0Oz—2)x4z+9)+Bx—8)x (92 —2)

C=162%—242+9

Exercice 6 Racines (15 min.)

D=(z+5)° -8l
E=(—82+2)"+(—8z+2)x (82 +4)
F=092z4+7)xBx+3)+9x+7

1. Calculer les expressions suivantes et donner le résultat sous la forme a Vb avec a et b

entiers, b le plus petit possible.

A=+V54—3v96 —5v24

B = +v160 x v40 x v90

2. Calculer les expressions suivantes et donner le résultat sous la forme a + b+/c avec a, b et

c entiers.

¢ =(3v10—-5v3)°

D= (3\/34—2\/6)2

3. Calculer les expressions suivantes et donner le résultat sous la forme d’un nombre entier.
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E=(3-2v5)(3+2V5) b 2V
980

Exercice 7 (5 min.)
Soient z et y deux réels positifs tels que y < x2. Montrer que

Exercice 8 (10 min.)

Simplifier \3/5\/5 +7— \3/5\/5 — 7.

Inégalités et parties de R

Exercice 9 (15 min.)

Pour chacune des parties de R suivantes, déterminer, s’ils existent, le minimum, maximum, borne
inférieure et borne supérieure.

1. ]1, 3], 3. [1,3]U]4, 5], +H-1"
2. R*, 4. {1+ 2n, n € N*},

,nEN*},

—
3

Exercice 10 Des inégalités (10 min.)

Soient x et y deux réels.

$2+2

1. Montrer que xy < avec égalité si et seulement si x = y.
2. Montrer que (z + y)? < 2(2? + y?) avec égalité si et seulement si = = y.

2.

WV

T
3. On suppose désormais que x et y sont strictement positifs. Montrer que — + y
Yy

Equations et inéquations

Exercice 11  Une inégalité secondaire (10 min.)
Soient a, b, ¢ et = des réels tels que a # 0. A quelle condition a-t-on ax? +bx +c > 07?

Exercice 12 Equations (20 min.)

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue x.

1) 22 —1]=[3—=z|. 4) (—2—2x)(x—4) =5.
2) x4+ 1] = |z —4| 5) 3z —92%2 —12 =0.
3) 322 + 6z = 24. 6) Vr—1=+v2—u.

Exercice 13 Equations de valeurs absolues (10 min.)
Résoudre les équations suivantes :

lz+3|+ 22 —4|=3, [r+8—|jx—3|=3 et |[22—2—1]=]20—1].

Exercice 14 Inéquation (10 min.)

Résoudre I'inéquation :
(x+1)(x—2)
2z +1
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000 Exercice 15 Inéquations et valeurs absolues (10 min.)
Résoudre les inéquations

22 —5| < |z +3] et [22—6x+7]<1

000 Exercice 16 Un air de second degré (10 min.)
Résoudre les inéquations suivantes :

e <1+6e® 22—5r>6 22—4]z[<5

000 Exercice 17 Second degré — sans les racines (15 min.)
On note (E) I'équation 222 + 11z — 4 = 0.
1. Montrer que I'équation (F) admet deux solutions, qu’on notera z; et x5 et qu’on ne
calculera pas.
. Donner les valeurs de x; 4+ x5 et x,x5.

1
. En déduire la valeur de — + —.
Ty T2

. Calculer z3 4 3.

1 N 1
1171+1 x2+1

2
3
4. Calculer x2 + 23.
5
6

. Calculer

@00 Exercice 18 Inéquation et racines (15 min.)
Résoudre 1’équation suivante, d’inconnue y :

2y—5—/dy—7<0
Parties entieres

000 Exercice 19 (5 min.)
Soit f: x> x — [x]. Que représente f(x) pour un réel = ?

000 Exercice 20 Partie entiere (10 min.)
Soient x et y deux réels.
. Calculer |z] + |—=z].
2. Montrer que |z +y| — |z] — |y]| € {0,1}.
3. Montrer que pour tout entier n € Z, |x +n| = |z] + n.
4. Soit n un entier naturel non nul. A quelle condition sur z a-t-on |nx| =nlx|?

—_

Pour aller plus loin

@0e@ Exercice 21 Sur la somme de deux ensembles (15 min.)
Soient A et B deux parties non vides de R. On pose

A+B={a+b,ac A be B}

P’ensemble formé des réels qui s’écrivent comme la somme d’un réel de A et d'un réel de B.
On suppose de plus que A et B sont majorées.

1. Montrer que A + B admet une borne supérieure, et que sup(A + B) < sup(A) + sup(B).
2. Montrer que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
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000 Exercice 22 Caractérisation des intervalles (30 min.)
Soit I une partie non vide de R vérifiant la propriété suivante :

Veel,Vyel,z<y = [z,y|CI

L’objectif est de démontrer que I est un intervalle.
1. On suppose que I est majorée et non minorée.
a) Montrer qu’il existe un réel a tel que I C |—o0, al.
b) Soit = € |—o00, a]. Montrer qu'il existe y et z dans I tels que y < = < z.
¢) En déduire que |—oo, a[ C I puis que I est un intervalle.
2. Traiter de méme les trois autres cas.

®ee Exercice 23 Division euclidienne dans Z (30 min.)

Soient a et b deux entiers relatifs, tels que b # 0. L’objectif de cet exercice est de montrer qu’il
existe deux entiers ¢ et r, uniques, tels que a = bq + r avec 0 < r < |b|.
1. Montrer que, sous réserve d’existence, ¢ et r sont uniques.
2. On suppose que a et b sont deux entiers naturels non nuls. On note A = {n € N, nb > a}.
a) Justifier que A admet un minimum, que I’on note m.
b) On pose ¢ =m — 1 et r = a — bg. Montrer que 0 < r < b et conclure.
3. Montrer I'existence dans le cas général.
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Corrigés

Corrigés des exercices flash

Exercice A

1. Vrai. Par définition de la valeur absolue.

2. Faux. Contre-exemple a =1 et b = —1, |[a+b| =0 et |a| + |b] = 2.

3. Vrai.

4. Faux. On peut le montrer par 'absurde : si ¢ € Q est le plus grand des rationnels, alors
q+ 1€ Q et est plus grand, c’est absurde.

5. Faux. Attention le signe est important : —2 < 1 et pourtant (—2)2 > 12.

6. Vrai. Par exemple V2 € 10, 1] est irrationnel.
7. Vrai. Par définition de la valeur absolue.
8. Faux. Il ne faut pas confondre borne supérieure et maximum.

Exercice B

1. Faux. Contre-exemple avec ¢ = 0 ou ¢ = —1.

2. Faux. Contre-exemple : a =b=1. [a—b| =0 et |a+b| = 2.

3. Faux. Petit pidge : {v/2} est un intervalle non vide et majoré... mais ne contient pas de
rationnel.

4. Faux. Exemple : |0, 1] admet 0 comme borne inférieure, qui n’est pas atteinte.

Exercice C
1. |—34+5|=2.
2. |2—7=5.

3. m>2donc |7t —2|=m—2. Ainsi | — 7| + |7 — 2| = 27 — 2.

4. [1, 2] est un intervalle fermé, |7, 27| est un intervalle ouvert et |—1, 1] est un intervalle demi-
ouvert.

5. 1,415 convient et est décimal, donc rationnel.

6. /2 convient.

7. Pour tout réel z, la valeur absolue |z| est positive.

8. Va,beR?, a<b = FqcQa<qg<b.

oyl <]+ [yl

10. Rapidement, sup(E) =1 (et n’est d’ailleurs pas atteint).

11. Rapidement, inf(F) = —1 (et n’est d’ailleurs pas atteint).

©

Corrigés des exercices

Exercice 1
On donne un contre exemple pour chaque cas. Ainsi :

—1€Z mais —1¢N
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0,1 € Dmais 0,1 ¢ Z
16@ i 1¢]D>
- mais —

3 3

Le dernier résultat venant du fait qu’il y a une infinité de chiffres apres la virgule pour %

Exercice 2

On raisonne par l'absurde. On écrit v2 = 5, avec p et ¢ deux entiers non nuls, premiers entre

eux (c’est-a-dire que la fraction est irréductible). On a alors ¢v/2 = p, soit 2¢% = p?. p? est pair,

et donc p aussi d’apres un résultat vu dans le cours. On peut alors écrire p = 2k, ce qui donne
2¢% = (2k)? & 2¢® = 4k? & ¢* = 2k?

Ainsi, ¢? est pair, et donc ¢ aussi. Mais alors, p et g sont pairs, et donc ne sont pas premiers

entre eux : c’est absurde.

On peut conclure que V2 est irrationnel.

Exercice 3
On utilise les propriétés des fractions. On obtient alors :

4 /39—-24
- 3(258)
3 12
5
3

415

312

De méme B =

ol
|
Wl w

Q
I
W=
+
wlo

[N e
|
[N e

|w|\1

|
[ =

I
Wl
X
n
(=]
S~—
I
|
—_
W

et

|
Dl w

15

40
40 20

X — = ——
31 93

| =

(@)

Exercice 4
On utilise les régles sur les puissances et les fractions. On obtient ainsi :

x 9 x 107
A:49i10120
5
36 x5
6

22(72 — 23 x 3)
43(4—1)
72-23x3 25

2x3 48

x 10° = 30 x 10° = 3 x 106

B =
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De méme :

33

(327

3 1 1
T3 3 27
D= (23 _ 25)2 _ 82

= (23 —25—-8)(23 —2° +38)

= (=2%)(24 —2°) =210 — 29 =292 —1) = 2% = 512
Exercice 5

On utilise les identités remarquables, ou les méthodes de factorisation usuelles. Cela donne ainsi :

A = (82)% — 102 = (82 — 10)(8z + 10)

42)% — 2 x (42) X 3 + 32 = (4z — 3)2

Exercice 6

1. On utilise la régle va x b = v/av/b pour a et b deux réels positifs. Ainsi :

A=12x33-3V3x2 —5V28x3
=3v6 —12v6 — 10v6 = —19V6
B=V5x2x V2 x5xV32x2x5
= /53 x 29 x 32 = 240v/10
2. On développe par I'identité remarquable et on conclut :
C = (3v10)2 — 2 x 3v10 x 5V/3 + (5V/3)2
= 90 — 30v/30 + 75 = 165 — 30v/30
D = (3V5)% + 2 x 3V5 x 26 + (2v6)?
=45+ 12v/30 + 24 = 69 + 12V/30

3. On développe et utilise les formules sur les racines.
E=3>—-(2V5)2=9-20=—11
24 /45

9 V80
8 /9 83

- 3V16 34

A. Crouzet 31

9z —2) [—(4x +9) + 3z — 8)] = (9 — 2)(—z — 17)

B=(
C=(
D=(x+5?2?-92=(z+5-9)(z+5+9) = (z—4)(x+ 14)
E=(
F=(

@®®



Pole Kerichen-Vauban, Brest Chapitre 2 — Généralités sur les nombres réels

Exercice 7
Les termes étant positifs, on va comparer leurs carrés. On part du membre de droite :

WWQ——“\/_Q——ZJ)

( x+m)2+2\/w+¢;z—_yx\/x_¢;2—_y+<\/x_¢f__y>z

2

z+\x2—y Va2 —yr—x2—y x—a2-y
—_—+2 +
2 2 2 2
22

2 —

sont positifs, on en déduit le résultat par

T+ /22— r—/x? —
Puisque x + /y et \/ 5 y+\/ 5 g

passage a la racine.

Exercice 8
On note a = \3/ 52+ 7 — \3/ 5v/2 — 7. On éléve au cube et on utilise les propriétés des racines

(cubiques, ici)
(i/5\/§+7— i/5\/§—7> (\3/5\/§+7)3—3 (f/5\/§+7>2 f/5x/§—7+33/5\/§+7 (f/sﬁ—?)z— (3 5&—7)3
— (5v2+7) =33(5v2+7) (5v2+7) (5v2 - 7)
+33(5v2+7) (5v2-7) (5v2 = 7) — (5v2 - 7)
:14—3i/(5\/§+ 7) ((5v2)" - 72) +3i/(5\/§—7) ((5v2)" -72)

3

:14—3i/5x/§+7+3f/5\/§—7:14—3 (3/5\/5+7—3/5\/§—7)

Ainsi, a® = 14 — 3a. Il faut trouver les solutions de cette équation. On constate que 2 est une
solution.

e Premiére méthode : on factorise :

a®+3a—14=(a—2)(a®>+2a+7)
et équation a? + 2a + 7 = 0 n’admet pas de solution (A = —24). La seule solution possible est
donc 2.

« Deuxiéme méthode : notons f : x — 22 + 3z — 14. f est dérivable sur R et f' : 2 —
322 + 3 > 0. Ainsi, f est strictement croissante sur R. De plus, par somme :

li =— t I = .
Le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires (ou théoréme de la bijection) garantit alors
que Péquation f(x) = 0 admet une unique solution. Or f(2) = 0, donc 2 est I'unique solution
sur R.

On peut en déduire — peu importe la méthode — que

i/5\/§+7—i/5\/§—7:2.
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Exercice 9

Pour les trois premiers, on utilise les propriétés des intervalles vues dans le cours. Ainsi :

1. |1, 3] admet une borne supérieure qui est un maximum (3), et une borne inférieure qui n’est
pas un minimum (1).

2. R* admet une borne supérieure (0) qui n’est pas un maximum, mais pas de borne inférieure.
3. [1, 3] U4, 5] admet une borne inférieure (1) qui est un minimum, et une borne supérieure 5
qui n’est pas un maximum.

Pour le quatrieme, on a d’une part que pour tout n € N*, 1 +2n > 14+ 2 = 3 donc 3 est
un minorant, qui un minimum car présent dans I’ensemble (donc un minimum). En revanche,
I’ensemble n’est pas majorée (par exemple, parce que la suite (14 2n) a pour limite +00), donc
n’a pas de borne supérieure.

Pour le cinquiéme, on a, pour tout entier n > 1 :

1 —1)"
< LEEDT

0 < <1

S

n

On remarque que 1 est dans l’ensemble (pour n = 2) donc 1 est un maximum, et 0 est dans
I’ensemble (pour n = 1 par exemple), donc 0 est un minimum.

< 0.

Enfin, pour le dernier, on constate que pour tout z € |1, +o00[, 1 —z < 0 et donc
—x

Ainsi, 0 est un majorant. De plus, lim = 0. 0 est donc la borne supérieure mais n’est pas

r—+oo | —

atteinte, donc n’est pas un maximum. Pour terminer, lim 1 = —oo donc la partie n’admet
rz—1t 1 —x
pas de minorant, ni de borne inférieure.

Exercice 10

Soient x et y deux réels.

1. On a
2 B 2
2
x JE—
-9,
2
avec égalité si et seulement si (x — y)? = 0, c’est-a-dire z = y.
2. On a

2022 +92) — (z +y)? = 2(2% + %) — (2% + 22y + )

=2’ + 9 — 20y = (z —y)?

et on conclut de la méme maniere.
3. Enfin, si x et y sont strictement positifs :

x x? + y?
A P
y Ty
oy —2zy  (z—y)?
B zy oy

ce qui nous donne le résultat puisque zy > 0 car x et y sont strictement positifs.

Exercice 11
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Attention
Ici, la condition va porter sur x, a, b et ¢!

e Si z =0, alors I'inégalité est vraie si et seulement si ¢ > 0.
« On note A son discriminant : A = b? — 4ac.
— Si b? < 4ac, I'inéquation est vérifiée pour tout = € R si et seulement si a > 0.

. .. . Y b . .
— Si b = 4ac, I'inéquation est vérifiée pour tout = # —5. siet seulement si a > 0.
— Sib? > 4ac, 'inéquation est vérifiée pour x € |z, x5[sia < 0, et pour x € |—00, z1[U]zy, +00|
sia>0.

Exercice 12
On applique les différentes propriétés des fonctions qui apparaissent.

1. Par définition de la valeur absolue, |2z — 1| = |3 — x| si et seulement si (22 —1 =3 — x ou
2x — 1 =2 —3), c'est-a-dire = = g oux = —2. Ainsi, | § = {g, —2} :

2. De méme, |z + 1| = |z — 4] si et seulement si (zr+1=z—4ouxz+1=4—2x), c’est-a-dire
T = g (la premiére équation n’ayant pas de solution). Ainsi, |§ = {g} .

3. Cette équation s’écrit également 322 +6x—24 = 0, soit encore 2 +2z—8 = 0. Son discriminant
vaut A =22 —4 x 1 x (—8) = 36 et ses racines sont donc

—2—-/36 —2+/36
rTp=—"T—=—44 et 1g=—"-—"—=72

2 2

Ainsi, |8 = {—4,2} |
4. On développe. Cette équation devient —z? + 2z + 3 = 0, dont les solutions sont 3 et —1.
Ainsi, | § ={3,—1} |
5. On pose X = 2. L’équation s’écrit alors 3X? —9X — 12 = 0, soit encore X2 —3X —4 = 0,
dont les solutions sont X; = 4 et X, = —1. On revient a la variable de départ : ’équation de
départ est équivalente & 22 = 4 ou 22 = —1, c’est-a-dire z = 2 ou z = —2 (la deuxiéme équation

n’ayant pas de solution). Ainsi, |§ = {—2,2} |
6.

Attention
On commence toujours par déterminer le domaine de définition des fonctions présentes.

va —1 a un sens si et seulement si z — 1 > 0, c’est-a-dire z > 1. De méme, v2 — = a un sens si
et seulement si 2 — x > 0, c’est-a-dire < 2. On résout donc sur [1, 2].

2 2
Sur [1, 2], 'équation s’écrit Vo —1 = /2 —x , c’est-a-dire x — 1 = 2 — x, ou encore x = g De

3
plus, - € [1, 2].
3
Bilan : | § = {—} .
2

Exercice 13

Méthode

L}
I
I
: Il faut enlever les valeurs absolues. Pour cela, on fera des disjonctions de cas, suivant le signe
I des termes dans les valeurs absolues.
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Pour la premiére, remarquons que |x+3| = £+ 3 si et seulement si z+3 > 0, et [z +3| = —(z+3)
sinon. De méme, |2z — 4| = 22 — 4 si et seulement si 2 —4 > 0, et |22 — 4| = —(22 — 4) sinon.
On traite donc les cas :
e Six€]—o0, =3, alors |z + 3| = —(x + 3) et |2 — 4| = —(22 — 4). L’équation devient

2

—(z+3)—(2—4)=3 <= -324+1=3 <= x:_g'

Or —§ ¢ |—o00, —3[, donc I’équation n’a pas de solution sur |—oo, —3].
o Size[-3, 2, alors |[x+ 3| =z + 3 et |2z — 4| = —(2x — 4), et "équation devient
(x4+3)—22—4)=3 < —x+7=3 < r=4.

Or 4 ¢ [—3, 2[, donc I’équation n’a pas de solution sur [—3, 2[.
o Enfin, si z € [2, +00], I’équation devient

4
T+3+2r—4=3 < 3r—1=3 < x:§.

Or % ¢ [2, +o00] donc I"équation n’a pas de solution sur [2, +o00].
On peut conclure : 'équation |z + 3| + |22 — 4| = 3 n’a aucune solution sur R.
Par le méme raisonnement :
e Siz € ]—o0, —2], alors I"équation |4z + 8| — |x — 3| = 3 s’écrit
14
—(Ax+8)—(—(z—3) =3 <= —3x—-11=3 < T=—= € ]—o0, —2J.
e Size]-2, 3], 'équation s’écrit
2
dr+8—(—(x—3))=3 < br+5=3 < z=— €]-2, 3].

o Enfin, si z € [3, +00[, "équation s’écrit

8
dr4+8—(r—3)=3 < 3zx+11=3 <= x:—§¢[3, +o0.

o . . 4
Ainsi, I’équation |4z + 8| — |x — 3| = 3 a pour solution § = {—%, —%}
Pour la troisiéme, on procéde de méme. Tout d’abord, le trindme 22
el > Lot 15 < % On a le tableau de signes suivant :

— x — 1 a comme racine

2 2 2
r o 1-V5 1 1+V5 +00
2 2 2
2—r—1 + 0 - - 0 +
2z — 1 - - 0 + +

Par disjonction de cas :

1-V5

e Six € |—o0, ——], alors I"équation devient

P?—r—1=—-20—-1) < 22+2—-2=0

1-V5

1—V5
2 ]

dont les racines sont 1 et —2. Or —2 € |—o0,

. 1-V5 1, o, . .
e Sixz € ]T\/—, 5], I’équation devient

Jet 1 ¢]—o0,

—(@?—2—-1)=—22—-1) &= —22+32x=0

1-V5 1-V5

dont les racines sont 0 et 3. Or 0 € | ——, %] et 3¢]——, %]
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e« Siz € ]%, 1+2\/g]’ I'équation devient
—(@?—2—-1)=22—-1 <= —22—2+2=0
dont les racines sont 1 et —2. Or 1 € }; 1+\/_] et —2 ¢ ] ng].

o Enfin, siz e ]+T\/5 +00], I'équation devient

2—r—1=22—1 < 22—-32=0
1+\/_ 1+\/_ ]

dont les racines sont 0 et 3. Or 0 ¢ | , +oo] et 3 €] , +00
On conclut : les solutions de 2% — z — 1\ = |2z — 1] sont
§=1{-2,0,1,3}.

Pour la derniere, on aurait pu procéder autrement :
22—z —1|=22—-1] & (22 —2—1)? = (22 —1)?
(22 —2—-1)2— (22 —1)2=0
= (2—r-1-2r—-1))2?—z—-1+22—-1)=0
(22 — 3z) (2% + = — 2).

On retrouve alors les solutions de 22 — 3z = 0, & savoir 0 et 3, et de 22 +x — 2 = 0, & savoir —2
et 1.

Exercice 14
On dresse le tableau de signes sur R\ {—%}, —% étant une valeur interdite :

x —00 -1 — P +00
x4 1 - 0 + + +
T —2 - - - 0 +
2 + 1 — - 0 + +

On en déduit que ’ensemble des solutions de I'inéquation est

5_]—1,—%[u]2, oo

Exercice 15

Remarque

2

L’équation |f(z)| < |g(z)] est équivalente a 1’équation (f(x))% < (g(z))? car les termes sont

positifs.

On utilise la remarque précédente :
122 — 5| < |z + 3| & (22 —5)2 < (z + 3)?

2z —5)% — (x+3)% <

(22 —5) — (w+3))((2ﬂf— 5+ (z+3) <0

—8)(3x —2) <0

On dresse un tableau de signes :
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2
x —0 — 8 400
3
x — 8 - - 0 +
3xz — 2 - 0 + +
(x —8)(3x —2) + 0 — 0 +
On peut conclure :
2
s[4,
3

Pour la deuxieme inéquation, on utilise les propriétés de la valeur absolue :
22— 62+ 7| <1 <= —1<2?2—62+7<1 < (0<2?—62+8 et 22—62+6<0).
On résout les deux inéquations (trindme du second degré) :
22 —6z+8 >0 < z€]—00, 2[U]4, +o0]
22— 62+6<0 < ze]3—V3,3+V3

Ainsi,
22 — 62+ 7| <1 <> z € (]—00, 2[UJ4, +o0[) N |3 — V3, 3+ V3].
Bilan :
8§=13—v3,2[Ul4, 3+ V3]
Exercice 16
Remarque

Pour chacune des inéquations, on se ramene, par changement de variable inconnue, a une
inéquation du second degré, que I'on résout. On revient ensuite a la variable de départ.

Pour la premiére, on commence par multiplier par ¢* > 0. L’inéquation devient (e” )2 <e® 4 6.
On pose X = €*. L’inéquation s’écrit alors X? < X + 6, c’est-a-dire X? — X — 6 < 0. Le tableau
de signe de cette inéquation est :

X —00 —2 3 400

X?—-X—6 + 0 — 0 +

On revient a la variable de départ : e* < 1+ 6e™ 7 < e” € |2, 3, c’est-a-dire x € |—o0, In(3)].
Ainsi, | § = |—o0, In(3)[ |
Pour la deuxiéme, il s’agit d’une inéquation du second degré. On obtient rapidement que
S =]—o0, —1] U [6, +o0 |

Pour la derniére, on pose X = |z|. L’inéquation devient X? —4X —5 < 0, dont les solutions sont
[—1, 5]. On revient & la variable de départ : 22 — 4|z| < 5 est donc équivalente a |z| € [—1, 5],

c’est-a-dire x € [—5, 5]. Bilan : | § =[5, 5] |
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Exercice 17
1. On calcule le discriminant : A = 112 —4 x 2 x (—4) = 153.
2. On peut alors factoriser 222 + 11z — 4 = 2(x — x;)(z — x3). Si on développe et on identifie,
on obtient
222 + 11z — 4 = 202 — 2(2y + 29)2 + 27125

11 4
Ainsi, x1 + x4 = —5 et mry=—o= —2.
3. On met au méme dénominateur, et on utilise la question précédente :
1 1 Ty + To

Ty T2 L1T2
11
3 _u
—2 4
4. On développe (1 + 15)2. Cela donne (1 + z5)? = 2% + 22,25 + 3. Ainsi :
af + a3 = (21 +29)% — 21175 = <—131> —2x(=2)= %
5. On factorise :
2 4 a3 = (1 + 29) (2] — 2125 + 23)
En utilisant les résultats précédents :
nta=—g (%_ _2)> __%
6. On met au méme dénominateur et on développe pour retrouver les résultats précédents.
1 1 o xptat 2
xy+1 +x2+1 (x4 1) (2 + 1)
Ty + T + 2
C mTodxy F g+ 1
Ainsi )
1 1 —5 T2 7
z1+1 xy4+1 _2_E+1 13
Exercice 18

On commence par déterminer le domaine de définition : cette inéquation n’a de sens que si
N 7

4y — 7 > 0, c’est-a-dire y € [Z + o0 [

On raisonne ensuite par disjonction de cas :

o Premier cas : 2y —5 < 0, c’est-a-dire y < =. Dans ce cas, 'inéquation est vérifiée (puisqu'une

. . " 5
racine est toujours positive). Ainsi, I’ mequatlon est vérifiée si y € [Z 5]
2

o Deuxiéme cas : 2y —5 > 0. Dans ce cas, I'inéquation est équivalente & (2y —5)? < /4y — 7 ,
c’est-a-dire
2y —5)72 <4y —T= 4> - 24y +32<0<=y> -6y +8<0

ot

Les solutions de cette inéquation est [2, 4], mais on a 2y — 5 > 0, c’est-a-dire y > > Ainsi, sur

cet intervalle, les solutions sont E, 4].
On conclut : ’ensemble des solutions de cette inéquation est donc

-3 [
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Exercice 19
Si z € RY, f(x) représente la partie décimale d’un nombre :

F(1,4)=0,4, f(r)=0,141592653....
Sixz € R, f(x) n’est pas égale a la partir décimale, mais & 1 moins la partie décimale :
F(=2,1) =—2,1—(=3)=0,9.

Exercice 20
1. Remarquons que, si x € Z, alors |z] + |—z] =2 — 2z = 0.
Premiére méthode : soit x ¢ Z. Par définition |z| < z < [z] + 1, et donc
—|z] 1< —x < —|z].

c'est-a-dire |—xz] = —|x| — 1, par définition de la partie entiére; dans ce cas |z] + |[—z| = —1.
Deuxiéme méthode : soit = ¢ Z. Par propriété de la partie entiere :

r—1l<|z|<z e —z—1<|—2]<-—2x.
En ajoutant ces inégalités

-2 < |z] + [z <0.

Or |z| + |—z] € Z. Le seul entier strictement compris entre —2 et 0 étant 1, on conclut que

o) + ) = 1.
Bilan :

V:EGR,L:BJ+L—$J={O si z€eZ

—1 si z¢Z
2. On applique le méme raisonnement :
r+y—1<|z+yl<z+y, z—1<|z]<z e y—1<|y/<y
soit
r+y—1<|z+y|/<z+y, —=a<—|z)]<—=2+1 et —y<—|y]l<—-y+1L
En ajoutant les trois inégalités :
—“1<|z+y]— =] —[y] <2
Puisque |z +y| — |z] — |y] € Z, on peut en déduire que
lz+y) — [z] — [y] €{0,1}.
3. Soit n € Z et x € R. Puisque |z] <z < |[z|+1, on a
lz] +n<z+n<(lz] +n)+1
Puisque |z] +n € Z, par définition de la partie entiére,
|z +n] = |z] +n.
4. Soit z € R tel que |nz| = n|z]. Cela équivaut a écrire, puisque n|x| € Z,
nlz] <nzr <n|z]+1

ou encore

soit finalement
1

0<z—|z] < —

n

Ainsi, |nz| = n|x]| si et seulement si z € [p, D+ % avec p € Z.

Bilan :

|nx] =nlz| < z€ LGJZ[p,p+ 1[
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Corrigés des exercices approfondis

Exercice 21

1. On suppose que A et B sont des parties non vides et majorées. Elles admettent donc toutes
les deux des bornes supérieures. On a donc, pour tout a € A, a < sup(A) et pour tout b € B,
b < sup(B). Mais alors :

V(a,b) € Ax B, a+b<sup(A)+sup(B)

Donc A + B est une partie non vide (car A et B sont non vides), majorée par sup(A) + sup(B) :
elle admet une borne supérieure. De plus, par définition de la borne supérieure,

sup(A + B) < sup(A) + sup(B).
2. Soit € > 0. Par définition de la borne supérieure :
o il existe ay € A tel que ag > sup(A) — % :
o il existe by € B tel que by > sup(B) — g
Mais alors ag + by > sup(A) + sup(B) —e.
On a donc démontré que
Ve>0, sup(A+ B)>sup(A)+sup(B)—¢

c’est-a-dire sup(A + B) > sup(A) + sup(B).
Finalement, sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Exercice 22

1. a) I est non vide (par hypothése), et majorée. Elle admet une borne supérieure, que I’on note
a. Ainsi, I C |—o0, a].

b) Soit © € |—o0, a[. Puisque I n’est pas minorée, il existe y € I tel que y < x (sinon, I est
minorée par y).

De plus, puisque x < a, par définition de la borne supérieure, il existe z € I tel que z < z < a.
Ainsi, il existe bien deux éléments y et z de [ tels que y < = < z.

c¢) Finalement, pour tout = € |—o0, al, il existe y et z dans I tels que y < = < z, c’est-a-dire
x € [y, z]. Or, par propriété de I, [y, z] C I, et donc z € I.

On a ainsi démontré que

Va€l—oo,a]l, €l < |—o0,a[CI.

Avec les deux inclusions démontrées en a) et ¢), on peut en déduire que I = |—o0, a[ ou I =
|—00, a] : I est bien un intervalle.

2. Les trois autres cas (majorée, minorée ; minorée non majorée ; non minorée non majorée) ce
traite par le méme principe.

Exercice 23
1. On suppose Pexistence de ¢ et r. Supposons que ’on ait deux couples, qq, 7o et q;,r; vérifiant
les hypotheses :

a:bqo—i-?“():bql—i-?“l, O<T0<’b‘ et O<7"1<‘b|

Par soustraction,
blgi—qo) =ro—r1 et — b <rg—ry <[b].

ro — 71 est donc un multiple de b, tel que —|b| < rg —r; < |b] : le seul multiple qui convient est
0. Ainsi
ro—r1=0 = b(g1—¢)=0 = ¢1—q =0

et finalement r, = r; et ¢y = ¢;. On a ainsi démontré 'unicité.
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2. a) Soit A ={neN, nb> A}. A est une partie de N. De plus, A est non vide; en effet,

b #+ 0 et donc nb —+> +o00 : nb dépassera a a partir d’un certain rang.
n—-+oo

A étant une partie non vide de N, elle admet un minimum, que ’on note m.
b) On note ¢ = m — 1 et r = a — bq. Tout d’abord, par définition de m qui est le minimum de

A
mb>a et (m—1)b<a.

Mais alors a — gb > 0 et
mb>a = (¢g+1)b>a = b>a—bg.

Ainsi, 0 << b.
On a ainsi trouvé deux entiers g et r tels que a = bg +r et 0 < r < b.
3. Les trois autres cas se rameénent au premier :
e Sia<0etb>0:—ae€ N et dapres ce qui précede, il existe g et r tels que —a = bg + r et
0 < r < b. Mais alors
a=—-bqg—r=>b(—q)—r

En revanche, —b < —r < 0. Si r = 0, le résultat est montré. Sinon, —b < —r < 0 = 0<
—r+b < b. Et alors
a=b(—qg—1)—r+b et 0<—r+b<b

Cela démontre 'existence dans ce cas.
e Sia>0etb<0,alors —b € N et il existe ¢, r tels que

a=(=b)g+r et 0<r<—b=]|b

ce qu’on peut écrire
a=0b(—q)+r et 0<r<|bl.

Cela démontre 'existence dans ce cas.
e Enfin, sia <0 et b <0, alors —a € Net —b € N : il existe ¢, r tels que

—a=(=b)jg+r et 0<r<—b=1|b

soit
a=bqg—r

et par le méme raisonnement qu’au premier point, on conclut quant a I’existence dans ce dernier
cas.
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