Chapitre

Fonctions convexes

Résumé
@@%OUS allons introduire la notion de convexité de fonctions. Cette notion nous permettra de

représenter plus fidelement des fonctions, mais aussi d’obtenir des inégalités intéressantes.
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« La différence entre les psychiatres et les autres malades mentaux, c¢’est un
peu le rapport entre la folie convexe et la folie concave. »

Karl Kraus (1874-1936).
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@ connaitre la définition . ... ... ... ... i O
® savoir démontrer une convexité dans le cas €l ... ... ... .. O
® savoir démontrer une convexité dans le cas €2 . ... ... ...t O
@ savoir déterminer des inégalités de convexité........ ... O
® connaitre I'inégalité des trois pentes et la croissance des pentes ........................ O
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Dans 'ensemble de ce chapitre, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

I. Paramétrisation

Soient a et b deux réels de I tels que a < b. Soit f une fonction définie sur I. On munit le plan
d’un repere orthonormal (O, 7, 7°), et on note C la courbe représentative de f.

On peut paramétriser un segment :

Proposition 32.1.

L’ensemble des réels de la forme (1 — t)a + tb, ou t parcourt [0, 1], est le segment [a, b].

Démonstration

On procéde par double inclusion :
o Site|0,1],alors (b—a)t €0, b— a] et finalement (1—t)a+tb =a+t(b—a) € [a, b].
o Réciproquement, si u € [a, b], alors t = g vérifie

(11 —|—tb—b_u +u—ab_ b—a
¢ “b—a" "b—a  b—a "

Remarque
De la méme maniére, {ta + (1 — )b, t € [0, 1]} = [a, b] également.

De la méme maniére, on a :
o u € f([a, b]) si et seulement §’il existe t € [0, 1] tel que u = f((1 —t)a + tb).
o u € [f(a), f(b)] si et seulement sl existe ¢t € [0, 1] tel que u = (1 —t)f(a) + tf(b), en
considérant que si f(a) > £(5), [f(a), f(b)] = [£(B), F(@)]

Définition 32.1.

Soient A et B les deux points du plan, de coordonnées respectives (a, f(a)) et (b, f(b)).

On appelle arc de C entre a et b la portion de €y comprise entre A et B. On appelle corde
de cet arc le segment [A, BJ.

F((1 = t)a + tb)

(1 —=9)f(a) 4 tf(b)

Y S

. 2
(1—t)a+tb b
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Il. Convexité, concavité

1. Définition
Définition 32.2.

Soit I un intervalle, f : I — R une fonction, et €y sa courbe représentative dans un repere
orthonormé.

e On dit que f est convexe si tout arc de C; est en dessous de sa corde.

e On dit que f est concave si tout arc de C; est au dessus de sa corde.

5]
o

Fonction convexe Fonction concave

En utilisant la paramétrisation des arcs et cordes :

Proposition 32.2. Convexité, concavité

Soit I un intervalle, et f: I — R une fonction.

e La fonction f est convexe sur I, si, pour tout a,b € I tels que a < b on a
vie[0,1], f(QA—t)a+tb) <(1—1)f(a)+tf(b)
e La fonction f est concave sur I, si, pour tout a,b € I tels que a < b on a

Vtel0,1], f((1—t)a+tb) > (1—1t)f(a)+tf(b)

Remarque

De méme, f est convexe sur I si, pour tout (a,b) € I?, tels que a < b, on a

Viel0,1], f(ta+ (1—1t)b) <tf(a)+ (1—1)f(b).

Exemple 32.1

La fonction f : x — 2 est convexe sur R.

Démonstration

En effet, soient a et b deux réels tels que a < bet t € [0, 1]. On a
flta+ (1 —1)b) = (ta+ (1 —t)b)? = t2a® + 2t(1 — t)ab + (1 —t)%b?
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On a alors

flta+ (1 —=1)b) — (tf(a) + (1 =) f(b)) = t2a® + 2t(1 — t)ab + (1 — t)*b*> — ta® — (1 — t)b?
=t(t—1)a® +t(1 —t)2ab + (t — 1)tb?
=t(t —1)(a — b)? < 0 puisque t € [0, 1]

Exercice 32.2

Démontrer que la fonction valeur absolue est convexe sur R.

Solution
Soient (a,b) € R? tels que a < b, et t € [0, 1]. On a, par inégalité triangulaire :
|(1—t)a+tb| < [(1—t)a| + |tD]
< |1 —t| - |a| + |t] - |b] = (1 —t)|a| + t|b] puisque t >0 et 1 —t > 0.

Ainsi, la fonction valeur absolue est convexe.

Remarque
Une fonction f est concave si et seulement si — f est convexe.

Attention

Une fonction peut tout a fait étre ni convexe, ni concave !

Convexité, continuité et dérivabilité

Théoréme 32.3.

Une fonction convexe (ou concave) sur un intervalle ouvert I est continue, et admet des
dérivées a droite et a gauche en tout point.

3.

a.

Démonstration

Résultat admis.

Remarque

Ainsi, par contraposée du théoréme précédent, si une fonction n’est pas continue sur un
intervalle I, elle ne peut a fortiori pas étre convexe sur cet intervalle

Propriétés

Inégalités de convexité

Théoreme 32.4. Inégalité de convexité

Soit f : I — R une application.

f est convexe sur [ si et seulement si pour tout n > 2, pour tous (zy,...,x,) € I" et pour
tous (Aq,..., \,) € [0, 1]" vérifiant \; + -+ X, = 1, on a

! (Z >\i$i> < Z Aif ()
i=1 i=1
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Démonstration

Le sens réciproque est immédiat, en prenant n = 2, Ay = 1 —t et Ay = ¢. On montre le sens
direct par récurrence sur n.

e Pour n = 2, il s’agit de la définition de la convexité.

o Supposons la proposition P, vraie pour un certain n > 2 fixé. Soient (z,...,Z,,1) €
I et (Mg, oy Agr) € [0, 1) vérifiant Ay + ... + A\yyq = L. Si A, 1 = 1, I'inégalité
est immédiate. Sinon, on pose t,, = A\; + ... + A, et

1 n
n =1
f étant convexe, et t,, € ]0, 1], on a

f(>‘n+1xn+1 + (1 - /\n+1)an) < )‘n+1f($n+1) + <1 - )‘n+1>f(an>

soit, en remarquant que 1 —\,, .| =t,

f()‘n+1xn+1 + tnan) < >‘n+1f<xn+1> + tnf(an)

soit encore, par définition de «,,

f (An+1xn+1 + Z /\i%’) < Angr + o flan).
=1

1=

On peut appliquer 'hypothése de récurrence a la famille (x4, ..., x,,) et (ﬂ &>

t, 7 t,
n
puisque, par définition de ¢,,, > t)‘—l = 1. Ainsi,
i=1tn
(]
f(an) < Z t_xz
i=1 tn

On remplace alors dans l'inégalité précédente :

n+1 n
Ai
f (Z Az’%‘) S App1Tpg1 T, Z = Ai;.
i=1

1=

—_

Le principe de récurrence permet de conclure que la propriété est vraie pour tout n > 2.

On dispose d’un corollaire qui est un cas particulier usuel :

Corollaire 32.5. Image de la moyenne

Soit f : I — R une application convexe. Alors, pour tout n € N*,

1+ ... —l—xn) < flxzq) + ...—i—f(xn).

V (@, 3,) € I, f(

n

Exercice 32.3
Soient zq, ..., x,, des réels. Montrer que

(2 + .. 43,)° <n (22 4+ ...+ 22).

Solution
La fonction carrée est convexe sur R. Pour tout réels x, ..., xz,, on a alors

(:cl +...+xn>2 - o2 4.+ a2
X
n

n
ce qui donne le résultat.
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b. Inégalité des trois pentes

Les fonctions convexes vérifient une inégalité visuellement tres compréhensible :

Théoréme 32.6. Inégalité des trois pentes

Soit f une fonction convexe sur I. Soient (a,b,c) € I® tels que a < ¢ < b. Alors

fe) = fla) _ f®) = f(a) _ 1) = f(e)

X X
c—a b—a b—c

Démonstration
Soit (a,b,c) € I% tel que a < ¢ < b. On pose t = E € 10, 1[; ainsi, ¢ = (1 — t)a + tb.
Puisque f est convexe, on a f(c) = f((1—t)a+tb) < (1—1t)f(a)+tf(b). Or c—a > 0, donc

fle) = fla) _ (A —t)f(a) +1f(b) — fla) _ t(f(b) — f(a) _ f(b) — f(a)

N
c—a c—a c—a b—a

b—c
b—a’

D’otu la premiere inégalité. La deuxieme se montre de la méme maniere, avec ¢t =

Remarque

Graphiquement, en notant A le point de coordonnées (a, f(a)), B de coordonnées (b, f(b))
et C de coordonnées (c, f(c)) alors

pente de (AC) < pente de (AB) < pente de (BC)

On en déduit un résultat qui nous servira dans la section suivante :

Proposition 32.7. Croissance des pentes

Soit f : I — R une fonction. f est convexe si et seulement si pour tout zy € I, la fonction

x)— f(x
T f(@) = f(@o) est croissante sur I \ {zg}.
r — Xy
Démonstration
 Si fest convexe sur I, alors la croissance de T,, : x € I\ {zy} — %f%) est une
%0

conséquence directe de I'inégalité des pentes.

» Réciproquement supposons que, pour tout zy € I, la fonction T, est croissante sur
I\ {x}. Soient t € [0,1] et (x,y) € I? tel que z < y (le cas z = y est immédiat et le
cas x > y est analogue).

— Sit=0out=1, l'inégalité de convexité est immédiate.
— Site]0, 1], alors < (1 —t)x + ty < y et donc
fL= et ty) = f@) _ fO=te ) = f@) ) = f)
ty — ) (-t +ty—=a y—x
Puisque t > 0 et y—x > 0, nous obtenons f((1—t)z+ty)— f(z) < t(f(y)— f(z)).
D’ou l'inégalité de convexité.
Ainsi f est convexe sur 1.

I1l. Cas des fonctions dérivables

1. Convexité et dérivée

A. Crouzet 7 ©@O®®
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Théoréme 32.8.

Soit I un intervalle ouvert, et f : I — R une fonction dérivable sur I.
Alors fest convexe (respectivement concave) sur [ si, et seulement si, f est croissante (resp.
décroissante).

Démonstration
 Supposons f convexe. Soient (z,y) € I? tels que x < y. Pour tout z € ], y[, d’apres
I’inégalité des trois pentes :
fz2) = fl@) _ fly) = fla) _ fly) — f(2)

X IS
z—x y—x y—z

En faisant tendre z vers x dans la premiere partie d’inégalité, on obtient

— f(x
oy < [0 =)
y—x
En faisant tendre z vers y dans la deuxieéme partie d’inégalité, on obtient
fly) — f(=)
y—x
Ainsi, f'(x) < f'(y) : f est bien croissante.
o Réciproquement, supposons f’ croissante. Soient (a,b) € I tels que a < bet t € [0, 1].
Sit=0out =1, le résultat est immédiat. Supposons t € |0, 1. Soit z = (1—t)a+tb €
Ja, b[. On applique I'inégalité des accroissements finis sur |a, 2| et sur |z, b[ : il existe
x € la, 2] et y € ]z, b] tels que
f(z) — f(a) f(b) — f(2)
~ @) =W,

zZ—a b—z

< ().

Puisque = < y, par croissance de f’, on a

fz) = fla) _ f(b) — f(2)

X
zZ—a b—z

soit, en revenant a la définition de z = (1 —t)a + tb :
e =1t o TOTE s (1 )(7(e) — fla)) < 178~ 1(2)

th—a) S (1—t)b—a)
= f(z) <A —1t)f(a) +1f(b)
= f((1—t)a+1tb) < (1—t)f(a) + tf(D).

Ainsi, f est convexe.

Exemple 32.4

o La fonction exp est convexe sur R. En effet, exp’ = exp qui est bien une fonction
croissante.

« La fonction In est concave sur Ry . En effet, pour tout > 0, In’(x) = L et 1a fonction
inverse est décroissante sur RY. ’

2. Inégalité de convexité

Théoréme 32.9.

Une fonction dérivable est convexe si et seulement si elle est au dessus de chacune de ses
tangentes. Elle est concave si et seulement si elle est en dessous de chacune ses tangentes.

A. Crouzet 8 ©@®®
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Démonstration

e Supposons f convexe. D’apres 'inégalité des trois pentes appliquées a = < z < zg :

[ = F@) _ flwo) = F@) _ flwo) = 1)

X X
z—x Tog—T To— 2

En faisant tendre z vers z dans la partie droite :

f(xo) — f(2)

Lo — T

< f(xg) = fl2) = ['(@0)(x — x0) + f(20)-

Ainsi, la courbe de f est au dessus de sa tangente en z; & gauche. Le méme raison-
nement avec ry < z < x montre que la courbe est au-dessus de sa tangente en x, a
droite.

e Supposons que la courbe de f est au-dessus de ses tangentes. Soient a et b deux
éléments de I tels que a < b. Alors,

f) = f'(a)(b—a)+ f(a) et fla)= f'(b)(a—0b)+ f(b)

soit
pay < O iy,

Ainsi, f’ est croissante, et donc f est convexe.

Application 32.5

Comme la fonction exp est convexe, la courbe de la fonction exp est toujours au dessus de
ses tangentes. En particulier, elle est au-dessus de la tangente en 0, d’équation y = = + 1.
Ainsi,

Ve, e* 214z
De méme, la fonction f: x > In(z + 1) est concave sur | — 1; +oo[, donc la courbe de f est
toujours en dessous de ses tangentes, et en particulier sa tangente en 0, d’équation y = .
Ainsi,
Va el —1;400f, In(z+1) <z

A. Crouzet 9 ©@®®
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Exercice 32.6

Montrer que, pour tout z € [0, 7, sin(z) < z.

Solution

. /. . / . . . / ’ . .
Remarquons que, sin est dérivable et sin” = cos. Ainsi, sin’ est décroissante sur [0, 7] : sin
est concave sur [0, 7]. Déterminons 1’équation de la tangente au point d’abscisse 0 :

y = sin’(0)(z — 0) + sin(0) = =.

Ainsi, par concavité :
Vzel0,n], sin(z) <.

3. Convexité et signe de f”

Théoréme 32.10.

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I. Alors f est convexe
(respectivement concave) si et seulement si f” est positive (resp. négative).

Remarque

Le programme officiel ne précise ce théoréme que sur des fonctions de classe €2, mais il est
vrai sans que la fonction soit €2, mais simplement D?.

Démonstration

Supposons la fonction f deux fois dérivable sur I et convexe. D’apres le théoreme précédent,
la fonction f’ est donc croissante. Puisque f” est elle-méme dérivable, f’ est croissante si et
seulement si f” est positive.

Exemple 32.7

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 22 —In(z). Alors, f est deux fois dérivables sur

R, et on a
" 1
f(x)=2+—
x

La dérivée seconde étant positive sur R, la fonction f est convexe sur RY.

Meéthode
Pour montrer qu’une fonction est convexe, ou concave, tout dépend de sa régularité :

« sielle est de classe €2 (ou, au moins, deux fois dérivable), on calcule sa dérivée seconde,
et on s’intéresse a son signe.

o sielle n’est pas deux fois dérivable, mais au moins dérivable, on la dérive et on vérifie
le sens de variation de sa dérivée.

o si elle n’est pas dérivable, on part sur la définition de base, ou on se raméne a des
fonctions connues.

4. Point d'inflexion

Définition 32.3.

Un point d’inflexion de la courbe € est un point ou la courbe € traverse sa tangente en [---]

A. Crouzet 10 ©@®®
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ce point. Lorsque sa courbe franchit un point d’inflexion, la convexité change de sens.

Exemple 32.8

Soit f : x 3. Alors la tangente au point d’abscisse 0 coupe la courbe donc 0 est un point
d’inflexion.

1 0 Tangente

Théoréme 32.11.

Soit f une fonction de classe €2 sur I. Si la dérivée seconde de f s’annule en changeant de
signe en x, alors le point de € d’abscisse x; est un point d’inflexion.

Attention

Le point d’inflexion peut exister sans que la fonction soit de classe €2 : c’est donc une
condition suffisante, mais pas nécessaire.

Méthode

Pour déterminer ’existence potentielle d’un point d’inflexion, si la fonction est de classe €2 :
e on détermine la dérivée seconde de la fonction,
o on dresse le tableau de signe de la dérivée seconde

¢ on conclut, en cherchant les réels pour lesquels la dérivée seconde s’annule en changeant
de signe.

Exemple 32.9

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = =z
d’inflexion de f.

4 — 622. Déterminer les éventuels points

A. Crouzet 11 ©@®®
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Solution
f est de classe €2 sur R en tant que polynéme, et on a

() =1222 —12 =12(z — 1)(z + 1)

En dressant le tableau de signe de f”, on constate que la dérivée seconde s’annule en
changeant de signe en —1 et en 1. Ainsi, la courbe de f admet deux points d’inflexion.

A. Crouzet 12 ©@®®
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Exercices

Exercices

Convexité, points d'inflexion

Exercice 1 Convexité, points d'inflexion (20 min.)

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les intervalles ou elle est convexe, concave et
les éventuels points d’inflexion.

1.z e @/2 2. x + arctan(x) 3. z +— sin(z) — cos(x)
et + e % er — et
4. z+— |z — 1]+ |3 — 2z 5.:c|—>T 6.x|—>T
eT _ o~ 7®
7. x— — 8. T
e? +e7 In(z)

Exercice 2 Polynome de degré 3 (5 min.)
Soit P une fonction polynomiale de degré 3. Montrer que P admet un unique point d’inflexion,
dont on déterminera ’abscisse.

Inégalités de convexité

Exercice 3 Inégalité de convexité - | (5 min.)
Montrer que, pour tout n € N et € R*, 2" — (n+ 1)z +n > 0.

Exercice 4 Inégalité de convexité - Il (10 min.)
Montrer que, pour tous x et y de |1, +00],

In (:c—Ql—y) > y/In(x)In(y).

Exercice 5 Inégalité de convexité - Il (15 min.)
Montrer que la fonction z +— xIn(z) est convexe sur R%. En déduire que, pour tous réels z, y,

a et b strictement positifs
T Y Tty
xln - +yln 7 (x+y)In p——

Exercice 6 Inégalité de convexité - IV (15 min.)

Montrer que, pour tous réels a,b et ¢ strictement positifs, on a
a n b n c < §
b+c a+c a+b” 2
On pourra commencer par supposer que a + b+ ¢ = 1.

Exercice 7 Comparaison des moyennes (15 min.)
Soient (z4,...,z,) € (R})™. On appelle :
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e moyenne arithmétique le nombre e moyenne harmonique le nombre

n

qo Bt =T
n Ty Ty

. e moyenne quadratique le nombre
e moyenne géométrique le nombre

_ 22+ 4 a2
G= {z;..x,, Q= -

En utilisant la concavité du logarithme, montrer que

H<G<ALQ.

Pour aller plus loin

000 Exercice 8 Convexe et croissante (10 min.)

Soient f et g deux fonctions convexes, sur des intervalles respectifs I et J. On suppose que
fI)cJ.
Montrer que, si g est croissante, alors go f est convexe. Que se passe-t-il si g n’est pas croissante ?

000 Exercice 9 Minimum localement global (15 min.)
Soit f une fonction convexe sur I, et xy € I.

1. On suppose que f admet un minimum local en zy;. Montrer qu’il s’agit d’'un minimum
global.

2. On suppose que f est dérivable sur [ et que z( est un point critique (c’est-a-dire xy n’est
pas une extrémité de I et f'(xq) = 0). Montrer que f admet un minimum global en x,.

@00 Exercice 10 Inégalité de Jensen (20 min.)
Soit ¢ une fonction continue, convexe sur R.

Soit f une fonction continue sur [a, b] (avec a # b). En utilisant les sommes de Riemann, montrer

que
TR TR
@ (m/a f(t)dt) <m/a @o f(t)dt.

@0 [xercice 11 Inégalités de Holder et de Minkowski (30 min.)
%ﬁ@ﬂﬂﬂL+mF%MEm%+£:L

p q
1. Montrer que, pour tout (u,v) € (RT)?, uv < % + %.
n n
2. Soient uy, ..., u, et vq,...,v, des réels vérifiant > |u;|" = > |v;|? = 1.
i=1 i=1
n
Montrer que > |uv;| < 1.
i=1
3. Soient x4, ..., x, et yq,...,y, des réels. Montrer I'inégalité, appelée inégalité de Holder :

n n 1/p n 1/q
Z |2;;] < (Z ‘xz"p> (Z ’yi‘q> .
i=1 i=1 i=1

On pourra poser, pour tout k € [1, n],

n —1/p n
U = T}, <Z|x]~|p> et V = Y <Z|yj|q>
j=1 Jj=1

—1/q
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4. En déduire I'inégalité suivante, appelée inégalité de Minkowski :

n i/p n 1/p " 1/p
(Scen) e ($50) " (5)

i=1 i=1 i=1

On poulra remarquer que ’xk + yk’p < ‘wk‘ ’ ’xk + yk’p_l + ‘yk:‘ ) ’xk + yk’p_l'

eee® [xercice 12 Régularité des fonctions convexes (15 min.)
Montrer que toute fonction convexe sur un intervalle I ouvert est dérivable a droite et a gauche
en tout point de I.
En déduire que f est continue sur 1.

@ee F[Exercice 13 Fonction convexe bornée (20 min.)
1. Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f une fonction convexe sur R telle que f(a) < f(b).

Montrer que
Va€lb, +oof, f(z) > fla)+ (z—a)

En déduire que f(x) —— +oc.
.x*>+00 . .
2. Montrer qu’une fonction convexe et majorée sur R est une fonction constante.
On pourra raisonner par I’absurde en utilisant la question précédente.
Montrer qu’une fonction convexe et bornée sur R* est décroissante.
4. Donner un exemple d’une fonction convexe bornée sur Rt mais qui n’est pas constante.

b
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1
1. f:zxr— e~ %/2 est de classe € sur R. Pour tout réel z,

F(2) = —ae2
et f"(x) = e®’/2 (—1+2?)=(z—1)(z+ 1)em2/2.

On obtient le tableau de signe de f” suivant :

T —00 —1 1 +0o0

1" (z) + 0 — 0 +

Bilan : f est convexe sur |—oo, 1] et sur [1, +o0o[, et concave sur [—1, 1].
2. f:x+— arctan(z) est de classe € sur R. Pour tout réel z,

1
f@) =10
. —2z
I = e

f’ est positive sur R~ et négative sur R*.
Bilan : f est convexe sur R~ et concave sur R*.
3. f:xr—sin(x) — cos(z) est de classe € sur R. Pour tout réel z,

f'(x) = cos(z) + sin(x)
et f”(z) = —sin(z) + cos(x).
f” est 2m-périodique. On va étudier son signe sur [—m, 7]. Remarquons que

f"(x) = cos(x) — sin(x)
=2 <\/—_ cos(x) — \/75 sin(:p))

2 ( + ﬂ)
cos(x+—).
4

Sur [—m, 7, cos (:r + %) > 0 si et seulement si = + % €[—=<

37 0w

27 2d 47 4

2], soit x € [—=, Z].

Bilan : f est convexe sur tout intervalle de la forme [—%ﬂ + 2km, Z + 2km], k € Z, et est concave

sur les intervalles [—m + 2k, —%ﬁ + 2kn] et sur [% + 2km, m + 2kn] ave k € Z.

4. Attention : ici, f: x +— | — 1| 4+ |3 — 22| n’est pas dérivable sur tout R. Remarquons que :

l—z+3—-2x si z<1
f(z) = r—14+3—2x si /1etz<—
T—1+20-3 si >3
4—-3r si z<1
= 2—x si /letaj<—
3r—4 si 2
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Cela nous permettrait de montrer que sur chaque intervalle, elle est convexe (ou concave) puis-
qu’affine. Mais sur R tout entier, il faut revenir a la définition.
Soient (z,y) € R? et t € [0, 1]. Alors, en constatant que t + (1 —t) = 1 et en utilisant I'inégalité
triangulaire :
fllx+ (1 —=t)y) =lte+ (1 —t)y—1| + |3 —2(tz + (1 — t)y|
=ftr+(1—-t)y—(E+ Q=)+ [3(t+ (1 —1)) —2tx —2(1 —t)y|
=tz =)+ 0@ =t)y =1+ [t3—22x) + (1 —)(3 —2y)|
Stle =1+ 1 —=1t)|ly =1 +¢t[3 =2z + (1 —1)[3 — 2y
St(z—=1+PB=2z)+ A=) (ly—1+B=2y) =tf(z) + 1 —1)f(y)
Ainsi, f est convexe sur R.

e®+e ™" .
5 ost de classe C*° sur R. Pour tout réel z,

5. La fonction ch : z —

, e’ —e
ch () =
(r) = 5
) el‘ + e—l‘
et ch”(z) = 5 >0
Ainsi, ch est convexe sur R.
e e

6. De méme, la fonction sh : z +— est de classe €°° sur R. Pour tout réel z,

, x + —X
sh'(x) = c 2e
et sh”(z) = ¢ _26

Remarquons que

=
> —ux par croissance de la fonction exp
=

e
x
z > 0.
Ainsi, sh est convexe sur R™ et concave sur R™.
7. La fonction th : o —s S

Pour tout réel x,

est de classe € sur R (le dénominateur ne s’annulant jamais).

er+e™®

PR il il
(ex + efx)Q (em + efm>2
et th"() = 42N L) e
(em + e—m)Q (e:r + e—:r)Q '

Par le méme raisonnement que précédemment, th est convexe sur R~ et concave sur RT.
8. Enfin, f : z +— é est de classe € sur |0, 1] et sur |1, +oo[. Pour tout réel x € |0, 1[U
]1, +o0[ :

f(z) = —m
o) — n*(2) + 222 1n()  In(x)(Inx) +2)
(x1n?(z))? (zIn?(z))?

Remarquons que
In(z) +2>0 < x>e 2

On obtient finalement le tableau suivant :
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T 0 e 2 1 400
In(z) — - 0 +
In(z) +2 — 0 4 .
1" (z) + 0 - +

Bilan : f est convexe sur |0, e 2] et sur |1, +00[, et est concave sur [e72, 1].

Exercice 2

On écrit P : o+ az® + bx? + cx + d avec (a,b,c,d) € R* et a # 0. Pest de classe € sur R et
on a
Ve eR, P’(x)=6azx+2b.

Remarquons alors que, si a > 0

b
6ar +2b>0 < x> ——
3a

et si a < 0 alors ,

6ar +b>0 < < ——.
3a
Dans tous les cas, P est convexe puis concave ou concave puis convexe : elle admet un unique
)
. ) . . , . b
point d’inflexion, au point d’abscisse —3.
a

Exercice 3

Traitons les cas n = 0 et n = 1 a part. Pour n = 0 I'inégalité devient 0 > 0 qui est bien sir
vraie. Pour n = 1, I'inégalité s’écrit 2% — 2z + 1 > 0 qui est vraie car 22 — 2z + 1 = (z — 1)2.
Supposons donc n > 2. Soit f la fonction définie sur R* par f : x +— 2"*!. On remarque
que f est de classe C? sur RT (en réalité, elle est de classe € puisque polynomiale), et que
f7 2z (n+1)nz™ L. f” est positive sur RT donc f est convexe sur R*.

En particulier, la courbe de f est au-dessus de sa tangente en 1 sur R*. Or, sa tangente en 1 a
pour équation 77 : y = f'(1)(x — 1) + f(1) = (n + 1) — n. Ainsi,

VzeRT, 2"l >n+1)z—n <= 2" —(n+1)z+n>0.

Exercice 4
Soit f la fonction définie sur |1, +oo[ par f : z > In(In(z)). f est de classe €% sur |1, +oo[ par
composée, et on a
1 —In(z) —1
t ” -7 -
= Ty

Ve>1, f(z)= T

Sur |1, +oo[, f” < 0 et la fonction fy est donc concave.

Ainsi, pour tout (z,y) € 1, +00[*, on a

f<w;y> s @) er f)

c’est-a-dire

I (ln (a: + y>> S In(In(z)) + In(In(y))

5 5 =In ( In(z) ln(y)) .
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On applique alors la fonction exponentielle, croissante sur R et on en déduit

In (m;—y) > /In(z)In(y).

Exercice 5
On note f la fonction définie sur RY par f: z + xIn(z). Elle est de classe € sur R’ et on a

VeeRL, fl(z)=Ihh(z)+1 et f'(z)= i

N Y 4 sys * *
Ainsi, f” est positive sur R et f est convexe sur R7.

Fixons alors (a, b, z,y) quatre réels positifs. On pose u = g, v= % et t = aLer € [0, 1]. Alors, par
convexité :
T4y (m—i—y) a x <x a y <y>
t 1—t) <t 1—1¢ = 1 < —In (- =In|(=
fltu+( Jv) <tf(u) +( )f(v) a—i—bn a+b a_|_ban a>+a—i—bbn b
= (g;-i-y)ln(Z::'z) <xln(§>+yln<%> car a +b > 0.
Ainsi :
r+y T Yy
(:L‘+y)ln<a+b> >xln<g)+yln(g).
Exercice 6

Supposons, pour commencer, que a+b+c = 1 avec (a,b,c) € (Ri)?’. Ainsi,0<a<1,0<b< 1
et 0 < ¢ < 1. L’inégalité a démontrer devient alors

ol encore
a 1 b 1 ¢ 1

1
- - - > -,
31—a+31—b+31—c/2

Soit f la fonction définie sur |0, 1[ par f(z) = ﬁ Remarquons que f est de classe €2 sur cet

intervalle, et on a, pour tout = € ]0, 1] :

(@) = et f'(z)= —— 0.

1
(1—=)? (1—=)?

: o .y . 1,1 1
La fonction f est donc convexe. Ainsi, par convexité, puisque 3tz t3= 1:

1 1 1 1 1 1
7(50+30+35¢) < 50 +550) + 57@).

Wl

1

Or,
3

1 1 1 1 1 1 .
a—&-gb—i-gc:g(a—i-b—i-c):g et f(g) = I :E.Fmalement

1<1 a +1 b +1 c
2 531—a 31—b 31—c

ce qui démontre le résultat dans le cas ot a + b+ c = 1.

b c

a
a+b+c’ atbtc ¢ a+b+c
strictement positifs et de somme 1. D’apres le cas précédent :

Sia-+b+c#1, on applique le résultat précédent a . Ces trois réels sont

a b c

a+b+c a+b+c a+b+c
b c + a c + a b >

at+b+c = atbtc  atbtc  atbtc  gybic | atbte

3
2

ce qui donne le résultat apres simplification.
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Exercice 7
Tous les nombres sont strictement positifs, donc les moyennes considérés ont un sens et on peut
appliquer le logarithme.
Par concavité du logarithme, on a
x4 ...+, In(zy) + ... + In(z,)
= ( n ) > n '

soit
(xl +...t+x,
In{ ————

- )2111("301...93”)

ou encore, en appliquant la fonction exponentielle, croissante : A > G.

. ., ., ., , 1 1

Appliquons l'inégalité de concavité aux réeles —, ..., — :
M M

xy Ty

(2 (ene)) 2D

e Ty

En multipliant par —1, puis en appliquant la fonction exponentielle :
n

T 1 < \nlﬂfl e Ly soit H < G.

Enfin, les nombres étant positifs, au lieu de comparer @ et A, on va comparer Q? et A2. Or

i+ .. 4x,)? 2?4+

n

A% =

n

par convexité de la fonction carré sur RT.

Corrigés des exercices approfondis

Exercice 8
On suppose que f et g est convexe, et g croissante. Soient (a,b) € I? et t € [0, 1]. Par convexité

de f:
F(A=t)a+t(0b)) < (1 —1)f(a) +1f(b).
Par croissance de g sur J :
g(f(L=t)a+1(b))) < g((1—1t)f(a) +tf(b)).

Mais par convexité de g sur J :

g((L=1)f(a) +tf(b)) < (1 —t)g(f(a)) +tg(f(b)).

Finalement :

g (f(1=t)a+1(b)) < (1 —t)g(f(a)) +tg(f(b))

ce qui démontre la convexité de g o f.

% sont

x

Si g n’est pas croissante, le résultat n’est plus valable. Par exemple, x — 22 et x — e~

. _pr2 e .« . _
convexes sur R, mais pourtant z — e™* ne l'est pas sur R. La différence ici est que = e
n’est pas croissante sur R.
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Exercice 9

1. On suppose que fadmet un minimum local en z,. Ainsi, il existe un intervalle J tel que, pour
tout x € J, f(x) = f(xzg).

Soit alors z € I quelconque, différent de z.

e Premier cas : x > xy. Il existe un réel y € J tel que z7 < y < x. L’inégalité des trois pentes
(ou la croissance du taux d’accroissement) nous donne :

f(y) — f(x) < f(x) — f(z)

AN
Y—=2o T —Zg

Or f(y) — f(xy) = 0 (minimum local sur J), et y — xy > 0 par hypothése. Donc par quotient

)~ fw)
Y—2xo g
et donc
f@) = o) _
T — T

Puisque = — 2y > 0, on en déduit que f(x) — f(zy) = 0, soit f(z) > f(xg).
o Premier cas : x < xy. Il existe un réel y € J tel que z < y < x(. L’inégalité des trois pentes
(ou la croissance du taux d’accroissement) nous donne :

f(x) — flx) f(y) — f(zo)

<
T — Tg Y—Zo

Or f(y) — f(xzg) = 0 (minimum local sur J), et y — 2y < 0 par hypothese. Donc par quotient

fy) = flz) _
Y— o h
et donc
f@) = flay) _,
T — g

Puisque z — x5 < 0, on en déduit que f(x) — f(zq) = 0, soit f(x) = f(zg).

On a donc démontré que, pour tout = € I, f(x) > f(zq) : f admet bien un maximum global en
xq sur 1.

2. fest dérivable : on peut utiliser la définition avec les tangentes. f est convexe, donc la courbe
représentative de f est au-dessus de ses tangentes, et donc entre autre de sa tangente en z :

Veel, f(x)>f(zo)(x—1z0)+ flxg) = flz0) car f'(z¢) = 0.

Ainsi, f admet un minimum global en z.

Exercice 10
f étant continue, on sait que ses sommes de Riemann sur [a, b] convergent vers l'intégrale de f
sur [a, b]. Ainsi

b_an_lf<a+kb_7a> —>/abf(t)dt

n =0 n—+oo

soit, en divisant par b — a

n—1

%Zf<a+kb;a> —— bia/abf(t)dt

k=0

N 1 s s s
ou encore, en rentrant le facteur — par linéarité :
n
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n
Utilisons alors la convexité de ¢ sur R. Puisque > % =1, alors

k=0
@ (:Z_:%f(wrkb;a)) <:2:<p<f<a+kb;a>>.

Par continuité de ¢ sur R :

¢<§%f(a+kb;a>> L @(bia/abf(t)dt>.

Par continuité de ¢o f (composée de deux fonctions continues), les sommes de Riemann convergent

¢
e gw<f<a+kb;a>) — bia/abe(t)dt-

Et finalement, par passage a la limite dans 'inégalité

b b
® (ﬁ/ f(t)dt) <ﬁ/ @ o f(t)dt.

Exercice 11

1. Si u ou v sont nuls, le résultat est vrai. Supposons v et v strictement positifs. Par concavité
. . 11

du logarithme, puisque - + o= 1:

1 1 1 1
In | -uP+ —v?)| > —In(uP) + — In(u?)

p q p q
soit,
1 1
In | —uP 4+ —v? | > In(uv).
p q
En appliquant la fonction exponentielle, croissante sur R, on en déduit

1 1
—uP + —u? > wv.

2. Soit i € [1, n]. Appliquons le résultat précédent a |u;| € Rt et |v;| € RT.
|uql? i |vi?

q

v;| <

Jug|v;

En sommant ces inégalités :

Z|uivi|<z| z| + ‘ z|
i=1 i-1 P

q
1 & 1 & 1 1
<= D luifP+=) Jut=-+-=1
\p; q; poq
— ~

n
Ainsi, Z lugv;| < 1.
i=1

—1/p
n

|xj\’p) qui est un réel indépendant de k. Alors :
=1

3. Suivons l'indication. Notons A = (
=

1
Z ug|? = Z (lzelN)? = )\pz |24 | = (Z ‘xj’p> Z |z |? = 1.
=1 k =1 = =1

=1
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n

De méme, Z |vp|? = 1. On peut appliquer le résultat de la question précédente aux réels (uy,)
k=1

et (vy).

" —-1/p n —1/q
En notant A = (Z ]mj\p> et u= (Z ’yj’q> :
j=1 J=1
Z [uvg| = Z |z Ay = )\MZ lzpyel <1
k=1 k=1 k=1

et puisque A > 0et u >0

n 1 n 1/p n 1/q
Z EFRTARS 'V (Z |$j|p) (Z ’yj|q) .
k=1 K =1 =1
4. La remarque est vraie :

() + yp)? = (2 +yp) (@ +yp)? " = gy + y)? " + Yl +yp)?
et on conclut par inégalité triangulaire.

Passons a l'inégalité & démontrer. On prend p € |1, +oo[ et on pose ¢ tel que é =1- -

(c’est-a-dire g = ﬁ)' D’apres I'inégalité de Holder, appliquée aux (z,) et au |z, + y[P~! -

n n 1/p n 1/q
Z‘xﬂ g +ulP < (Z|ﬂfk|p) <Z<\$k+yk|pl)q)
k=1

k=1 k=1
soit, puisque (p — 1)g =

n n 1/p n 1/q
S loal - o + el < (z w) (z o0 +yk|q)

k=1 k=1 k=1
Par le méme raisonnement

n n i s, 1/q
S el - o + el < (Z w) (Z Ja le)

k=1 k=1 k=1
et en utilisant la remarque

ZW‘ + yil? Z|93k| |z + yelP” 1+Z|Z/k\ e L

= k=1

<Z|$k|p) (;kawﬂq) 1/q+ (kz:|yk|p) e (;|xk+yk|q) 1/q
(Z |y, + yk|Q> Ha ( (kz: m’p) 1/p . (kz: |yk|p> 1/,,)

1/q
|z, + yk‘q) #0

3

En divisant par (
k=1

n 1-1/q n 1/p n 1/p
(Z |z; + yi‘p> < (Z ‘xk‘p) + (Z ‘yk’p>
k=1 k=1 k=1

N . 11
c’est-a-dire, puisque 1 — - = -
¢ p

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z |z; + yi’p> < (Z |xk|p> + (Z |yk‘p>
k=1

k=1 k=1
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Exercice 12

Pour démontrer ce résultat, nous allons repartir de 'inégalité des trois pentes.
f(@)—f(xo)

T—x(

Soit x( € I. D’apres la croissance des pentes, la fonction T, : z +— est croissante sur

Montrons que T}, est majorée sur IN]—oo, xo[. Soit alors (z,a) € I? avec x < xy < a. L’inégalité
des trois pentes donne
f(x) = flzo) < f(zo) — f(a)
X
T — Ty Tog—a

ainsi, pour tout z € I avec x < x, Tmo(x) < M avec M = fzo)—f(a)

T, (z) =

Zo

— qui ne dépend pas de x.
—
Ainsi, T, est majorée sur I N ]—oo, zo[. Puisque T, y est croissante, le théoréeme de la limite

monotone assure que T, admet une limite en z et donc

1 4@ = o)

=T T — Xg

existe

Ainsi, f est dérivable a gauche.
De la méme maniére, soit (z,a) € I? avec a < xy < z. L’inégalité des trois pentes donne

fla) = f(zg) < f(zo) — f(2)

X = Txo (:C)
a— Ty Ty — T
ainsi, pour tout z € I avec x > x¢, T, (x) > M avec M = W qui ne dépend pas de x.
—+*0

Ainsi, T, est minorée sur I N ]z, +-oc[. Puisque T, y est croissante, le théoreme de la limite
monotone assure que T, admet une limite en xg§ et donc

1o (@) = flao)

z—)zg T — Ty

existe

Ainsi, f est dérivable a droite.
On peut alors en déduire que f est continue en x(. En effet :
e Pour tout z < z,

)= Feo)l = |

Donc f est continue & gauche en x.
e De méme, pour tout z > x,

1£(2) — o)l = Wi:—?

Donc f est continue a droite en x.

f(x) = flzo)

T — Ty

X |z — 29| —— 0 puisque T}, est dérivable a gauche
T—T(

X |z — x| —— 0 puisque T}, est dérivable a droite
Tz

Finalement, f étant continue a droite et a gauche en z, elle y est continue.
Exercice 13

1. On suppose que f(a) < f(b). Soit x € |b, +o00[. Puisque a < b < x, d’apres I'inégalité des
trois pentes :

fb) — f@) _ f@) = fla)
b—a = r—a
Puisque x > b > a, x — a > 0 et en multipliant par x — a la relation précédente :

b) — b) —
s@)— fa) > LT oy s 1) > sty + 0 - UL
Puisque f(b) > f(a), f(b) — f(a) > 0 et de méme pour b — a. Ainsi, % > 0, par produit
oo

et par somme, et théoréme de comparaison, on en déduit que f(z) —— +o0.
r—+00
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2. Supposons par ’absurde que f, convexe et majorée sur R, n’est pas constante. Il existe alors
deux réels a et b, tels que a < b et f(a) # f(b).

o Si f(a) < f(b), le résultat de la question précédente nous garantit que f(z) — +00, donc
T—r1+00

la fonction n’est pas majorée : c’est absurde.
e Si f(a) > f(b), reprenons la démonstration précédente : soit x < a. Ainsi, z < a < b et
I’inégalité des trois pentes donne

f@)— fla) _ f(b) — fla)
r—a b—a
soit, puisque x —a < 0

b) — b) —
f@) - o) > PO o) o 0> fa) 4 - IO
Mais alors, f<b2:£(a) < 0 (puisque f(a) > f(b) et en faisant cette fois-ci tendre = vers —oo :
lim (x— a)M = +o0.
T——00 b—a

Mais alors, par théoréeme de comparaison, f(x) m 400, ce qui est absurde puisque f est
majorée.

Dans tous les cas, 'hypothese f(a) # f(b) est absurde.

Bilan : si f est convexe et majorée, alors f est constante.

3. Soit f une fonction convexe et bornée sur R. Supposons que f n’est pas décroissante : il
existe deux réels a < b tels que f(a) < f(b). Remarquons que le résultat de la question 1 peut
s’appliquer si f n’est convexe que sur RT (le plus important étant de pouvoir tendre vers 400).

Mais alors, f ——— +00, ce qui contredit le caractere bornée de f.
T—+00

Bilan : f est nécessairement décroissante.

4. D’apres la question 3, la fonction doit étre décroissante sur R™ et d’apres la 2, elle ne doit
pas étre majorée sur R tout entier. Prenons alors la fonction z — e™*. Celle-ci est convexe, et
est bornée sur Rt (puisque, pour tout z € Rt 0 <e™® < 1).
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