Chapitre

Codage matriciel

Résumé

taines circonstances, a l'aide de matrices. Les propriétés des matrices se transposeront aux
cteurs ou aux applications linéaires. Ce sera également [’occasion de revenir sur la notion de
rang de matrice, et de démontrer des résultats du chapitre 17.

@FIN d’étudier des vecteurs ou des applications linéaires, nous allons les représenter, dans cer-
e
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Objectifs
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La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

e Concernant le codage matriciel :

@

®
®
®

®

®
@

Savoir déterminer la matrice d’'un vecteur, d’une famille de vecteur dans une base O
Savoir déterminer la matrice d’une application linéaire dans des bases ............ O
Retrouver une application linéaire connaissant sa matrice dans des bases.......... O
Connaitre les propriétés de Mat g 5 : composée d’applications linéaires, matrice d’'une
application TéCIPIOQUE. . ...ttt O
Savoir changer de bases a l'aide de la matrice de passage ......................... O
Connaitre le cas des endomorphismes............ ... i i O
Savoir le résultat d’existence concernant les polynémes annulateurs d’une matrice ou

d’une application linéaire.......... ... . i i O

e Concernant le rang :

®

@

Connaitre la définition du rang d’une matrice ......... ... . ... .. i O
Connaitre le lien entre rang d’une application linéaire et rang de la matrice associée
Aans desS DaASES . ... e O

Connaitre les différentes propriétés du rang (inversibilité, transposée)............. O
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Dans ce chapitre, E désigne un espace vectoriel de dimension finie n > 1 muni d’une base B =

(eq,...,€,) et Fun espace vectoriel de dimension finie p > 1 muni d’une base B’ = (el, ,ep).

I. Codage matriciel en dimension finie

1. Matrice d'une famille de vecteurs en dimension finie

Définition 27.1. Matrice d’un vecteur

n
Soit x = > z,e; € E. La matrice colonne : est appelée matrice du vecteur  dans
i=1

la base B et notée Matz(x)

Exemple 27.1

o Dans la base canonique de R*, la matrice de xy = (8,—7,3, \/5) est

—2

3

« Dans la base canonique de R,[X], la matrice de X* +3X —2 c Ry[X] est [ O
0

1
3 j
V2
9

« Dans la base canonique (E ;, E 4, E2,1,E272) de M, (R), la matrice de ( 5 g
9
0
My(R) est 5
3

Définition 27.2. Matrice d’une famille de vecteurs

. Soit (xy,...,z;) une famille de k& > 1 vecteurs de E. Pour tout j € [1, k], on note
Tq -, Ty, j les coordonnées de x; dans la base B :

n
VJE [[]., k']], JJJ:ZZL'%J@,L
=1

La matrice
L1 L1z .- Tk
L1 Lo e Tog
. . . € mn,kaR)
Tnl LTpo - Tpgk

est appelée matrice de la famille de vecteurs (z1, ..
On la note Matg (21, ..., z}).

., 1) dans B.

Remarque

La premiere colonne code le premier vecteur, la deuxiéme code le deuxiéme vecteur,
Pour tout (i,7) € [1, n] x [1, k], le coefficient d’indice (7,j) de la matrice est la i-iéme

coordonnée du j-iéme vecteur ;.
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Exemple 27.2
La matrice de la famille ((1,0,4,7),(2,—3,—1,—6),(1,0,0,—5)) dans la base canonique de

1 2 1
0 -3 0
4
R* est 4 —1 0
7 —6 —5

désigne la matrice d’une famille (P, Q, R) de R,[X] dans la base cano-

N

—

|

\)
O W N oo
~N O B O W

nique (1, X, X2, X3, X*) de R4[X], on a alors
P=1+2X-2X24+X* Q=2X?+3X3 e R=3+4X?>4+7X*

Attention

o La base doit bien étre précisée. Si on avait plutét pris la base (1,2X,3X?,4X3,5X14),
on aurait alors

P=1+2(2X)—23X%) +5X*=14+4X —6X?+5X", ...
e Si on change l'ordre des vecteurs de la base, cela change le codage aussi. Si on avait
pris la base (X, 1, X2, X3, X4), on aurait en P = X +2 —2X?2 + X%,
o L’espace de départ (dont la dimension est le nombre de lignes) doit étre précisé. Si on

avait pris R® plutdt que R4[X] et la base canonique de R, alors la matrice était celle
de ((1,2,—2,0,1),(0,0,2,3,0),(3,0,4,0,7)).

Exercice 27.3

. 2 —4 —6 1 0 —1 1 0 .
SowntA(O 0 ),B( 0 1),0(0 9 )etD(O 5)desmatrlces

de 73 (R) qui est un espace vectoriel de dimension 3 dont B = (EM,ELZ,EQQ) est une
base. Déterminer la matrice de (A4, B,C, D) dans la base B.

Solution

2 —6 0 1
La matrice de la famille (A, B,C, D) dans la base B est ( —4 1 =10 ) .
0o 1 2 5

L’application Mat est importante, puisqu’il s’agit d’un isomorphisme :

Proposition 27.1. Mat est un isomorphisme
Pour tout k € N*, 'application Maty : EF — 9, .(R) définie par

Matg : (21, ..., 21) — Matg (21, ..., 2})

est un isomorphisme de E* dans M, x(R)

Démonstration
On note ¢ lapplication qui, a (zy,...,x;) € E* associe Matg (21, ..., z) € M, 1(R). On
garde les notations de la définition 27.2.

A. Crouzet 4 ©@®®
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e ¢ est linéaire. En effet, si (zq,...,7;) € E¥, (y1,...,y,) € E¥ et A € R, alors on a
Lp()‘ (xlv 7xk) + (yl7 7yk)> = (()‘xl + Y1, "'7)‘331@ + yk)

AZip+Y11 ATig+ Y12 e ATt Yig
_ ATy +Yo1  ATog + Yoz oo AT + Yop
)‘xnl + Yn1 )‘an + Yno .- )‘xnk + Ynk
Z11 Ti12 .- T1g Yii Y2 - Y1k
-\ $?1 $?2 332k + y?l ygz y2k
Tp1t Tp2 - Tpg Yn1 Yn2 - Ynk

= AMatB (xlv 7xk) + Matﬂ? (ylv 7yk)
=2 (1, ey 7)) + 0 (Y1, Y)) -

o ¢ est injective. En effet, si (x4, ..., ;) € Ker(yp), alors Matg (21, ..., ;) = 0,, . Ainsi,
les coordonnées des vecteurs xq, ..., x;, dans la base B sont toutes nulles. Il s’agit donc
des vecteurs nuls si bien que (24, ...,x;) = (0,...,0) : Ker(¢) = {(0,...,0)}.

o  est surjective. En effet, soit A = (ai’j)i ; € M, ,(R). Pour tout j € [1, k], on pose

n
C]' = E ai’jei.
1

i—
On constate alors, par construction des (¢;), que ¢ ((¢1,...,¢;)) = Matg (¢1, ..., ¢;) =

A.

Corollaire 27.2.

Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie n € N et si k € N*, alors E* est un espace
vectoriel de dimension k x n = k x dim(FE).

Démonstration

L’application précédente donne une bijection de E* dans M, (R), de dimension n x k. Par
un résultat du chapitre précédent, dim(E¥) = n x k.

2. Matrices d'une application linéaire

a. Matrice d'une application linéaire dans des bases

Définition 27.3. Matrice d’une application linéaire

Soit f une application linéaire de E dans F.
p

Pour tout j € [1, n], f(e;) € F: il existe donc (ay, ..., a,;) € RP tels que f(e;) = > aye;.
i=1

La matrice A = (aij) € M, ,(R) est appelée matrice de f dans les bases B et

1<4,5<n

B’. On la note Matg 5(f).

Si E = Fet si B= 3, alors on note simplement Matg(f) la matrice de ’endomorphisme
f dans les bases B et B.

Remarque

La matrice d’une application linéaire f de E dans F dans des bases B = (e ...,e,) et B’

A. Crouzet 5 ©@®®
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est la matrice de la famille (f(e;) ..., f(e,)) dans la base B’ :
fler) flea) - f(ej) - flen)

a’l,l a1,2 al,j al,n e}

/

CL271 (],272 a2,j a?,n e

MatB/,B(f) = Ma’tB’ (f(el) R f(en)) = : : : :/
@iy @it Qi U | €

Ap,1 p,2 Ap,j Ap.n 6;)

Exemple 27.4

o Soit fl'application linéaire qui & (z,y, 2,t) € R* associe (v+2y—t, 3x+2, —y+5z+t) €
R3. On a f € £ (R* R3). Notons € et B les bases canoniques respectives de R? et R%.
On a:

£(1,0,0,0) = (1,3,0), f(0,1,0,0) = (2,0,—1), f(0,0,1,0)=(0,1,5) et f(0,0,0,1) = (—1,0,1).

Ainsi

1 2 0 -1

Mat@,g(f) = ( 3 0 1 0 ) .
0 -1 5 1
e Soit g I'application linéaire qui & P € R,[X] associe (X3 +1) P’ € Ry[X]. On a

g € L5 (Ry[X],Ry[X]) Notons B = (1, X, X2) la base canonique de Ry[X] et € =
(1, X, X2 X3, X%) cellede Ry [X]. Onag(l) = (X3 +1)x0=0, ¢g(X)=(X>+1)x
1=X3+1 et g(X?)=(X3+1)x 2X—2X4+2X. Ainsi

10

Mate 5(f) =

o O O o o
o= O O
N O O N

Exercice 27.5

Pour les deux applications linéaires suivantes, déterminer la matrice dans les bases données :

o T Tapplication linéaire définie de 9y(R) dans My(R) par T(A) = A + *A, dans la
base canonique B = (ELl, E o, E2,1,E272) de 9, (R)

o flapplication linéaire définie de R4[X] dans R? par ( )

(P(1), P'(1), P"(1)), dans
les bases canoniques B = (1, X, X2, X3) de R3[X] et )

- ) )
((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

Solution
e On calcule :

1 0 10
T(E, ;)= E11+tE1,1:<0 0)+(0 ):2E171a
0 1 0 0
T(El 2) E1 2 + tEl’Q = ( 0 0 ) + ( 1 ) = E1,2 +E2,17

T<E2,1> =Fy1+ "Ey; =FEy 1+ E;5 et T(Ez 2) Eyo+ "Eyq =2Ey,.

)

[en}
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Ainsi,
200 0
0110
Mats(T) =1 ¢ 1 1
000 2

e Apres calcul,

f(l) = (1707())7 f(X) = (17 170)7 f(X2> = (17272) et f(X3> = (1737 6)

Ainsi
1 1 11
Mates?g (f) = 01 2 3
0 0 2 6

Deux endomorphismes aux matrices classiques : I'identité et la matrice nulle.

Proposition 27.3.

Un endomorphisme f de E vérifie Matg(f) =1, si et seulement si f =idg.

Démonstration
n

Pour tout j € [1, n], idg (e]-) = e; = Y a;e; avec a;; = 1 et a;; = 0 si i # j. Ainsi,
i=1

Matg (Idg) =1,

Réciproquement, supposons que f est un endomorphisme de E tel que Matg(f) =1,,. Alors,

n
pour tout j € [1, n], f(e;) = > <I")ij e; =e; =idg (e;). Ainsi f et idy coincident sur une

=1

la base B de F donc f =idp.

Proposition 27.4.

Une application linéaire f de E dans F vérifie Matg 5(f) = 0, , si et seulement si c’est

I’application nulle.

p?n

Démonstration
Identique a la précédente.

Il y a un lien étroit entre application linéaire et matrice de ’application linéaire lorsque 1’on est
en dimension finie :

Théoréme 27.5. Isomorphisme entre £(E, F) et M, ,,(R)

L’application Matg 5: | L(E,F) — M, ,(R) est un isomorphisme.
[ Matg 5(f)
En particulier, elle est linéaire : si (f,g) € £(E, F)? et A € R, alors

Matg z(Af +g) = \Matg 5(f) + Matg 5(g)-

Démonstration
Pour plus de simplicité dans les écritures, notons ¢ I"application Matg 5.
e ¢ est linéaire. Soient (f,g) € L(E,F) et A € R. Pour tout i € [1, n] :

(Af +g)(e;) = Af(e;) + gle;)

A. Crouzet 7 ©@®®
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et donc

p(Af +9) = Matgy (Af +g)(e1), .., (Af +9)(e,))
= MatB’(Af(eﬁ + g<el)a 7)‘f(€n) + g<en>)
= AMatB’(f(Gﬁa 7f<en)> + MatB’(g<el>v 79(671)) = A@(f) + @(g)

* @ est injective. En effet, si f € Ker(yp), alors Matg 5(f) = @(f) =0,,, et la proposi-
tion précédente entraine que f = 0. Ainsi Ker(y) = {0}.
e o est surjective. En effet, soit A = (am-), €M, ,,(R). Le théoreme de caractérisation
z’j

d’une application linéaire par 'image d’une base nous assure qu’il existe une (unique)
n

application linéaire f de E dans F telle que, pour tout j € [1, k], f(ej) = a, e
i=1

Par construction, on a bien A = Matg 5(f) = o(f).
Ainsi I'application Matg 5 est un isomorphisme de £(E, F') dans 9, ,,(R)

On peut en déduire la dimension de £(E, F') quand E et F sont de dimension finie :

Corollaire 27.6.

Soient E et F'sont deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors £(E, F) est de dimension
finie et
dim(£L(E, F)) = dim(E) x dim(F).

Démonstration

Le théoreme précédent assure que les espaces vectoriels £(E,F) et M, ,(R) sont iso-
morphes. Puisque 9, ,,(R) est de dimension finie égale a n x p, £(E, ') est également
de dimension finie et

dim(£L(E, F)) = dim(M,, ,(R)) = n x p = dim(£) x dim(F").

b. Décodage matriciel

La proposition suivante découle de la preuve du théoréme précédent :

Proposition 27.7.
Soit A = (am-)A € M, ,(R). On définit f € £(E,F) de maniére unique par, pour tout
l’j
P
jell, n], fle) = AZ:lam-eg.
1=
Autrement dit

:z: ., ;_{njx (iame;> > (znj i,jxj) ¢,

Alors, on a par construction Maty z(f) = A.

Remarque

Il n’est pas nécessaire de retenir la formule de la proposition précédente. Il faut connaitre
la méthode suivante pour retrouver ’application linéaire.

Méthode

Soit A € M, ,(R) une matrice donnée. Pour trouver l'application linéaire dont A est la
matrice (c’est la décoder) :

A. Crouzet 8 ©@®®
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o On précise les espaces E (de dimension n) et F' (de dimension p) qui nous intéresse.

e On précise la base B = (eq,...,¢,) de F et la base B' = (e’l,...,e;,) de F que l'on
prend.

o Pour tout j € [1, n], la j-iéme colonne de la matrice A correspond aux coordonnées
de f(ej) dans la base B’. On exprime alors f(ej)

n
on en déduit que f(z) = > z,f (ej) et on conclut en utilisant les expressions trouvées

j=1

dans le point précédent.
Si on change E (mais pas sa dimension) ou F' (mais pas sa dimension) ou la base B de E ou
la base B’ de F, on ne trouve pas la méme application linéaire dont A est la matrice. Il n’y

I
I
I
I
I
I
I
I
! n
: e On se donne x € E. On dit qu’il existe des scalaires x, ..., x,, tels que x = »_ G425
I j=1
I
I
I
I
I
I
I
I
: a unicité que si on fixe £, F, B et B’.

Exemple 27.6

1 -1 1
. 1 0 0 . , N 4
Soit A = 11 1 la matrice d’une application f € £(R,[X],R*) dans les bases
1 2 4

canoniques respectives de R, [X] et R*. Déterminer I'expression de f.

Solution

On applique point par point. Ici, les espaces et bases canoniques nous sont donnés.
o On lit sur la matrice 'expression de f(1), f(X), et f(X?) :

f(H)=(1,1,1,1), f(X)=(-1,0,1,2) et f(X?) =(1,0,1,4).
o Ainsi, pour tout P = a+ bX + cX? € Ry[X], on a
f(P)=af(1)+bf(X)+cf(X?) =a(l,1,1,1) +b(—1,0,1,2) + ¢(1,0,1,4)
=(a—b+c,a,a+b+c,a+2b+4c) = (P(—1),P(0),P(1),P(2))
Ainsi, I'application f : Ry[X] — R* dont la matrice dans les bases canoniques est A est

f: P+ (P(-1),P(0),P(1),P(2)).

Exercice 27.7

Déterminer I'application linéaire f € £(R3 9,(R)) dont la matrice dans les bases cano-
niques est la matrice A de 'exemple précédent.

Solution

Notons f 'application linéaire cherchée. De la méme maniere, on lit sur la matrice :

f@m@:(ii),f@L®:<zlg>etfumnz(}g)

Ainsi, pour tout (z,y,z) € R? :

f(a:,y,z):a:f(l,0,0)+yf(0,1,0)+zf(0,0,1):ac(i i)—i—y(_ll g)—kz(i 2)

_(x—yt+z T
N\ rt+ytz x+2y+4z

A. Crouzet 9 ©@®®
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L’application recherchée est donc :

r—y+z x )

Fi(@y2) <x+y+z x4+ 2y + 4z

c. Application linéaire canoniquement associée a une matrice

Un cas particulier, souvent utilisé, de la proposition précédente :

Proposition 27.8. Application linéaire canoniquement associée

Soit A = (a ) €M, ,(R). L’application
j

i i
R* — RP
n

(:L'lﬂ"'?wn) — (Z:la”acj)
J:

1<i<p

est linéaire et A est la matrice de f dans les bases canoniques de R™ et R? respectivement.

Définition 27.4.

L’application précédente est appelée 'application linéaire canoniquement associée a
la matrice A.

Exemple 27.8

1 -1 1
. . 1 0 0 . , o
e Si on reprend la matrice A = 11 1 des exemples ci-dessus, ’application
1 2 4

linéaire f canoniquement associée a A appartient a £ (R3,R*) et est telle que
V(x,y,2,t) ERY f(z,y,2) = (x—y+ 2,12 +y+ 2,2+ 2y +42)

1 -1 0 2 0
e SiB=| 2 3 1 1 1 |, alorsl’application linéaire ¢ canoniquement associée
0o 0 2 —1 7
& B appartient & £ (R R3) et est telle que

v(iE,y,Z,t,U) €R57 QO(QZ‘,y,Z,t,U) = (:L’—y-l—2t,2x+3y+z+t+u,22—t+7u)

d. Le cas des formes linéaires

Si f est une forme sur linéaire sur E, alors on peut prendre B’ = (1) pour base de F' = R. II
s’ensuit que Mat g 5(f) est une matrice ligne a n colonnes (a; ... a,,) avec, pour tout j € [1, n],

a; = f(e;)-
Réciproquement si A = (ay ...a,) € M; ,(R) et si B = (ey,...,e,) est une base quelconque de

FE, alors application
n n
fra=) ze;r— Y zja
j=1 j=1

est une forme linéaire sur F dont A est la matrice dans les bases B et B" = (1).
Exemple 27.9

1 n
o Soient n € N* et f ’application définie sur R™ par f : (x1,...,2,) —> — Y x;. Il Sagit
=1

A. Crouzet 10 ©@O®®
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d’une forme linéaire sur R"™ et, si B désigne la base canonique de R"™, alors
11 1
o Soit g l'application définie sur R;[X] par g(P) = P’(1). 1l s’agit d’une forme li-
néaire sur R5[X] et, si B désigne la base canonique de R;[X], alors Mat(;, 5(f) =
(01 23 4 5).

Exercice 27.10

Soit A la matrice définie par A= (1 0 0 0 1 0 0 0 1) € M o(R). Déterminer
Pexpression de la forme linéaire définie sur 95(R) dont la matrice dans la base canonique
est A.

Solution

Il existe une unique forme linéaire sur M3(R) (qui est bien de dimension 9) dont A est la
matrice dans les bases canoniques de R et M3(R). D’apres 'expression de la matrice A :

vie[1,3], f(E,)=1 et V(ij)€[1,3]", i#j = f(E; =0
Ainsi,
f( Z mi,jEi,j> =My + Mg o+ Mmg3.
1<4,5<3

C’est la forme linéaire qui & une matrice associe la somme des coefficients diagonaux. On
I’appelle la trace.

3. Matrices et image d'un vecteur par une application linéaire

On dispose d’un lien étroit entre matrice d’une application linéaire et matrice d’un vecteur.

Proposition 27.9.
Soient f € L(E,F), x € E et y € F. On note

A= Matg z(f) €M, ,(R), X =DMatg(xz)cM, (R) et Y =Matg(y) €M,;(R)
Alors y = f(x) si et seulement si Y = AX.

Démonstration

n D Ty Y1
On note z = zie; et y = Y ye;. Ainsi, X = : et Y = : |. On note
-1 i=1

= T, Yp
P
A = (a;5) i Par définition, pour tout j € [1, n], on a f(e;) = E;aijeg.
1=

Alors

y=flz) <= D ye=> a;f(e;)
i=1 j=1

A. Crouzet 11 ©@O®®
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I

Vie[l,p], vy,= Z a;;x; par unicité des coordonnées dans la baseB’

Y = AX.

I

Exemple 27.11

Soit d I’application linéaire qui, & tout polynéme P € R,[X], associe P’ € R;[X]. Soit
B=(1,X,X2 X3 X*) la base canonique de R,[X] et € = (1, X, X?, X3) celle de R5[X].
Soit Py = X* +3X — 2 € Ry[X]. Alors :

—2

Mate (d(F))) = Mate 5(d)Mat g () =

coc oo
coc o~
cownwo
o woo
s o o o
—_ o O w
I
N =

En décodant, on obtient d (Py) = 3 + 4X3. II s’agit bien de F.

Un résultat permettant de savoir si une application linéaire est nulle :

Corollaire 27.10.

Soient A € M,, ,(R). Ona A =0,,, si et seulement si, pour tout X € M, ;(R), AX =0,, ;.

Démonstration

Soit f € L(E, F) tel que A = Matg 5(f). Alors
A=0,, < =0 VzecE, fl)=0 < VXM (R), AX=0,,

Ce résultat nous permet d’en déduire un cas d’égalité sur les matrices :

Corollaire 27.11.

Soient A et B dans M, ,(R). On a A = B si et seulement si, pour tout X € M, ;(R),
AX = BX.

Démonstration

On considére A — B au lieu de A dans le corollaire précédent.

Attention

Dans le corollaire précédent, il faut absolument que ce soit valable pour toute matrice X
de M, 1 (R).

Avoir AX = BX pour une seule matrice ne permet pas de conclure.

4. Produit matriciel et composition d'applications linéaires

Soit G un espace vectoriel de dimension finie muni d’une base B”.

On va trouver un lien simple entre matrice d’'une composée et matrices des applications, qui
justifie d’autant plus le lien :

Proposition 27.12.
Soient f € L(E,F) et g€ L(F,G).

A. Crouzet 12 ©@®®
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SOlt A = Matglyg(f), B = Mat B B (g) et C = MatB//’g(g o f)
Alors C = B x A, c’est-a-dire :

MatBn’B(g o f) = Matgnﬁ/(g) X Mat3/73<f)

Démonstration
On note ¢ = dim(G) et B” = (e /1’, ...,€y). On écrit, pour chacune des matrices,
A= (G/”)Z ; c Dﬁpm(R), (bk:z> (R) et C = (ij)k ; € mq’n(R).

Par définition,

VjE[[l,n]], ch]

Pour tout j € [1, n], on a également
P q q P
gof(e) =9 Z%e Z%g =2 ai (| Dbwer | =3 | D bwiays | eil
i1 k=1 k=1 \i=1

Par unicité des coefficients dans une base B” de G, il s’ensuit que

P
V(kg) € (1, al x [1,p], cny=)_ bias.
=1

Ainsi, C =B x A

Remarque

C’est cette formule qui est a l'origine de la définition du produit matriciel vue dans le
chapitre 17 : on a mis au point ce produit matriciel afin que cette formule soit vraie.

Exemple 27.12
Soient f € £(Ry[X],R3[X]) et g € £(R5[X], R?) définies par

f:iPr— X2P' et g: P (P(1),P'(1)).

Déterminer g o f de deux manieres différentes : par le calcul direct, et par les matrices de f
et g dans les bases canoniques.

Solution

On vérifie rapidement que ce sont des applications linéaires, et puisque P € Ry[X], P’ €
R,[X] et X2P’" € R3[X]. Notons B, B’ et € les bases canoniques respectives de Ry[X],
R4[X] et R2. On a alors :

0 00

0 00 1 11
MatB’,Z%(f>: 01 0 et Mat@B/<f)_(0 ) 3>

0 0 2
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On a alors
0 00
1111 0 0 0 01 2
Mat@,B(go f) = Mat€,3'<g>MatB’,Z3(f> = ( 01 2 3 ) 01 0 = ( 0 2 6 )
0 0 2
On décode alors la matrice : go f(1) = (0,0),g0 f(X) = (1,2) et go f(X?) = (2,6). Ainsi,

pour tout polynéme P = a + bX + cX? € R,[X], on a
go f(P)=a(0,0)+b(1,2) + ¢(2,6) = (b+ 2¢, 2b + 6¢)
On peut également calculer directement la composée go f :
g f(P)=g(X?P") = (<X2P'> (1), (X2P")" (1))
— ((P/(1). (X2P" 4 2XP') (1))
= (P(1 ) P”( ) +2P'(1))
= (b+2¢,2c+ 2(b+ 2¢)) = (b + 2¢,2b + 6¢).

Une autre conséquence, permettant de déterminer I'application réciproque d’une application
linéaire en inversant une matrice :

Proposition 27.13. Application réciproque et matrice inverse

On suppose que dim(FE) = dim(F). Soit f € L(E,F) et A = Matyg 5(f). Alors f est un
isomorphisme si et seulement si A est inversible.

Dans ce cas, A~ est la matrice de f~! dans les bases B’ et B, c’est-a-dire

Mat s g (1) = (Mat e 5(f))

Démonstration
On note n = dim(E) = dim(F). On suppose que f est un isomorphisme. On a alors
fto f=1Idg et donc
I, =Matyg 5 (idg) = Matg 5 (' o f) = Matg 5 (f ) Matg 5(f)
On a également fo f~! =idy et donc I,, = Mat g 5(f)Matg 5 (fF ).
On en déduit que la matrice Matg 5(f) est inversible et que son inverse est Mat 5 5/ (F 4.

Réciproquement, on suppose que A est inversible. On note g 'application linéaire de F'dans
E dont la matrice dans les bases B’ et B est A~!. On a alors

MatB7B(g o f) = MatZ;,B/(g)MatB/’g(f) = AilA = In

et donc go f = idg. De méme Maty 5/(f o g) = I, et donc fog = idp Ainsi f est un
bijective (et son application réciproque est g)

Exemple 27.13
Soit (a,b,c,d) € R%. On note f : R? — R? définie par f(z,y) = (ax + by, cx + dy). f est un

b
endomorphisme et sa matrice dans la base canonique de R? est A = Z d ) .

La matrice A est inversible si et seulement si det(A) = ad —bc # 0 et on a

d b
A-1— - 1<A> ( d —b) _ ( det(4)  der(A) ) _
et —c a -

det(A) det(A)
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On en déduit que f est un automorphisme si et seulement si det(A) # 0 et on a

—1 . d b . .
7@ (G )

Exercice 27.14
Soit g € £(R3[X],R3[X]) l'application définie par g(P) = 4P — (X + 1)P’. Montrer que g
est un automorphisme et déterminer g—1.

Solution
Il s’agit d’'un endomorphisme de R3[X]. On a

g(l)=4, g(X)=4X—-X—-1=-1+3X, g(X?)=4X?-2X%2-2X =-2X +2X?
et g(X?) =4X%—3X%—3X%=—-3X?+ X?. Ainsi

4 -1 0 0

0o 3 -2 0
Mat(l,X,XQ,XS)(g> = 0 0 2 -3

0 0 0 1

On note A cette matrice. On constate que A est inversible (car triangulaire supérieure sans
0 sur sa diagonale). On cherche son inverse. Apres application de I’algorithme du Pivot, on
obtient
3/12 1/12 1/12 3/12

0 1/3  1/3 1

0 0 /2 3/2

0 0 0 1

At =

On en déduit que g est un automorphisme et, pour P = a + bX + cX? +dX3 € Ry[X],
g ' (P) = ag™"(1) +bg 1 (X) +cg" (X?) +dg " (X?)
0 +b<1 +1X)+ (1 +1X+1X2)+d<3 +X+3X2+X3>
BT 123 A2 737 T2 12 2
_ 3a b c 3d (b 3d

& C
4+ =4 X(-+-+d X2<— —) dx3
TRECEETERVE 3+3+)+ 2 2 )"

5. Changement de base

Il arrive régulierement qu’on souhaite changer les bases qu’on utilise sur 1’espace vectoriel de
départ ou d’arrivé.

Définition 27.5. Matrice de passage

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, et B = (eq,-,e,) et B = (e}, e€},)
deux bases de F.

On appelle matrice de passage P de la base B vers la base B’ la matrice dont les colonnes
sont les coordonnées des vecteurs de la base B’ dans la base B. Ainsi,

Pg}z;/ = Matg(e,l, caey 6%)

On a un lien entre matrice de passage et matrice d’une application linéaire :

Proposition 27.14.

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, et B = (eq,-+,e,) et B = (e}, ,€,)
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deux bases de E. Alors Pg 5 désigne la matrice de idg, de (E, B’) dans (£, B) :
Pg’gl = Matzg,zg/ (ldE)

Exercice 27.15

Soient B = (( é ) , ( (1) )) et B = (( —11 ) , ( i )) deux bases de M, ; (R). Déterminer

la matrice de passage de la base B a la base B’ et de la base B’ a la base B.

Solution
On fera attention a ’ordre. On a, rapidement, la matrice de passage de la base B a la base

B
11
Pﬁﬁ/:(l 1)

Pour la matrice de passage de la base B’ a la base B, on décompose les éléments de la base
B suivant la base B’ :

(o) =3 (4)=5(0) =« (V)-= ()3 (3)

Ainsi, la matrice de passage de la base B’ & la base B est :

!
P3/7B - ( : )

Si P est la matrice de passage de la base B a la base B’, alors P est inversible, et P~! est
la matrice de passage de la base B’ a la base B.

N o |-

N |~

Proposition 27.15.

Démonstration

En effet, d’apres un résultat précédent, puisque idE1 = idg, on a bien

. 11— . -1
MatB/’B(ldE) = MatBI’BOdEl) = (Mat37$/(ldE>>

Proposition 27.16. Formules de passage

Soient B = (eq,,e,) et B" = (e},,e;,) deux bases de E. Alors
e Pour tout vecteur u de F,

Matg(u) = Py gMatg (u) et Maty (u) = Py gMatg(u)
e Si f est un endomorphisme de F, alors

Mat$/<f> = Pz;/723 X Matg(f) X Pz;}z;/

Attention

On fera attention & I'intuition! La matrice de passage de B & B’ permet, & partir d’'un
vecteur u décomposé suivant B’ d’obtenir ses coordonnées dans la base B.
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Exercice 27.16
Soit f: My 1 (R) — My 1 (R) l'application définie par

[z 20—y
I (y)H (—$+2y>
On note B = (( _11 ) , ( i )) une base de My ; (R).

1. Montrer que f est un endomorphisme de 9, ; (R).

2. Donner la matrice A de f dans la base canonique, et la matrice D de f dans la base
B.

Donner la matrice de passage P de la base canonique dans la base 3.

4. Exprimer A en fonction de P et D, puis en déduire A™ pour tout entier n.

@

Solution

1. On montre classiquement que f est linéaire, et donc, que f est un endomorphisme de
My 1 (R).

2. Dans la base canonique, que ’on note € :

((6)=(5) = (V)= (%)

Ainsi,

Danslabasfe(jzll>>(33>3(11> ot f((i))Z(D

3 0
3. Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base B. Par définition
1 1
= (4)
4. D’apres la formule de passage, on a

Matg(f) = P~ x Mate(f) x P

Ainsi,

soit D = P~'AP, ou encore A = PDP~"'. Par récurrence rapide, on peut alors montrer
que pour tout entier n > 0, A" = PD"P~!. D étant diagonale, on a, pour tout entier

n, D" = ( 3 (1) ), et enfin, par calcul :

0
L (1 1Y (3" 0
e - (D (00

N 0| =

N = |
N | =

\—/

et donc
3"+1 =-3"+1
2 2
v n—=
nel, 4 U |
2 2

A. Crouzet 17 ©@O®®



CPGE ECG Chapitre 27 — Codage matriciel Maths. approfondies

Remarque

Ainsi, si A et B représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes, il existe
une matrice inversible P telle que A = P 'BP.

Définition 27.6. Matrices semblables

On dit que deux matrices A et B de M,,(R) sont semblables §’il existe une matrice P €
GL,(R) vérifiant A = P~'BP.

Remarque
Il s’agit d’une relation d’équivalence :

o A est semblable avec elle-méme.
e Si A est semblable & B alors B est semblable & A :

A=P'BP = B=PAP ' =Q 'AQ avec Q = P L.
e Si A est semblable & B et B semblable a C alors A est semblable & C.

Il. Rang d’une matrice

Nous allons rendre plus rigoureuse la définition de rang d’une matrice vue dans le chapitre 17.

Définition 27.7.

Soit A € M, ,(R). On appelle rang de A, et on note rg(A), le rang de la famille composée
des n vecteurs définie par les colonnes de A, dans la base canonique de RP. Si on note F

cette famille :
rg(A) = rg(F) = dim(Vect(F))

Remarque
o Puisque J contient n vecteurs, on a rg(F) < n. Puisque Vect(F) est un sous-espace
vectoriel de RP, on a rg(F) < p. Ainsi rg(A) < min(n, p).
o Siwyg,...,v, sont des vecteurs de E, alors rg (v, ...,v;) = rg (Matg (vq, ..., v3))-

Commengons par un lien fort entre rang d’une application linéaire et rang de sa matrice dans
des bases :

Proposition 27.17.
Soit f € £L(E, F). Alors rg(f) = rg (Matg 5(f))

Ainsi, le rang d’une application linéaire de E dans F'est égal au rang de sa matrice dans n’importe
quelles bases de FE et F.

Démonstration

Comme B = (e, ..., e,), par définition, on arg(f) =rg(f(e1),..., f(e,)). Puisque (f(e1), ..., f(e,))
est une famille de vecteurs de F, la remarque précédente entraine que

rg (f(er), ... f(en)) = rg (Maty (f(e1), ..., f(en))) = rg (Maty 5(f))
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Exemple 27.17

On reprend 'application T'de I’exercice 27.5. On avait comme matrice dans la base canonique
B de My(R) :

Matgz(T) =

S O O N
O = = O
[ =)
N O OO

Les colonnes 2 et 3 sont identiques donc rg(T') = rg . Les trois colonnes de cette

N O OO

matrice forment une famille libre (matrice échelonnée sans colonne nulle) donc rg(7) = 3.

Exercice 27.18

Soit F la famille de vecteurs de R*
F=(01,2,-7,4),(-1,0,2,5),(0,-3,5,0), (—2,1,4,1))

Déterminer la matrice A de F dans la base canonique de R*. En notant f I’application
linéaire canoniquement associée a A, déterminer rg(f) et Ker(f).

Solution
1 -1 0 =2
. 4 . 0o -3 1
Dans la base canonique de R*, la matrice de & est A = 7 o9 5 4 | En effec-
4 5 0 1

tuant les opérations du pivot sur les colonnes :

2 2 =3 5
A =gl | 7 5 5 10
4 0
1 0 0 0
B 2 2 0 0
TRl -7 5 =5 5
4 9 27T =27
0
B 2 2 0 0
Bl -7 =5 =5 0
4 9 27 0
1 0 0
2 2
Ainsi rg(A) = rg 7 _s _05 . On observe que les trois colonnes de cette derniere
4 9 27

matrice forment une famille libre (car la matrice est échelonnée sans colonne nulle). Ainsi
rg(A) = 3.
Notons f I’endomorphisme canoniquement associé & A dans la base canonique de R*. Alors

V(z,y,2,t) €RY, f(z,y,2,t) = (x —y—2t, 20 — 32 +t,—Tx + 2y + 5z + 4t, 4 + 5z + t).
et d’apres le théoréme précédent, rg(f) =rg(A) = 3.
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Le théoréme du rang nous assure alors que dim(Ker(f)) =4 —rg(f) = 1.

On peut constater que si on ajoute la premiere, la troisieme et la quatriéme colonne
de A et qu’on enléve la deuxiéme, on obtient la colonne nulle. Cela signifie que, si on
note (eq,eq,e3,e4) la base canonique de R*, f(e;) — f(ey) + f(e3) + f(ey) = 0. Ainsi
fleg —eqg+e3+e4) =0 et done

(1,—1, 1, 1) = €1 — €y + €3 + €y € Ker(f)

Le sous espace vectoriel Ker(f) est de dimension 1 et on en connait un vecteur non nul. Il
est donc engendré par ce vecteur : Ker(f) = Vect((1,—1,1,1)).

Corollaire 27.18.

Soit A € M, (R). La matrice A est inversible si et seulement si rg(A) = n.

Démonstration
Notons ¢ € £ (R™) ’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A.

A est inversible si et seulement si ¢ est bijective. Or, elle est bijective si et seulement si elle
est surjective et donc si et seulement si rg(y) = dim (R™) = n. Comme rg(¢) = rg(A), on
en déduit le corollaire.

On termine par une propriété sur le rang de la transposée :

Proposition 27.19.
Soit A € M, ,,(R). Alors rg(*A) = rg(A).

Démonstration

Admis

On en déduit alors une propriété :

Corollaire 27.20.

Le rang d’une matrice A € M, ,(R) est aussi le rang de la famille des p vecteurs définie par
les vecteurs lignes de A (dans la base canonique de R™)

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’effectuer des opérations élémentaires sur les vec-
teurs d’une famille ne modifie par le rang de la famille. On en déduit, grace aux propositions
précédentes, la méthode de détermination du rang suivant :

Méthode

I
I

| 7 . 9 . 2 . 2 . 712 .

I e Pour déterminer le rang d’'une matrice, on réalise des opérations élémentaires sur les
: colonnes ou bien sur les lignes de A (selon ce qui semble le plus simple) pour la mettre
: sous forme échelonnée. Le rang d’une matrice échelonnée en colonne (respectivement
I en ligne) est alors égal au nombre de colonnes (respctivement de lignes) non nulles.

| , o o g

i e Pour déterminer le rang d’une famille de vecteurs, on calcule le rang de la matrice de
: cette famille dans une base quelconque.

| e Pour déterminer le rang d’une application linéaire, on calcule le rang de sa matrice
I

| dans des bases quelconques.
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I1l. Matrices carrées et endomorphismes

1. Matrice d'une puissance d'endomorphismes en dimension finie

En utilisant les propriétés précédentes, nous allons pouvoir déterminer un lien entre les poly-
noémes d’endomorphismes en dimension finie, et les polynémes de matrices.

Proposition 27.21.

Si f € £(E) et k €N, alors Matg (f*) = (MatB(f))k

Démonstration

On le démontre par récurrence.

On a Maty (f°) = Maty (idg) = I, = (Matg(f))°.

Soit k € N. Supposons que Mat g (f*) = (Matg(f))*. On a alors

Mat (f5+1) = Maty (f o f*) = Maty(f)Maty (f*) = Mat(f) (Mat(f)" = (Matg(f)" .
HR.

La formule est donc vraie au rang k + 1. D’ou la proposition par récurrence.

Corollaire 27.22.

Soit f un endomorphisme de F et A = Matz(f). On a A2 = A si et seulement si f est un
projecteur de FE.

Remarque

Ces deux résultats restent vrais si on ne prend pas la méme base de départ et d’arrivée.

2. Matrice de la réciproque d'un automorphisme en dimension finie

Reformulons un résultat précédent sur la matrice d’'une application linéaire réciproque :

Proposition 27.23.
Soit f € £L(F). On a f € GL(E) si et seulement si Mat(f) € GL,(R). Dans ce cas,

Mat; (f1) = (Mats(f)) "

Lors du premier semestre, nous avons vu différents criteres d’inversibilité de matrices, que 'on
peut désormais démontrer.

Théoréme 27.24. Critere du noyau
Soit A € M, (R). A est inversible si et seulement si
VX eM, (R), AX=0=X=0

Démonstration
Si A est inversible et si X € 9, 1 (R) est tel que AX = 0, alors

0=A10=A1(AX)=1,X =X

Réciproquement supposons que, pour tout X € 9M,, ;(R) vérifiant AX =0, on a X = 0.
Considérons f I’endomorphisme canoniquement associé a A (notons B la base canonique de
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R™). Si x € Ker(f), alors f(z) = 0 donc AxMatgz(x) = 0 et donc Matg(z) = 0. Ainsi, x = 0
et Ker(f) = {0} donc f est injective et donc bijective puisqu’il s’agit d’'un endomorphisme
en dimension finie. Nous en déduisons que A = Matg(f) est inversible.

Théoréme 27.25. Critere de ’image
Soit A € M, (R). La matrice A est inversible si et seulement si

VY €M, (R), IXeM, (R), Y=AX

Démonstration

Si A est inversible et Y € M, 1 (R), alors X = A~'Y vérifie Y = AX.

Réciproquement supposons que, pour tout Y € 9, ;(R), il existe X € I, (R) tel que
Y = AX.

Considérons f ’endomorphisme canoniquement associé a A (notons B la base canonique
de R™ ). Si y € R", alors il existe X € M, ;(R) tel que Matz(y) = AX (par hypothese).
Ainsi y = f(x) ot z € R™ est tel que X = Matg(x). On en déduit que Im (f) = R™ : fest
surjective et donc bijective puisqu’il s’agit d’un endomorphisme en dimension finie. Nous
en déduisons que A = Matz(f) est inversible.

Théoréme 27.26.

Soit A € M, (R).
o Siil existe B € M, (R) tel que AB =1, (on dit que A est inversible & droite), alors A

est inversible et A~ B
t

1 pr—
o Siil existe B € M, (R)
A est inversible et A7 =

que BA =1, (on dit que A est inversible & gauche), alors

Démonstration

 Supposons qu’il existe B € M, (R) tel que AB = I,,. Donnons-nous Y € M, ;(R),
alors le vecteur X = BY vérifie AX = ABY =1,Y =Y. Le critere de I'image entraine
que A est inversible et on a A™! = A7, = A~'AB=B

« Supposons qu'il existe B € M, (R) tel que BA = I,,. Donnons-nous X € M, ;(R) tel
que AX =0.Ona0=B(AX) = (B ) =1,X = X. Le critére du noyau entraine
que A est inversible et ona A™' =1, A7 = BAA™' =B

Proposition 27.27.

Soit n € N*. Un systéme (S) de n équations a n inconnues est de Cramer si et seulement si
sa matrice associé A est inversible.

Démonstration

Supposons que (5) soit équivalent & AX = B, avec B € M,, ;(R).

Si A est inversible, alors A(A™'B) = (AA™') B = B et donc X = A™!'B est solution du
systéme. Si Y est une autre solution de (S), alors AY = B = AX et donc A(X —Y) =0.
En multipliant & gauche par A~!, on obtient X —Y = 0. Ainsi il y a une unique solution
au systeme : il est bien de Cramer.

Pour la réciproque, montrons la contraposée. Supposons que A n’est pas inversible. Le
critére du noyau n’est donc pas vérifié : il existe X, € M,, 1(R) tel que X, # 0 et AXy = 0.
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e Si (S) n’admet pas de solution alors, (S) n’est pas de Cramer par définition.

o Si (5) admet une solution, alors il existe X; € M, 1(R) tel que AX, = B. Pour tout
AeN,ona A(X,+MX,) = AX, + AAX, =B+ 0= B donc X, + AX, est solution
du systéeme. Comme X, # 0, on en déduit que (S) admet une infinité de solutions et
n’est pas de Cramer.

Par contraposée, si (S) est de Cramer, alors A est inversible.

3. Retour sur les polynémes d'endomorphismes et de matrices

On termine par un théoreme fondamental, qui sera utile ’année prochaine :

Théoréme 27.28.

e Tout endomorphisme sur un R-espace vectoriel de dimension finie admet au moins un
polynéme non nul annulateur.
e Toute matrice carrée admet au moins un polynéme non nul annulateur.

Démonstration

e Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f € £(F). Soit n = dim(FE). L’es-
pace vectoriel £(E) est de dimension n?, et la famille (id P30 0 S f”2 comporte
n? 4+ 1 éléments donc elle est liée : il existe donc des scalaires aq, ... , a,,> non tous nuls
tels que

aoldg + arf + -+ ap2f™ =0

Par conséquent le polynéme P = ay + a; X + -+ + angX”Q annule f et n’est pas le
polynéme nul.
o Soit A € M, (R). L’espace vectoriel M, (R) est de dimension n?, et la famille (In, A A2 ,A”Z)
comporte n? + 1 éléments donc elle est liée : il existe donc des scalaires ay, ... , a,2 non
tous nuls tels que
aoldy + ag A+ - + a,2 A" =0

Par conséquent le polynéme P = ag + a; X + - + anaX"2 annule A et n’est pas le
polynéme nul.

Remarque

e On peut méme montrer que, si f € £(FE), alors il existe un polynéme annulateur de
[ degré au plus n = dim(E).

e Tout comme pour les matrices, 'existence d’un polynéme P annulateur de f tel que
P(0) # 0 entraine que f est un automorphisme et fournit une méthode permettant de
calculer f~! en fonction de puissances de f.
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Exercices

Exercices

Matrices de famille, d'applications linéaires

000 Exercice 1 Applications et bases canoniques (10 min.)
Pour chacune des applications linéaires suivantes, donner sa matrice relativement aux bases

canoniques.

1. f: R* — R? 2. g: R — M3, (R)
(x,y,2,t) +— (20 —3y+t,9z—4z2) x+3z—1+6u
(x,y,2,t,u) = x+5y+1

—3r+y+2z—4u

3. h:| R2 — RS 4. wi| My(R) — My(R)
(fﬂ,y) — (y—$,$,$—y,y,0,$+y> M +— tM
P +— (P(0),P’(0),P"(0)) P +— P—-X3P

000 Exercice 2 Endomorphisme de M15(R) (5 min.)
Soit A € M,(R) une matrice fixée. Donner la matrice de lapplication f : My(R) — My(R)
définie par f(M) = AM + M A dans la base canonique de 9t,(R).

000 Exercice 3 Une base pas canonique (10 min.)
1. Montrer que B = (1, X — 1,(X — 1)?) est une base de R,[X]
2. Montrer que f: | Ry[X] — R[X] est un endomorphisme.
P 2X+1)P—(X2—2X+1)P
3. Déterminer la matrice de f dans la base 3.

@00 Exercice 4 Encore des applications sur les polyndmes (15 min.)
1. Soit f Papplication définie sur R, [X] par f(P) = (X?+1) P + XP.
Montrer que f € £ (R,[X],R,;[X]) et donner sa matrice relativement aux bases cano-
niques de R, [X] et R, ; [X].
2. Soit 1) 'application définie de R,[X] dans R3 par
W(P) = (P(0), P'(0), P(1)) € R.
a) Montrer que 1 est un isomorphisme de R,[X] dans R3.
b) Déterminer la matrice de ¢ dans les bases canoniques de R,[X] et R3.
c¢) En déduire ¢1.

@00 Exercice 5 Dans R® (10 min.)
Déterminer la matrice de ’endomorphisme u de R? défini par

wa,y,2) =@ —y+zo+y—2z,2—1—1y)

dans la base canonique de R3. En déduire une expression de u3.
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Soit A =

Inversion sans inverse

O =N =

0
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(10 min.)

€ M5(R).

N e N

1

Maths. approfondies

1. Montrer que A est la matrice de "'endomorphisme f de R, [X] définie par f : P+ P(X+1)
dans la base canonique de R, [X].

2. Montrer que f est un automorphisme de R,[X].

3. En déduire que A est inversible et expliciter A~
On pourra introduire h : P +— P(X —1).

Rang
@000 Exercice 7 Rang et application linéaire (10 min.)
Soit F un espace de dimension 4 muni d’une base B = (e, ey, €3,¢4). On définit f € £L(E) par
fler) =3es +es, flea) =e; tey, fles) =ex—er+ey et fley) =2e; +3ey +e3 + 2ey.
1. Donner la matrice de f dans la base B.
2. Quel est le rang de f7 Donner une base de Im (f) et de Ker(f).
000 Exercice 8 Des matrices et des rangs (15 min.)
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 2 3 111
1. A= 2 3 4 2. B=|1 2 4
3 45 1 39
1 2 3 2 _12 _23 (1) _25
3.C=12 3 4 2 4. D=
3 4 5 2 49 6T
1 -1 =5 5
000 Exercice 9 Un rang a parametre (10 min.)
Déterminer, suivant la valeur de a, le rang de la matrice
1 a a a
a a® a® 1
a®> a® 1 a
a> 1 a a?®
000 Exercice 10 Une grande matrice (15 min.)
Donner le rang de la matrice n x n suivante
1 n+1 2n+1 (n—1)n+1
2 n+2 2n+2 (n—1)n+2
n  2n 3n n?
000 Exercice 11 La totale (15 min.)

Soit f la fonction définie sur Rg[X] par f: P+— P(X 4+ 1) — P(X)
1. Montrer que f € £ (R3[X]) et déterminer sa matrice dans la base canonique de R3[X].
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2. Déterminer son rang. Donner une base de Im (f) et de Ker(f).
3. Calculer f(5X3 + 3X +4) a I'aide d’opérations matricielles.

000 Exercice 12 Des valeurs propres (15 min.)
Calculer le rang de M — A3 en fonction de A € R lorsque

010 -5 —8 4
M=12120 et M= 2 3 =2
6 3 2 -3 =5 2

Application, changement de bases

000 Exercice 13 Un changement de base (15 min.)
Soit f: M3 1 (R) — M3 1 (R) définie par

T 1 3x+y—=z
f=luy |—>§ —r 4oy — 3z
z 4y — 2z

1. Montrer que f est un endomorphisme de 913 ;(R) et préciser sa matrice A dans la base
canonique € de M3 1 (R).

0 1 1
2. Soient e; = ( 1 ), €y = ( 0 ) et eg = ( 1 ) Montrer que B = (e, €5, e5) est une base
1 1 0

de m&l(R).
3. Déterminer la matrice B de 'application linéaire f dans la base B.

000 Exercice 14 Sur les fonctions (20 min.)

Soit E le sous-espace vectoriel de €*° (R, R) engendré par les fonctions
firxr—e™, foizr— (x4 1)e™™, et faixr— (22 —1)e 7.

1. Montrer que B = (f;, fa, f3) est une base de E.
2. Soit d : f + f’. Montrer que d est un endomorphisme de F et donner sa matrice A dans

la base 3.

3. Calculer A™ pour tout n € N.
On pourra écrire A = —I3 + N avec N une matrice dont les puissances sont faciles a
calculer.

4. En déduire Pexpression de ™ lorsque f : x — (ax? + bx + ¢) e avec (a,b,c) € R3.

Pour aller plus loin

@00 F[xercice 15 Sur les matrices magiques (20 min.)
Soit n > 3. Une matrice M € M, (R) est dite magique si, pour tout j € [1, n], on a

n n n n
E mij = E mji = § m;; = § My n+1—i-
i=1 i=1 i=1 i=1

On note MG (n) I'ensemble des matrices magiques d’ordre n.

1. Donner un exemple de matrice magique pour n = 3.
2. Montrer que M G(n) est un espace vectoriel.
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3. Soit ¢ l'application de MG(n) dans M,, 5, ;(R) x R"2 définie par

ml,n
M,
® Mp_92n = (Mla M1y Mp—1,1Mp—1,3,Mp—14, - 7mn—l,n—2) .
mn—l,l mn—l,n—l mn—l,n
mml mn7n,1 mnm

Montrer que ¢ est un isomorphisme.
4. En déduire la dimension de MG(n).

@00 Exercice 16 Une matrice combinante (15 min.)
Soit A la matrice de 9M,,,,(R) définie, pour tout (i,7) € [1, n+ 1] par

:{ () sii<;

©J 0 sinon

1. Interpréter A comme la matrice d’'un endomorphisme de R,,[X].
On pourra développer (X + 1),
2. En déduire que A est inversible, et déterminer son inverse.

000 Exercice 17 Matrice a diagonale dominante (15 min.)
Soit A € M,,(R). On dit que A est a diagonale dominante si pour tout i € [1, n] :

n
la; i| > Z g j-
=1

J#i
Montrer que si A est a diagonale dominante, alors A est inversible.

On pourra s’intéresser au noyau de 'endomorphisme canoniquement associ€ a A.

Sujets de concours

000 Exercice 1 Etude d'un endomorphisme de polyndomes (30 min.)
Soient f et g deux applications définies par :

[ Ro[X] — RIX] et 9=‘R2[X]

— R
P 2(p(3) () P

1

1. a) Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].
b) Déterminer sa matrice dans la base canonique de R,[X]. On la notera A.
c) f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?
2. a) Montrer que g est une forme linéaire sur R,[X].
b) g est-elle surjective ?
c¢) Déterminer une base de Ker(g). L’application g est-elle injective ?
d) En déduire, de deux fagons différentes, la dimension de Ker(g).

1 1 1 1 0 0
3.O0npose B=|0 -2 —6 |etD=|0 1/2 0
0 0 6 0 0 1/4
a) Vérifier que AB = BD
b) Montrer que B est inversible et expliciter B!
c¢) En déduire A™ pour tout n € N.
4. Pourn e Net P =a+bX + cX? avec (a,b,c) € R3, déterminer f(P) en fonction de a,b

et c.
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5. En déduire que

1
VP ER,X], lim g(f*(P)) :/ P(t) dt
n—-+o0o 0

@00 Exercice 2 Endomorphisme, matrice et diagonalisation (30 min.)
Soit € = (eq, €9, €3, €4) la base canonique de R*. On note B = (uy, us, us, uy) ol

Uy = (17 17 17 1)3 Uy = (1? 1’717 71)7 Uz = (17717 1771) et uy = (17717 *]-a 1)

1. Montrer que B est une base de R*
2. Soit f I’endomorphisme f de R* tel que f(e;) = u; pour tout k € [1, 4].
a) Justifier que f € GL (R*) et donner sa matrice dans la base C.
b) Expliciter f2.
c¢) Déterminer la matrice de f~! dans la base €.
3. Soient (z,,) v (Un), > (2n), o €8 (8n),  des suites définies par (zq, Yo, 20, o) € R* et

4xn+1 =Tp+tYnt+2,+1,
AYpi1 =Ty + Y — 2, — 1y
4zn+1 =Tp—Ynt2,— 1,
A, 1 =Ty —Ynp — 2, + 1,

VneN,

a) Pour tout n € N, on note X, =*( , v, 2, t,) .Déterminer A tel que X, ; =
AX,,.
b) En déduire que les quatre suites tendent vers 0 quand n tend vers +oo.
4. On pose E = Ker (f — 2idgs) et F = Ker (f + 2idga).

a) Montrer que R* = E® F.
b) En déduire qu’il existe une base & telle que la matrice de f dans & est

200 0
020 0
002 0
000 —2
29 ©@®®
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1
Il faudrait tout d’abord démontrer que les applications sont linéaires. On le laisse en exercice
au lecteur. On prend les bases canoniques des différents espaces. On notera, pour chacune des
applications suivantes, B la base de I'espace de départ, et € la base de I'espace d’arrivée.
L. f(l,0,0,0) = (Qa 9)7 f(O, 1707()) = (_37())’ f(ov 07 17 O) = (07 _4) et f(0,0,0, 1) = (L 0)
Finalement

Mate 5(f) = (3 03 _04 é) .

2. Par le méme raisonnement :

1 03 —-1 6
Mat@jg(g) = 1 5 0 1 O
-3 1 2 0 —4
3. De méme :
-1 1
1 0
1 -1
Mat@’g(h) = O 1
0 0
1 1

4. On prend la base canonique B = € = (E, 1, Ey 9, E5 1, E55). On a
U(E1,1) =E 1, U(E1,2> = By 1, U(E2,1) =FE,5 et U(E2,2> = By 5.

Finalement

Mate 5(u) =

o O O
O = O O
O O = O
= o o O

5. Dans la base canonique B = (1, X, X2, X3) :
©(1) = (1,0,0), ©(X)=1(0,1,0), ©(X?)=(0,0,2) et ¢(X3)=/(0,0,0).

1 0 00
Mat€73(g0): 01 0 O0 .

00 20

6. 1 est bien linéaire (par linéarité de la dérivée). Si P € Ry[X], X3P’ € R,[X] et donc ¢(P) €
R4[X]. Prenons les bases B = (1, X, X?) et € = (1, X, X2, X3). Remarquons que

P(1) =1, PX)=X—-X> et P(X?)=X>—-X32X)=X>—-2X"

Ainsi

Ainsi,

Mate 5(¢) =

o O OO
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Exercice 2
On prend B = (E, 1, E) 5, E5 4, Ey5) la base canonique de 9, (R), et on note A = ( CCL Z )
Alors
a b\ (1 0 L 0Y(a b 2a b
f(E11>—<C d)(() 0>+<0 O)(C d):<c 0)
a b 0 1 01 a b c a+d
f(EL?)—(c d)(o 0)*(0 0)(c d)_(O c )
a b 00 00 a b b 0
f(EM):(c d)(l 0>+<1 0)(0 d):(a+d b)
a b 00 00 a b 0 b
f(EZl):(c d)(O 1>+<0 1)(0 d):(c 2d>
Finalement,
2a ¢ b 0
b a+d 0 b
Matza,za(f)( c 0 a+d e
0 c b 2d
Exercice 3

1. La famille B est échelonnée en degré, donc libre. Par ailleurs, son cardinal est 3, égal a la
dimension de R,[X]. On peut conclure qu’il s’agit d’une base de R, [X].
2. Montrons tout d’abord la linéarité. Soient (P, Q) € Ry[X]* et A € R. Alors
FOP+Q) =2(X + (AP + Q) — (X2 —2X + 1) (AP + Q)’
=X(X+1DP+2(X +1)Q — (X2 —2X + 1)(AP’ + Q') par linéarité de la dérivée
=A2(X+1)P—(X?-2X+1)P )+ 2(X +1)Q — (X? —2X +1)Q") = Af(P) + f(Q).
Ainsi, f est lindaire. Par ailleurs, si P € R,[X], on écrit P(X) = aX? + bX + c et alors
f(P) =2(X+1)(aX?+bX+c)—(X?*—2X+1)(2aX+b) = (b+6a) X*+(2c+4b—2a) X +2c—b € R, [X].

Ainsi, f est un endomorphisme.
On aurait pu raisonner sur les degrés, en constatant que si P € Ry[X], deg(f(P)) < 3 et n’est
pas égal a 3 car les coefficients dominants se simplifient.
3. Rapidement, dans B = (1, X —1,(X —1)%) :
f(H)=2(X+1)=2X+2=2(X—1)+4,
JX—=1)=2(X+1)(X—-1)—(X?—2X+1)=X?+2X -3 =(X—1)?+4(X—-1)
X =12 =2(X+1)(X —1)2— (X2 —-2X +1)2(X —1) =4X2 —8X +4 = 4(X —1)?

4 0 0
Mat373(f) = 2 4 0
01 4

Finalement,
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Exercice 4

1. La linéarité est classique. Par ailleurs, si P est de degré au plus n, alors (X2 + 1)P’ est de
degré au plus n + 1 et X P également. Par somme, f(P) € R, [X].

Notons B = (1, X, ..., X") la base canonique de R, [X] et € = (1, X, ..., X"™1) celle de R, ; [X].
Alors

f) =X
Vpell,n], F(XP) = (X2+ D)(pXP) + XXP = (p+ 1)XPH 4 pxXPL,
La matrice de f dans B et € est donc

010 0 0

1 0 2 0 0

0 20 0 0

0 0 3 0 0
Mate 5(f) = | . . .

0 00 0 n

0 0 0 0

00 0 ..0 n+1

2.

a) 1 est une application linéaire (méthode usuelle) de R,[X] dans R3. Puisque dim(R,[X]) =
dim(R?), il suffit de montrer l'injectivité pour en déduire la bijectivité.

Soit P € Ker(¢)). Alors P € Ry[X] vérifie ¢»(P) = (0,0,0), c’est-a-dire P(0) = P’(0) = P(1) = 0.
Ainsi, par propriété sur les polynémes, X?(X — 1) divise P (car 0 est racine au moins double, et
1 est racine). Or P est de degré au plus 2 : cela impose que P = 0 et finalement Ker(¢)) = {0}.
Bilan : v est bien un isomorphisme de R,[X] dans R3.

b) Notons B = (1, X, X?) et € = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) les bases canoniques respectives de
R,[X] et R3. Rapidement

f(1)=(1,0,1), f(X)=(0,1,1) et f(X?) =(0,0,1).

1 00
Mate’zg(w) = 01 0 .
1 1 1

Ainsi

c) ¢! existe (question a) et sa matrice dans les bases canoniques est données par la matrice
inverse de Mate 5. Par pivot :

1 0 0(1 0O 1001 0 O
010/01 0O~} 01O0]0 1 O
11 1(0 01 00 1|]-1 -1 1

Finalement

On décode :
FL,0,0) = 1— X2, f((0,1,0) =X —X* et £((0,0,1)) = X>.
et finalement

V(z,y,2) €ER3 f((z,9,2) =2(1 - X?)+y(X —X?)+2X2=(z—y—2)X?> +yX + 2|
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Exercice 5

Tout d’abord, u est bien un endomorphisme (linéarité classique). Notons B la base canonique
de R3. On a

u((1,0,0)) = (1,1,—1), u((0,1,0)) = (—=1,1,—1) et u((0,0,1)) = (1,—2,1).

Ainsi, la matrice dans la base canonique de R? est

1 -1 1
-1 -1 1

Par propriété, la matrice de u® dans la base canonique est donnée par

. -8 —6 9
MatB7B(U3) = (Ma.tzgyg(u)) = 9 1 -3
—6 0 1

On décode :

V(z,y,2) € R, wd(w,y,2) = (—8x — 6y + 92,97 + y — 32, —6x + 2).

Exercice 6

1. Tout d’abord, notons f I’endomorphisme de R,[X] dont la matrice dans la base canonique
est A. Cela a un sens car dim(R,[X]) =5 et A € M5(R). Notons g 'endomorphisme de 95 (R)
définie par g : P — P(X + 1). Remarquons, d’apres la matrice A que

=1, f(X)=1+X, fX*)=1+2X+X>=(X+1)%
FIX3) =143X +3X2+ X3 = (X +1)3 et f(X?)=1+4X +6X2+4X3 + X* = (X + 1)%.

On constate que f et g coincident sur une base de R,[X], donc par unicité sont égales : f = g.
2. On constate que la matrice A est inversible, puisque triangulaire supérieure avec des coef-
ficients tous non nuls sur la diagonale. Ainsi, f est bijective et est donc un automorphisme de
R, [X].

3. Pour trouver l'inverse, on pourrait faire la méthode du pivot. Mais, puisque f est bijective,
on va plutot chercher sa bijection reciproque, ce qui nous permettra de déterminer la matrice
de f~! qui sera A7!.

Vue la définition de f, on peut tenter de noter h : P+ P(X — 1). h est un endomorphisme de
R, [X] et pour tout polynéme P de R,[X]

Jeh(P(X)) = f(P(X —1)) = P(X) et he f(P(X)) = h(P(X +1)) = P(X).

Ainsi, ho f = foh =idg,x] : par définition, h est la bijection réciproque de ftih=f"1
Par théoréme, A~! est la matrice de f~! dans la base canonique. Ainsi, apres calcul :

h(1)=1, h(X)=X-1
MXY) =(X-1?=X?—-22+1, h(X?)=(X-173=X3-3X2+3X—1
R(XY) = (X —1)* = X* —4X3 +6X%2 —4X +1.
Finalement
1 -1 1 -1 1
0 1 -2 3 —4
At=l0 0o 1 -3 6
0 0 0 1 —4
0 0 0 1
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Exercice 7
1. Par définition :
01 —1 2
3 0 1 3
01 1 2
2. Par opération sur des colonnes
0100 10 0 O
3 01 3 03 0 0
A =gl g0 1 |T®] 0 1 -1 0
0120 10 6 0

La matrice étant échelonnée, on peut lire son rang, qui vaut 3. Ainsi, rg(f) = 3. De plus, les
opérations sur les colonnes nous donne que

fler) = fleq) —2f(ez)
Puisque Im (f) = Vect(f(ey), f(esa), f(es), f(esq)), la relation précédente nous donne Im (f) =
Vect(f(e1), f(e2), f(e3))-

Puisque rg(f) = 3, on est sur que cette famille est une base de I'image.

Enfin, f(e;) = f(eq) —2f(ey) < f(e; —es+2ey) = 0: ainsi, e; —ey+2ey € Ker(f). D’apres le
théoreme du rang, dim(Ker(f)) = dim(F) — rg(f) = 1, et puisque e; — e, + 2e4 # 0, ce vecteur
est une base de Ker(f).

Bilan : rg(f) = 3 et on a les bases :

(f(e1), flea), fes)) = (3eateq, e1+eq, ea—e1+ey) base de Im (f) et (ey+2e,—ey) base de Ker(f).

Exercice 8
On applique la méthode du pivot sur les colonnes pour échelonner la matrice, ce qui permet d’en

déduire le résultat.
1 0 0 1 0 O
A~1 2 -1 2| ~| 2 =1 0 ].
3 -2 —4 3 -2 0

1 00 1 00
B~]113]|~]1110|.
1 2 8 1 2 4

Ainsi, B est de rang 3 : la matrice B est donc inversible.
1 0 00
~12 -1 0 0].
3 =2 00

10 0 O
C~| 2 -1 -2 =2
3 -2 —4 4

C est de rang 2. Enfin :

Ainsi, A est de rang 2.

1 0 0 0 1 0 00

D 2 1 2 -1 —2 1 0 0
14 1 2 1|7l 4 1 00
1 -3 —6 3 1 =300

D est de rang 2.
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Exercice 9

Nous allons effectuer des opérations (légales!) sur les colonnes afin de déterminer le rang de la
matrice, que ’on note A.

1 0 0 0

a 0 0 1—a*
A~ a? 0 1—a* a—a°

a? 1—a* a—a® a?—db

La famille obtenue est échelonnée, si et seulement si 1 — a* # 0, c’est-a-dire a ¢ {—1,1}. Dans
ce cas, son rang vaut 4.

e Sia =1, la matrice devient

1 0 00
10 0 0
A~ 1000
10 0 0
qui est de rang 1 (une seule colonne non nulle).
e Sia = —1, la matrice devient :
1 000
-1 0 0 0
A~11 00 0
-1 0 00
qui est également de rang 1.
Finalement
rg(A)=4sia¢ {—1,1}, rg(A) =1 sinon.
Exercice 10

Nous allons a nouveau effectuer des opérations sur les colonnes. Notons A,, la matrice, et com-
mencons par soustraire la premiere a toutes les autres, en supposant pour commencer que n > 2 :

1 n 2n - (n—1)n

2 n 2n - (n—1)n
A~ . : : :

n n 2n - nn—1)

En utilisant la deuxiéme colonne et en la soustrayant 2, 3, ..., (n — 1) fois dans les suivantes :

1 n 0 -« 0
2 n 0 - 0
A~ : : : :
n n 0 - 0

Ainsi, les deux premiéres colonnes n’étant pas colinéaires, nous en déduisons que A,, est de rang
2.

Sin =1, la matrice A; = ( 1 ) est de rang 1.
Finalement
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Exercice 11
1. Si P € R3[X], P(X +1) € R3[X] donc f(P) € R3[X]. Par ailleurs, f est linéaire : si (P,Q) €
(Rg [X])? et A € R, alors

FOP+Q) = (AP +Q)(X +1) — (AP + Q)(X)
=AP(X+1)+Q(X+1)—AP(X)—Q(X)
=AP(X +1) - P(X)) +(QX +1) —Q(X)) = Af(P) + f(Q).
Prenons la base canonique B = (1, X, X2, X?) de R;[X]. Rapidement :
f)y=0, fX)=X+1-X=1
FX) = (X+1)2—X2=2X+1 et f(X?) =(X+1)?—X3=3X%+3X+1.

Ainsi

Matg 5(f) =

o O O

11
0 2
0 0

O W w

0 00

2. Remarquons que la matrice Matg 5(f) est échelonnée, de rang 3. Ainsi, rg(f) = 3. D’apres
le calcul précédent, et en effectuant des combinaisons linéaires :

Im (f) = Vect(0,1,2X +1,3X2 + 3X + 1) = Vect(1, X, X2) = R, [X].

Le théoréeme du rang (puisqu’on est en dimension finie) garantit que dim(Ker(f)) = dim(R5[X])—
rg(f) =1. Or 1 € Ker(f), donc Vect(1) C Ker(f). Par égalité des dimensions

Ker(f) = Vect(1) = R X].

3. Dans la base canonique :

4
3 3
Matgz(5X° +3X +4) = 0
5
Par produit matriciel
01 11 4
3 3 0 0 2 3 3
0 0 0O 5
soit, par calcul matriciel
8
3 15
Matgz(f(5X° +3X +4)) = 15

et en décodant
fBX3+3X +4)=15X?+ 15X + 8.
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Exercice 12
—-A 1 0

Notons Ay = M — A3 = ( 2 1—-A 0 ) On effectue des opérations sur les colonnes
6 3 2—A

afin de déterminer le rang.

1 A 0
Ay~ 1=Xx 2 0
3 6 2—2A
1 0 0 1 0 0
~ 1=X 2+X1-=X) 0 =] 1-X 2+X=X 0
3 6+ 3\ 2— A 3 6+3\ 2—2A
Si2+A—A2 = 0et 2—\ # 0, la matrice est échelonnée, et son rang vaut 3. Ainsi, si A ¢ {—1, 2},

la matrice est de rang 3.
1 0 0
A2 ~ _]. 0 O
3 12 0

Les deux premiéres colonne ne sont pas colinéaires : la matrice est de rang 2.

e Si A =—1, la matrice devient
1 00
A,=12 00
3 3 3

et & nouveau la matrice est de rang 2.

e Si A =2, la matrice devient :

Finalement,

rg(Ay) =3si A ¢ {—1,2}, rg(A,) =2 sinon.

Notons B, dans le deuxieme cas :

—5—-A -8 4
By = 2 3-x -2 |.
—3 =5 2-)

Par opérations sur les colonnes :

4 -8 —5—2A
By~| —2 3-Xx 2

2-A -5 -3
4 0 0 4 0 0

~| -2 —a-1 8—2(5+\) = -2 —a-1 —2-2x
2—A —2A—1 —124 (5+A)(2—A) 2—A —2A—1 —2—3)— A2

4 0 0

~1 -2 —x-1 0 )
2—A =22 —1 (=2—-3X2—=2%)—2(=2)2—1)
4 0 0

= -2 —-x-1 0 )
2—X —A—1 —A2+4)

Ainsi, si —A—1# 0 et =A%+ X # 0, c’est-a-dire si A ¢ {—1,0, 1}, la matrice est échelonnée sans
colonnes nulles : elle est de rang 3.
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4 0 0
BO ~ *2 *1 0
2 -1 0

qui est de rang 2 (échelonnée, avec une colonne nulle).

e Si A=1, alors
4 0 0
Bl - —2 —2 0
1 -2 0

e SiA=0, alors

qui est également de rang 2.
e Enfin, si A = —1

qui est aussi de rang 2.
Finalement,

rg(By) =3si A ¢ {—1,0,16}, rg(A,) =2 sinon.

Exercice 13
1. Méthode classique. On obtient comme matrice dans la base canonique

L3 1 -1
A=Mate(f)=5| -1 5 -3
0 4 —2

2. (eq,e9,¢e3) est de cardinal 3, celui de M3 ; (R). II suffit donc de montrer qu’elle est libre. On
prend (a, b, ¢) trois réels tels que ae; +bey 4 ce3 = 0. Apres résolution, on obtient a = b = ¢ = 0,
et donc la famille est libre.

Bilan : B est une base.

3. Deux méthodes possibles :

0 1 1
o Méthode 1 : formule de changement de base. On écrit Po 5 = ( 1 01 ) . Son inverse vaut
110

-1 1 1
Pl = % ( 1 -1 1 ) . Par la formule de changement de base :
1 1 -1

MatB(f) = Matzg?@ X Mat@(f) X Ma.t@’zg = P_IAP

1 -2 1
Matg(f):(O 1 1)

et donc

0 0 1

o Méthode 2 : on écrit f(ey), f(ey) et f(es) en fonction de ey, e5 et e3 en résolvant des systémes.
On obtient

0 1 2
f<€1>:(1):€17 f(€2):<_2):—262+62 et f(€3):(2)=€1+62+6’3
1 —1 2

et donc
1 -2 1
Matgz(f) =10 1 1
0 0 1
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Exercice 14
1. Par définition, B engendre F puisque E = Vect(f1, fo, f3). Montrons la liberté : soient (a, b, ¢)
trois réels tels que af; +bfy + cf3 = 0. Ainsi

VzeR, ae™®+blx+1)e®+c(z?—1)e ® =0.

En prenant £ = —1, on obtient ae! = 0, soit @ = 0. En prenant alors z = 1, on obtient 2be™! = 0,
soit b = 0 et finalement ¢ = 0 (par exemple en prenant = 0). Au final, la famille (f;, fs, f3)
est libre et B forme une base de E.
2. d est une application linéaire (par linéarité de la dérivée). Montrons que d est un endomor-
phisme ; pour cela, on calcule 'image par d de la base B :
d(f1> =T —e T = _fl (S )
d(f2> :x|—>e_w_($+1>e_1::f1—f2 GE
f(fs) =2+ 2re™™ — (22 —1)e®

=z+—=2x+1—1)e"— fy(x)=z+—=2(x+1)e =2 — fo(x) =2f, —2f, — fs € E.
Puisque d(f,),d(f5) et d(f3) sont des éléments de E, par linéarité (et puisque E est un sous-

espace vectoriel), pour tout f € E, d(f) € E : d est bien un endomorphisme de E. Sa matrice
dans la base B, d’apres le calcul précédent, est

-1 1 -2
0 0 -1

3. Remarquons que

01 -2
A:—I3+(0 0 2 )
0 0 O
01 =2 0 0 2
Notons N = (0 0 2 ).On constate que N2 = (0 0 0) et que N3 = 0. Ainsi, pour
00 O 0 00

tout k > 3, N¥ = 0. I3 et N commutant, la formule du binéme de Newton donne, pour tout

n>2:
n
T nkak
()

M=

A" = (—I; + N)» =

k=0
= Z) <—I3)nNO + (717’) (—Ig)n_lNl + (Z) (_13>n—2N2 + ; (Z) (_Ig)n—ka
=0
= (=D)"+n(=1)"IN + @(—w—mz
(_1)71 n(_l)n—l _Qn(_1>n—1 + 2”('”2_1) (_1)71
= 0o (-1 an(—1)" T
0 0 (—1)"

Finalement, ce résultat étant également valable pour n = 0 et n = 1, on en déduit que

( (=" n(=1)""" n(n+1)(=1)" )

VneN, A"=| 0 (—1)"  2n(—1)"!

0 0 (—1)"
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4. A™ désigne I'image dans la base B de d". Ainsi,

d*(f1) = (=D"f
d™(fo) = (=1)"fa +n(=1)""1f
d™(fs) = (=1)" f3 +2n(=1)""" fo +n(n +1)(=1)" f;.

Soit f: x > (ax? + bz + c)e”*. Remarquons que

a’+br+c=a(z?—1)+bz+1)+a—b+c

Finalement, d’apres ce qui précede :

an(f) =

ad™(fs) +bd"™(fy) + (a — b+ c)d™(f1)
a((=1)"f3 +2n(=1)" " fo + n(n + 1)(=1)"f1) + b((=1)"fo + n(=1)"""f1) + (a = b+ c) (=) f1
(an(n +1)(=1)" +bn(=1)""" 4+ (a = b+ c)(=1)") f1 + 2an(=1)""" + b(=1)") fo + a(=1)" f5.

Ainsi, puisque d” : f — £, on en déduit finalement

Ve eRVneN, fO(z)=((an(n+1)—bn+(a—b+c))+ (b—2an)(z+1)+a(2z?—1)) (1)

Corrigés des exercices approfondis

Exercice

15

1. Un exemple de matrice magique de taille 3 :

1 1 1 3 81
1 11 ou 2 4 6
1 11 7 0 5

2. Soient M et N deux matrices de MG(n), et A € R. Alors la matrice

P =AM+ N = (M, ; +n; ) 1<i<n

1<j<n

vérifie, pour tout j € [1, n]

Zpi,j = Z()‘mi,j +n; ;)
i=1

n

A

=1 ]

iNgE

n
mij+ E ,”u
=1

-
3l

-

=AY m;;+ ) n;;car M€ MG(n), N € MG(n)
i=1 i=1
= (Amy;,; +n,,;) = ij,i-
=1 i1

Les autres égalités se vérifient de la méme maniere. Ainsi, AM + N € MG(n), et MG(n) est
bien un sous-espace vectoriel de 9, (R).
3. ¢ est une application linéaire. Soient M et N deux matrices de MG(n), et Aunrel. Alors
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P=)MM+ N = ()\mi’j + nm)l@gn etona:

1<j<n

O(AM +n) = | (Am + n)1<i<n—2, Ay 1y AWy 1 F Ny 15000 s MMy 0 + nn—l,n—Q)

1<j<n—1

1<j<n—1

= (()‘mi7j>1<i<”27 Aml;m )‘mnlea sy )‘mnl,n2>
+

((ni,j)1<i<ﬂ—27 N1y Mp—1,15 -+ » nn—l,n—2>
1<j<n—1

=A <(mi,j)1<i<n—27m1,n7mn—l,l: 7mn—1,n—2>
1<j<n—1

+ ((ni,j)1<i<n27nl,n7nn—l,la e nn—l,n—z) = Xp(M) + ¢(N).

1<j<n—1

Elle est bijective. Notons 1 'application de 9, 5, ;(R) x R""? dans 9, (R) définie par

ml,n
M, :
n—1
l— Z My—2 5
(10<M1; M1y Mp—1,1, - ,mn717n72) = leill
Mp_11 My 1, n—1 ! — Z My 1
n—1 n—1 Jj=1
(= Eomiy oo £ Yo -
i= i

n n—1 n—1
avec { = me et my,, ={— Z (ﬁ — m”) .

j=1 j=1 i—1
Par construction, ¢ o ¢ = idgy ,  (r)xrn-2 €t ¥ 0@ =idpg(n). Par ailleurs, ¢ est linéaire (qui
fonctionne comme pour ). Il faut pour terminer vérifier que ¢ est a valeur dans M G(n), ce qui
est le cas par construction (la somme sur les lignes et les colonnes par construction valent ¢, les
diagonales aussi).
Finalement, ¢ est bijective et ¢! = 1) : ¢ est un isomorphisme.
4. Par propriétés des dimensions,

dim (M, 5, 1(R) x R"2) = dim(M,,_,, 1 (R))+dim(R"?) = (n—2)(n—1)+(n—2) = n(n—2).

Finalement

dim(MG(n)) = n(n — 2).

Exercice 16

1. Soit j € [0, n]. On rappelle que, d’apres la formule du binéme de Newton :

j .
(X+1)7 =) (‘7>X
=0
Notons alors f : R, [X] — R,,[X] définie par f(P) = P(X + 1). f est un endomorphisme de
R,,[X], et le résultat précédent montre que

J . J .
() X=X
=0

J
=0 ?

VjE[[O, nﬂv f(XJ):Z

A. Crouzet 42 ©@®®



Maths. approfondies Chapitre 27 — Codage matriciel

On en déduit que, en notant B = (1, X, ..., X™) la base canonique de K[—n],

) - () (§)

0 <(f> e (M)
0

Matg 5(f) = 0 : (”;1) (g) = A
0 0 .. () (")
0o 0 .. 0 (")

2. Notons alors g : R,,[X] — R,,[X] l'application définie par g(P) = P(X — 1). g est également
un endomorphisme de R, [X] et fog = go f = idg [y). Ainsi, f est un isomorphisme, et =g
Ainsi,

A_l = Matgyg(g)
Or,

=0

vielo,n], g(xX9) =3 (‘7> Xi(—1)i-i

et finalement

O —() . U ()
0 (1) . (=) (—)r()
P B e i D I CE V)
0 0 (1) —(")
0 0 0 ()

Exercice 17

L
Soit f ’endomorphisme de R” canoniquement associé a A. Soit z € Ker(f). On note X = ( : )
xn
la matrice de x dans la base canonique de R™. Remarquons alors que, puisque z € Ker(f), on a
AX =0, c’est-a-dire

vie[l, n], Za” x; =

Supposons que z # 0. Il existe donc au moins un x,; non nul. Notons i, I'indice de la plus grande
valeur, en absolue, des z; :

i, | = e [

Par hypothese, puisque x # 0, \xlol #+ 0. Mais alors, puisque

n
Z Qi3T5 =

Jj=1

Z010 ZOZ_ZG%J J

J#Zo
ou, en passant en valeur absolue et par inégalité triangulaire

n
|@ig i3, | < E , |, 5] -
=1

J#io

on a alors
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Divisons par |z; | # 0 :

< |z,
x

J

|@igio] <D laig il i |

j=1 io

J#io
. |yl
ou encore, puisque ’%0‘ est la plus grande valeur, pour tout j, | 2 ‘ < 1 et alors

l’io

n
|igsiol < D lai ] -
=1
J#io
Ceci est absurde car contredit le fait que la matrice soit a diagonale dominante.

Finalement, Ker(f) = 0 et puisque f est un endomorphisme en dimension finie, f est bijective,
et donc sa matrice associée A est inversible.

Corrigés des sujets de concours

Sujet 1
1.
a) fest lindaire : si (P,Q) € Ry[X]” et A € R, alors
1 X X+1
for+Q =5 (0P+) (5) +0r+Q ()
1 X X+1 1 X X+1
—a- (P(Z)+P(Z==) )+ = (Q(= ZT0)) = app .

: (P(3) +7(5) +3((3) re(F7)) =+ @
De plus, si P est de degré au plus 2, f(P) également, donc f(P) € Ry[X] : c’est bien un
endomorphisme.

b) On a
1/X X+41 X 1
1 :1 X:— — _ = — —
1 /X2 (X+1)? X2 X 1
X2 == = e _— = —_— —_ —.
JX) 2(4 + 4 ) 4 +4+8
Ainsi, en notant B la base canonique :
11
Lis
_ _ 11
A =Matg z(f) =] 0 > 1
1
00 -

¢) La matrice A est triangulaire, dont les termes sur la diagonale sont non nuls : la matrice A
est inversible, et donc f est bijective.
2.
a) g est clairement linéaire, et a valeur dans R donc est une forme linéaire.
b) g est non nulle donc est surjective. Par exemple, on peut constater que si a € R, alors, en
notant P, le polynéme constant égal & a, g(P,) = a.
c¢) Par définition :
PeKer(g) < P(1)=0 < FQeR[X], P=(X-1)Q(X).
Ainsi,
Ker(g) = {(aX +b)(X —1), (a,b) € R?}
={aX?+(b—a)X —0b, (a,b)ecR?}
= Vect(X? — X, X —1).
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La famille (X2 — X, X — 1) est libre car échelonnée en degré, donc forme une base du noyau. g
n’est donc pas injective.

d) D’apres ce qui précede dim(Ker(g)) = 2. Autre possibilité : g est une forme linéaire non nulle
donc, d’apres le théoréeme du rang (on est en dimension finie),

dim(Ker(g)) = dim(R,[X]) —rg(g) =3 —1=2.

3.

a) Par le calcul, AB = BD.

b) B est triangulaire supérieure dont tous les termes sur la diagonale sont non nuls : elle est
inversible. Par la méthode du pivot :

6 3 2
1
B _6(0 -3 —3).
0 0 1

La premiére question donne A = BDB™!, puisque B est inversible. Par récurrence rapide, on en
déduit que pour tout entier n € N, A = BD"B~!. D étant diagonale,

1 0 0
1
0 0 -
Par calcul
1 1 1 1 (1) 0 L (6 3 2
VneN, A"=|[0 —2 —6 0 5 0 50_3_3
0 0 6 0 0 4i 0 0 1
soit

1 1 + 1
2 12n+1 3 21n+1 1 6x4mn
VneN, Ar=| 0 - ———

2(;L 27L i 47L
4714
4. Soit P = a+ bX + cX? avec (a,b,c) € R3. Notons X la matrice représentant P dans la base
a
B: X =Matg(P) = ( b ) Mais alors, f™(P) est représenté dans la base B par
c
11 1 1
1 5 _12n+1 g - 21n+1 +1 Gx4n a
A"X =10 — - —— b
27L 2"L 1 4"L
0 0 — ¢
47L
1 1 1 1
a+b (5 N 2;“) —1—01(5 T T 6><4">
- §+4§—E
4n

En décodant :

. 1 1 1 1 1 b 1 1 C o
el P =asd(5ogm) e (5 g e ez w)) X e
5. D’aprés ce qui précede, si P = a + bX + cX?, alors

e N o)) b(l 1) (1 1 1) b (1 1) c
nE g —era T Te3Tam o) T T\ T ) T

Par passage a la limite :

. " b ¢
Jm g(ff(P)) =at o+
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Or
! ! 9 bt ct]! b ¢
Pt)dt= [ a+bt+ct —[at—I———l-—] =a+ -+ .
; ; 2 3], 23
Finalement
1
Jdim o) = [ P
Sujet 2

1. Remarquons tout d’abord que card(8B) = 4 = dim(R*). Montrons la liberté de la famille, ce
qui suffira pour conclure. Soient x,y, z,t quatre réels tels que zu; + yuy + zus + tuy = 0. Alors

z+y+z+t=0 x4+ y+ z+ t=0
z+y—z—1t=0 2242t =0
<~
r—y+z—t=0 2y +2t=0
r—y—z2+t=0 2y + 2z =0
z+ y+ 2+ t=0 z=0
2y +2t=0
<~ —
2242t=0 z=0
2z—2t=0 t=20

La famille est libre et est donc une base de R*.

2.

a) f est un endomorphisme qui transforme une base de R* (la base canonique) en une base de
R* (B) : c’est donc un automorphisme. Dans la base canonique :

1 1 1 1
1 1 -1 -1
B = Mat@,@(f) = 1 —1 1 -1
1 -1 -1 1
b) Apres calcul,
4 0 0 0
0 4 00
2 _ _
B® = 004017 41,.
0 0 0 4
Ainsi, f? = 4idpa.
c) D’apres ce qui précede, B? = 41, donc B x GB) = I,. Ainsi,
1 1 1 1
1 171 1 -1 -1
-1 _ = _
B = 4B 411 -1 1 -1
1 -1 -1 1
3.
a) Apres calcul,
1 1 1 1

1 1 -1 -1

1
XnH:AXnavecA:Z 1 -1 1 -1

1 -1 -1 1
b) Remarquons, d’apres le résultat précédent que
1 1
A2 = _.B2 == —I4.
16 4
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Par récurrence rapide :

1 1
2p _— 2p+1 _
vVpeN, A 4pI4 et A 4pA
et a nouveau par récurrence :
vneN, X,=A"X,.
Finalement, Vp € N :
1 1
Top = %0 et g, = » (zo + Yo + 20 + o)
1 1
Yop = 5 Y0 et Yopi1 = ™ (o + Yo — 20 — to)
1 1
Zop = 4—pzo et 2y = 1w (o — yo + 20 — to)
1 1
lop = 4—pt0 et topp1 = ) (g — Yo — 20 + to)

Toutes ces suites tendent vers 0 lorsque p tend vers I'infini. Puisque (z3,) et (25,,1) tendent
vers 0, on en déduit par théoréme que (z,,) tend vers 0, et ceci est valable pour les quatre suites.
4. a) (z,y,2,t) € Ker(f — 2idga4) si et seulement si
—rd+y+z+t=0
r—y—2—t=0
Y <~ {m =y+z+1
r—y—z—1t=0
r—y—z—t=0
Ainsi
Ker(f_zidR4> = {<y+z+tayaz7t>7 <y727t) € Rg}
— Vect ((1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1)).
Ces vecteurs sont libre. En effet :

rg((:l? 17 07 0)7 (17 07 17 0)7 (17 07 07 1)) = rg((]‘7 17 07 0)7 (07 _17 17 0)7 <O7 _17 07 1)) = rg((17 17 07 0)7 (07 _17 17 0)7 (07 07 _]

De méme, (z,vy,2,t) € Ker(f + 2idga) si et seulement si

3+ y+ 2+ t=0
z4+3y— z— t=0
z— y+3z2— t=0
r— y— z+3t=0

A. Crouzet a7

(z4+3y— z2— t=0
r— y+3z— t=0
r— y— 2+3t=0
324+ y+ 24+ t=0
(r+3y— z— t=0
—4y+4z =0
— 4y +4t=0
. —8y+4z+4t=0
(r+3y— z— t=0

—4y+4z =0
4z—4t =0
—42+4t =0
(= —t
y= 1
z=1
t=1
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Ainsi,
Ker(f + 2idgs) = Vect((—1,1,1,1)).
Remarquons que dim(Ker(f — 2idg4)) + dim(Ker(f + 2idg4)) = 3+ 1 = 4 = dim(R*). Montrons
alors que la somme est directe.
Soit u € Ker(f — 2idga) N Ker(f 4 2idga). Alors

(f —2idga)(u) =0 et (f + 2idga)(u) =0

soit
flu)—2u=0 et f(u)+2u=0

ou encore, en soustrayant : 4u = 0 et donc u = 0. Ainsi Ker(f — 2idga) N Ker(f + 2idr4) = {0}.
La somme est directe, et la somme des dimensions est égale a la dimension de I’espace cherchée :
on peut en déduire que F @ F = R*.

b) Puisque E @ F = R*, prenons (eq, €5, e5) une base de E, et (e,) une base de F. Par concaté-
nation, et la somme étant directe (eq, ey, 5, ¢e4) est une base de R%. Or :

—~

et € E <= (f—2idpa)(e;) =0 <= f(ey) = 2e;

ey €EE <= (f—2idga)(ey) =0 <= f(ey) = 2ey

es € E <= (f—2idga)(e3) =0 < f(ez) = 2e3
fles)

€4 c F <= (f— QidR4>(€4) =0 < €q) = —264.

Ainsi, dans la base D = (eq, €5, €3,€4), la matrice de f est

2 0 0 0
0 20 O
Mat@,ﬂ?(f) = 00 2 0
0 00 -2
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