Chapitre

Espaces vectoriels de dimension
finie

Résumé

Prés avoir €tudi€ les espaces vectoriels et applications linéaires dans un cadre général, nous

allons dans ce chapitre nous intéresser au cas ou les espaces vectoriels admettent des bases

nies : ils seront alors de dimension finie. Dans ce cas, nous disposons de nombreur résultats
permettant de démontrer des propriétés de maniére plus efficace.
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

o Concernant les espaces vectoriels de dimension finie :

@® Savoir justifier qu’un espace vectoriel est de dimension fini........................ O
@ Connaitre les théoremes de la base incomplete et de la base extraite.............. O
® Connaitre les dimensions des espaces vectoriels de référence....................... O
@ Savoir justifier qu’en dimension finie une famille est une base..................... O
® Connaitre les propriétés du rang d’une famille de vecteurs........................ O
® Connaitre les propriétés de la dimension (somme, somme directe)................. O
(® Savoir déterminer un supplémentaire en dimension finie .......................... O

e Concernant les applications linéaires en dimension finie :

Connaitre la définition durang......... ..o O
(® Savoir justifier qu’une application est un isomorphisme.................. ... .. ... O
Connaitre les propriétés du rang...... ... ..o O
(1) Connaitre et savoir appliqué le théoréme durang.............................. ... O

(12 Savoir montrer qu'une application est injective, surjective ou bijetive avec le rang.O
e Concernant les hyperplans :
(1 Connaitre la définition d™un hyperplan ............. ... ... O

Savoir déterminer une équation d’un hyperplan............. ... ... i O
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I. Des résultats préliminaires

1. Rappels et compléments sur les familles

Rappel
Soient E un R-espace vectoriel, et (e, -, e, ) une famille de vecteur de E.
o La famille (e,-,e,) est dite génératrice si et seulement si (eq,--, e, ) engendre F,

c’est-a-dire si
Vect(eq,-,e,) = F

o La famille (eq,,e,) est dite libre si et seulement si
V (AL ) ERY Aer++ e, =0 = A ==X, =0
o La famille (eq,-,e,) est une base de E si et seulement si la famille est libre et
génératrice.

Exercice 26.1
Parmi les familles suivantes, déterminer les familles libres, génératrices dans M5 ;(R) :
1 2 1
.1 O
1

[\
o= W N R N
O R, N DN W W

Solution
1 2 1 0
Concernant la liberté, on part de A\; | 1 | +X5| 2 | +X3] 0 | =] 0 | et on résout
2 3 1 0
le systeme. S’il est de Cramer, la famille est libre, sinon, elle est liée. On obtient que les
premiere et deuxieme familles sont libres, mais la troisieme est liée ; par exemple

1 2 1
- 1|+ 1= 0
1 0 -1
1 2 1 T
Montrer qu’une famille est génératrice,onrésout A\; | 1 |+ | 2 |[+X3] 0 | =] v
2 3 1 z

d’inconnue (A, Ay, Az). Si ce systéme a au moins une solution pour tout (z,y,z) fixé, la

famille est génératrice. Si ce systéme n’a pas de solution, on exhibe un contre-exemple et

la famille n’est pas génératrice. Ainsi, la premiére est génératrice, mais la deuxieme et la
1

troisieme ne le sont pas. Par exemple, | 1 | n’est atteint ni avec la deuxieme matrice, ni
0

avec la troisieme.

Bilan : la premiere famille est donc une base, la deuxieme est libre mais pas génératrice et

la derniére est ni libre ni génératrice.
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Nous allons rappeler également des propriétés des familles génératrices et libres, qui nous servi-
rons pour définir la notion de dimension d’un espace vectoriel.

Lemme 26.1. Cas des familles génératrices

Soit E un R-espace vectoriel, et & = (x4, ..., x, ) une famille génératrice.
e Siye€ E,alors (zq,...,2,,y) est également génératrice.
o Sl existe £ € [1, n] tel que x, s’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs
de 7, alors la famille & privée de x, est également génératrice.

Démonstration
n
o Soit x € E. & étant génératrice, il existe (A, ..., \,) € R™ tels que x = Y \;z;. Mais
i=1
alors,
n
T = Z Az +0 xy
i=1
et finalement (x4, ...,x,,y) engendre E.
o Quitte & renommer les vecteurs, on peut supposer que ¢ = n. Puisque z,, € Vect(xy, ..., 2,,_1),

n—1
il existe (Aq,..., \,_1) tels que xz,, = > \x;.
i=1

n
Soit alors z € E. Il existe (fq, ..., f,) € R™ tels que x = > p;x;. Mais alors

=1
n—1 n—1 n—1
T = Wiy + Z A\, = Z:(,uZ + ppN)x; € Vect(xq, ..., @, _q).
=1 7 ixn =1
Lemme 26.2. Cas des familles libres
Soit E un R-espace vectoriel, et & = (zy,...,,) une famille libre.

e Sin > 2, sion retire un vecteur de F, la famille est encore libre.
e Siy € F ne s’écrit pas comme combinaison linéaire des éléments de F (c’est-a-dire
y & Vect(xq,...,x,)), alors (zq,...,x,,y) est encore libre.

Démonstration

e On se donne ¢ € [1, n]. Notons G la famille F a laquelle on a retiré le vecteur z, et
montrons que G est libre. Soient (Ay, ..., A\¢_1, Api1, ..., A,) tels que

)\11131 + ...+ )‘6711"@71 =+ )\e+1$£+1 + ...+ )\nfEn.

n

En posant A\, = 0, on a donc Y \;z; = 0. La famille & étant libre, pour tout 7, \; =0
i=1

et finalement, G est égalemeﬁt libre.

n
o Soient (Aq, ..., A\,41) € R™ tels que > Njz; + A,y = 0. Si A\, # 0, on peut écrire
i=1

1 n n
n+l =1 i=1 "'n+l

g

y=— x; € Vect(xzy,...,x,)

ce qui est absurde par hypothese. Donc A, ; = 0. Mais alors, par liberté de la famille
F

n
> Nwi=0 = Vie[1,n], A =0.
i=1

Ainsi, (..., z,,y) est libre.
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2. Théoreme de I'échange

Nous allons énoncer un théoréme important concernant des familles libres et génératrices, nous
permettant de créer des familles génératrices « intéressantes ».

Théoréme 26.3. Théoréme de I’échange

Soit F un R-espace vectoriel. Soient p € N* et n € N*. On se donne deux familles & =
(1,...,7,) et G = (Y1,...,¥n) de E. On suppose que F est libre, et G est génératrice.
Alors p < n, et si on remplace p vecteurs quelconque de la famille G par les p vecteurs de
la famille &, la famille obtenue est une famille génératrice de F.

Démonstration
n
G étant génératrice de F, il existe (A, ..., \,) € R™ tels que x; = > A\y;. Si (A, ..., \,) =
i=1
(0,...,0) alors z; = 0 ce qui est impossible car la famille (zy,...,z,) est libre. Quitte a
renommer les vecteurs, on peut donc supposer que A\, # 0. Alors

1 1 &
Y= —T1 — — )\’Ly’t € VeCt(iUl, Yoy .ee ,yn).

A1 Ay i=2

Puisque (yq,...,y,) engendre E, (z1,y1,...,Y,) également (d’apres le lemme) mais alors
(21, Y2, -, Yy) également (deuxiéme piont du lemme). On a ainsi remplacé un vecteur de G
par x.
On réitére ce processus. Soit k € N*, tel que & < min(p — 1,n — 1). On suppose que l'on
a remplacé yi,...,Y, Par Ty,..., T avec (Ty,..., T, Yps1,---»Yy) famille génératrice de E
(éventuellement en permutant des vecteurs). Il existe alors p, ..., u, tels que

k n

Tpy1 = Zﬂifﬂi + Z K5y

i=1 j=k+1
(Hs1s s o) F (0,...,0) car sinon ;. € Vect(xy,...,z;) et la famille ne serait pas libre.
Quitte a permuter des vecteurs de la famille G, on peut écrire

k n

Y41 = L (xk:+1 - Zﬂixi - Z ijj) € Vect(1, .o, Tyt Yatas -+ Yn)-

M1 i=1 Jj=k+2

Ainsi, toujours d’apres le lemme, (zq,..., %y 1, Yps1,---»Yn) engendre E (on a ajouté un
vecteur a une famille génératrice), et donc (zq,..., T 1, Yrso,---,Yn) (On retire un vecteur
combinaison linéaire des autres).
Supposons alors que p > n. On répétant ce processus n fois, on obtient que (zq,...,z,)
engendre E. Mais alors =z, ., € Vect(zq,...,x,), ce qui est absurde puisque F est libre.
Donc p < n. En répétant p fois ce processus, on a bien remplacé p vecteurs de la famille G
par les p vecteurs de la famille &, en obtenant une nouvelle famille génératrice.

On en déduit un premier résultat :

Proposition 26.4.

Soit E un espace vectoriel, engendré par n vecteurs. Alors toute famille de n + 1 vecteurs
de E est nécessairement liée.

Démonstration

Si E est engendré par n vecteurs, il existe une famille G génératrice composée de n vecteurs.
Si F est une famille libre de E composée de p vecteurs, d’apres le théoreme de ’échange,
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SAVOIR O

FAIRE

1.

p < n. Ainsi, par contraposée, si la famille est composée de n + 1 vecteurs, elle est liée.

Exemple 26.2
Soit F la famille ((1,1),(1,2),(3,1)). Justifier que la famille F est liée.

Solution

Puisque R? = Vect((1,0), (0,1)), toute famille composée de strictement plus de 2 vecteurs
est liée ; ainsi, la famille F est liée.

Espaces vectoriels de dimension finie

Définition

Définition 26.1. Dimension finie

Soit £ un R-espace vectoriel. On dit que F est de dimension finie s’il existe une famille
génératrice de F ayant un nombre fini d’éléments.

2.

Exemple 26.3

1 0 0
Par exemple, M3 ; (R) est de dimension finie, puisque la famille o, 11],]0
0 0 1

est génératrice.

Remarque

On dit que E est de dimension infinie sur R s’il n’existe pas de famille génératrice finie de
E, c’est-a-dire si toute famille génératrice de E est infinie.

Exercice 26.4

Montrer que R[X] est de dimension infinie.

Solution

Supposons que R[X] soit de dimension finie. Il existe une famille génératrice finie (P, ..., P,).
Notons d = max(deg(P,), ..., deg(P,,)). Alors nécessairement

X4+l ¢ Vect(Py, ..., P,)

ce qui est absurde si la famille est génératrice. Donc R[X] est de dimension infinie.

Existence d'une base en dimension finie

Un premier résultat important sur les espaces de dimension finie : ils admettent nécessairement
une base :

Théoréme 26.5. Existence d’une base en dimension finie

Soit E¥ un R-espace vectoriel de dimension finie. Soient F une famille libre de E, et G une
famille génératrice de F, telles que F C G.

Il existe alors une base B de E vérifiant ¥ C B C G.

A. Crouzet 6 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 26 — Espaces vectoriels de dimension finie Maths. approfondies

En particulier, £ admet au moins une base.

Démonstration

Si G ne contient que le vecteur nul, alors £ = {0}. La famille £ est donc forcément vide et
donc on prend B = £ qui est bien une base de FE.

Supposons désormais que G contient au moins un vecteur non nul. La sous-famille de G
composée uniquement de ce vecteur est libre. On peut donc supposer que £ est composée
de p > 1 vecteurs.

L’ensemble
A = {card(£), F C £ C G, L est une famille libre }

est donc une partie de N non vide (elle contient card(F) = p puisque £ = F est une famille
libre vérifiant & C F C G ) et majorée par n (toute famille libre £ qui vérifie ¥ C £ C G
contient au plus n vecteurs).

Elle admet donc un plus grand élément ¢ € [p, n]. Donnons-nous alors une famille libre B
telle que F C B C G et card(B) = q. Montrons que cette famille est une base.

Elle est libre par construction; il suffit de montrer qu’elle est génératrice. Notons B =
(el, ,eq). Comme B C G, notons G = (el, s €gy €t s ...,en).

e Sig=n,alors B =G est génératrice.

o Supposons donc que g < n. Soit k € [¢ + 1,n]. La famille (el, ey g5 ek) est liée (car
sinon ce serait une famille libre £ a g + 1 éléments vérifiant & C £ C G et cela
contredirait la maximalité de ¢ ) donc il existe des scalaires Ay,..., A;, Ay non tous
nuls tels que

0= Aeg + -+ Ageq + Areyp

On a A, # 0 (sinon la liberté de B entraine que A\; = -~ = A, = 0 ce qui est exclu).
On a donc

1 q

€ = —)\— )\iei € VeCt<B)

k =1
On vient de montrer que les vecteurs e, 1, ..., €,, s’écrivent comme combinaison linéaire
des vecteurs de B. Puisque tout vecteur x de F est combinaison linéaire de (eq, ..., €, ),
cela implique que x est encore combinaison linéaire des vecteurs de B (d’apres le
deuxiéme point du lemme sur les familles génératrices ). Ainsi B est une famille
génératrice et donc une base de FE.

On en déduit alors deux théorémes fondamentaux en dimension finie :

Théoréeme 26.6. Théoréme de la base incompléte

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie. Alors toute famille libre de E peut étre
complétée en base de E.

Démonstration
E étant de dimension finie, elle admet une famille génératrice finie G. Soit F une famille
libre, et G’ la famille composée de la concaténation de F et G. Cette nouvelle famille est
génératrice (d’apres le lemme) et F C G’. D’apres le théoréeme précédent, il existe une base
B de E telle que F C B C G'. Les vecteurs éventuellement ajoutés proviennent de la famille
G’, et donc de G.
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Théoréme 26.7. Théoréme de la base extraite

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Alors, de toute famille génératrice de F, on
peut extraire une base de E.

Démonstration

Soit G une famille génératrice de F. Soit F = @ une famille libre, telle que & C G. D’apres
le théoreme, il existe une base B telle que & C B C G : B est extraite de G.

3. Dimension d'un espace vectoriel

Un résultat va nous permettre de définir la notion de dimension :

Proposition 26.8. Cardinal d’une base en dimension finie

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les bases de F admettent le
méme nombre de vecteurs.

Démonstration
Soient B et € deux bases de F, de cardinal respectif n et p.
e B est libre et € est génératrice; d’apres le théoréme de 1’échange, n < p.
e ( est libre et B est génératrice; d’apres le théoreme de I’échange, p < n.
Ainsi, n = p.

Définition 26.2. Dimension d’un espace vectoriel

On appelle dimension d’un espace vectoriel de dimension finie le cardinal d’une des bases
de E. On le note dimp(E), ou plus simplement dim(E).

Commencons par donner la dimension d’espaces usuels.

Proposition 26.9. Dimension des espaces vectoriels usuels
Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

dim(R™) =n, dim(R,[X])=n+1 et dim(M, ,(R))=n xp.

Démonstration

On a vu les bases canoniques de ces trois espaces
R™ = Vect((1,0,...), ..., (0,...,0,1)), R,[X]= Vect(1,X,..., X™)
et

Un seul espace est de dimension nulle : I’espace vectoriel réduit au vecteur nul :

Proposition 26.10.
Soit E un R-espace vectoriel. Alors dim(E) = 0 si et seulement si E = {0}.
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Démonstration
Si E = {0}, E admet comme base @, de cardinal 0. Ainsi, dim(E) = 0.

Réciproquement, si E # {0}, il existe un vecteur non nul z dans E et donc (z) est une
famille libre. Mais alors dim(E) > 1 et dim(E) # 0. Par contraposée, si dim(F) = 0 alors
E = {0}.

On dispose enfin d’un théoréme permettant de prouver rapidement qu’une famille est une base :

Théoréme 26.11.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Alors

¢ toute famille libre de E a au plus n éléments;
e toute famille génératrice a au moins n éléments ;
e si & est une famille de E de p éléments, alors

F est une base <= F est libre et p =n <= F est génératrice et p = n.

Démonstration
Soit B une base de E, et F une famille de p vecteurs de E.

e Si F est libre, d’apres le théoréme de 1’échange avec B qui est génératrice, on en
déduit que card(F) < card(B), soit p < n.
e Si F est génératrice, d’apres le théoréeme de 1’échange avec B qui est libre, on en
déduit que card(B) < card(F), soit n < p.
e Si F est une base, elle est libre et génératrice, donc d’apres ce qui précede, n = p.
Réciproquement :
— Si F est libre et n = p, le théoreme de la base incomplete garantit qu’il existe
une base B telle que & C B. Or n = p donc card(F) = card(B) : ainsi F = B
et F est une base.
— Si F est génératrice et n = p, le théoreme de la base extraite garantit qu’il existe
une base B telle que B C F. Or n = p donc card(B) = card(F) : ainsi F = B
et F est une base.

| Méthode

: Quand on est dans un espace de dimension finie, pour montrer qu’une famille est une base,
I on démontre

: e soit que la famille est libre et de cardinal égal a la dimension ;

: ¢ soit que la famille est génératrice et de cardinal égal a la dimension.

S;;?ER O Exemple 26.5
Montrer que la famille (1, X —1, X% —1, X? — 1) est une base de R3[X].

Solution

La famille est échelonnée en degré, et ne contient pas de polyndéme nul, donc est libre. De
plus, elle est composée de 4 vecteurs, et dim(R3[X]) = 4. Ainsi, la famille est une base.

Remarque
En généralisant, si (P, ..., P,) est une famille vérifiant pour tout ¢ € [0, n], deg(P;) = 1,
alors la famille forme une base de R, [X]. En effet, elle est échelonnée en degré et sans
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polynoéme nul, donc libre, et de bon cardinal.

I1l. Sous-espaces vectoriels d’'un espace de dimension finie

1. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Proposition 26.12.

Soit F'un sous-espace vectoriel d’un R-espace vectoriel F de dimension finie. Alors
e Fest de dimension finie;
o dim(F) < dim(E).
o dim(F) = dim(F) si et seulement si F = FE

Démonstration

Si F' = {0}, alors dim(F) = 0 < dim(F) et F = E'si et seulement si £ = {0} = F.

Si F' # {0}, il existe ; € F non nul. La famille #; = (z;) est donc libre. Si elle est
génératrice, elle forme une base de F et dim(F') = 1.

Si elle n’est pas génératrice, il existe o € F tel que x4 ¢ Vect(z;). Mais alors la famille
F o = (x1,2,) est libre. Si elle est génératrice, elle forme une base de F'et dim(F") = 2.

On réitere ce processus. Si la famille &), = (xy, ..., x},), libre, n’est pas génératrice, il existe
Tyl € Ftel que xp ¢ Vect(zq, ..., x;). Mais alors, la famille 1 = (zq, ..., T, Tpp1) €st
libre.

En réitérant ce processus, cela se terminera nécessairement puisque la famille libre &, que
I’on construit est également libre dans F, qui est de dimension finie n : au maximum, en n
étape, on aura terminé. Si non, on construirait une famille de n + 1 vecteurs libres dans un
espace, F, de dimension n, ce qui est absurde.

Par ailleurs, par construction, dim(F) < dim(E), et si dim(F) = dim(FE), la famille
construite est une base de E et donc F' = E.

1
g I M¢éthode
I
1 Ainsi, pour montrer qu'un sous-espace vectoriel F est I'espace E tout entier, il peut étre
| judicieux de montrer que dim(F) = dim(E).

Exemple 26.6
Soit E = Vect (( _11 > , ( (1) )) Montrer que E = M, 4 (R).

Solution

0
colinéaires. Ainsi, il s’agit d'une base de E et dim(E) = 2. Or E C My ;(R) et dim(E) =
dlm(mg’l(R)) Ainsi, E = 93?271(]1%).

1 1
On peut voir que (( 1 ) , ( )) est une famille libre car les vecteurs ne sont pas

Corollaire 26.13. Egalité de deux sous-espaces vectoriels

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, et F' et G deux sous-espaces vectoriels de
E. Alors F' = G si et seulement si F' C G et dim(F') = dim(G).
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Démonstration

Il suffit d’appliquer le résultat précédent en constatant que F' est un sous-espace vectoriel
de G, et GG est de dimension finie.

2. Rang d'une famille de vecteurs

Définition 26.3.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit (ey, -, e,) une famille de vecteurs de E.
On appelle rang de la famille (e;, -, ¢e,) la dimension de I'espace vectoriel Vect(eq,--,e,).
On le note rg(ey, -, e,).

Remarque

Le rang d’une famille existe puisque ’espace vectoriel Vect(eq,...,e
génératrice finie, donc est de dimension finie.

») admet une famille

Propriété 26.14.

Soit E un K-espace vectoriel. Soit (eq,-,e,) une famille de vecteurs de E. Alors (e,-,€,)
est libre si et seulement si rg(ey,--,e,) = p.

De plus, si E est de dimension finie n, (eq, -, e,,) est génératrice si et seulement sirg(ey, -, e,) =
n, et est une base si et seulement si rg(eq, -, e,) =n = p.

Démonstration

(€1,-,e,) est libre si et seulement si (ey,-,e,) forme une base de Vect(ey,--,¢,). Ainsi,

si (eq,--,e,) est libre, alors rg(ey, -, e,) = p. Réciproquement, si rg(ey,---,¢e,) = p, alors
(€1,,€,) est une famille libre, sinon la dimension de Vect(ey,--,¢e,) < p.

Le cas de la famille génératrice se traite de la méme maniere.

Remarque

Si (ey,--,ey) est une sous famille libre de (ey,---,¢e,), alors rg(eq, -, e,) = k. Si (e, ey)
est une famille génératrice de Vect(eq, -, e, ), alors rg(eq, -, e,) < k.

De plus, si (ey, ..., e,) est une famille de vecteurs de £, espace de dimension finie, alors

rg(eq, ..., e,) < min (p,dim(E)) .

Nous avons vu, dans un chapitre précédent, que si on effectue une opérations élémentaire sur
une famille de vecteurs (échanger deux vecteurs, multiplier 'un des vecteurs par un scalaire non
nul ou ajouter a 'un des vecteurs un autre vecteur de la famille multiplié par un scalaire), alors
le sous-espace qu’elle engendre est inchangé. Cela nous permet d’en déduire le résultat suivant :

Proposition 26.15.

Soit (e, ..., e,) une famille de vecteurs de E. Soient k € [1, p], et (fy,..., fi;) une famille
obtenue en appliquant une succession finie d’opérations élémentaires sur (eq,...,e,), et en
enlevant des vecteurs nuls ou qui sont des combinaisons linéaires des autres. Alors

rg(fl’ "'7fk) = I‘g(el,...’e )'

On en déduit alors le résultat :
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Corollaire 26.16.

Le rang d’une famille finie de vecteurs est le maximum des cardinaux de ses sous familles
libres.

1
g I Méthode
I
I Quand on dispose d’une famille de vecteurs, pour en déterminer le rang, on enleve les
1 vecteurs nuls et combinaison linéaire d’autres vecteurs, jusqu’a obtenir une famille libre.

Exemple 26.7
Déterminer le rang de la famille = ((1,2,3), (1,—1,1),(—1,4,1),(2,1,4)).

Solution
Tout d’abord, rg(#) < min(dim(R3),4) = 3. On note (z;, x4, T3, 74) les quatre vecteurs.
On constate alors que
X3 = x] — 229 done rg(xy, Ty, T3, y) = 1g(T1, o, Ty)
g = X1 + xy. donc rg(zq, Ty, 24) = rg(Ty, T9).
La famille (z,,x,) est libre, car les vecteurs sont non colinéaires, donc rg(z,zy) = 2.
Finalement, rg(xy, €9, x3,x4) = 2.
On peut également procéder par un pivot, pour simplifier de proche en proche :
rg((1,2,3),(1,—1,1),(—1,4,1),(2,1,4)) = rg((1,2,3),(0,—3,—2),(0,6,4), (0,—3,—2)) en utilisant x;
=rg((1,2,3),(0,—-3,—2),(0,0,0),(0,0,0))
=rg((1,2,3),(0,—3,-2)) = 2.

ou on a enlevé les vecteurs nuls. Les vecteurs obtenus forment une famille libre ; ils sont dits
”échelonnés”.

3. Somme d'un espace vectoriel de dimension finie

Commencons par un premier résultat :

Proposition 26.17.

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et F'et G deux supplémentaires de E.
Alors
dim(F') + dim(G) = dim(E).

Démonstration

Cela découle de la concaténation des bases de supplémentaires.

En dimension finie, tout sous-espace vectoriel admet au moins un supplémentaire :

Théoréme 26.18.

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et F un sous-espace vectoriel de E.
Alors il existe un sous-espace vectoriel G de F tel que F'@® G = E. De plus,

dim(F) + dim(G) = dim(F)

Réciproquement, si F'et G sont en somme directe, et si dim(F') + dim(G) = dim(E) alors F' [‘j
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et G sont supplémentaires dans F. Connaissant (e, -, e;) une base de F, et (fi,-, fn_i)
une base de G, alors (e, -+, ey, f1,, fn_) €st une base de E.
Démonstration

Démontrons le premier résultat. F' est un sous-espace vectoriel de E, de dimension finie.
Donc F est de dimension finie et admet donc une base. Notons (ey,...,e,) une base de
F. La famille (ey,...,e,) étant libre dans E, on peut la compléter en une base de £ :
(€155 €p, €pi1, e » €y ). Par définition, F' = Vect(ey, ..., e,), et notons G = Vect(e,, 1, ..., €,).
Montrons que F'et G sont supplémentaires dans E. Déja, puisque la famille (e, 1, ..., €,,) est
libre (car une partie d’une base de E), on sait que dim(G) = n—p et donc dim(F)+dim(G) =
p+ (n—p) =n=dim(E). Il suffit donc simplement de montrer que ' NG = {0} pour en
déduire que F et G sont supplémentaires.

Soit x € F'N G. Par définition, il existe (A1, ..., Ay, Api1,..., Ay,) tels que

T = zp:)\iei = Zn: A€
i=1

i=p+1

p n

Ainsi, en soustrayant : Z)\iei — Z A;e; = 0. Puisque (e, ...,e,) est une base de E,
— S~

par liberté de la famille s Ay = ... = Ay = sy = o = —A, = 0 : finalement z = 0 et

FnNG={0}.

Réciproquement, si FNG = {0} et dim(F')+dim(G) = dim(FE), prenons (eq, ..., ;) une base

de Fet (fi,..., fn_) une base de F. Il faut montrer que la famille B = (eq, ..., ey, f1, - fak)

forme une base de E pour conclure que F+ G = FE et donc F & G = E. Puisque B est

composée de n = dim(E) éléments, il suffit de montrer la liberté de la famille. Soient

(A 1y ey Ay [gs oo s fp—y,) des réels tels que

k n—k
Z)‘kek + Zukfk = 0.
i—1 i=1

Mais alors
k n—k
i=1 i=1
er eG
k n—k
Ainsi, Z)\kek = —Zﬂkfk = 0, et par liberté des familles, \y = ... = A\, = py; = ... =

i=1 i—1
tn—r = 0 : la famille est bien libre, et forme donc une base de E.

On peut généraliser a la somme directe de n sous-espaces vectoriels :

Théoréme 26.19.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient F}, ..., F}, des sous-espaces vectoriels
de F vérifiant F} & ... ® F,, = E. Alors

dim(E) = dim(F,).
i=1

De plus, si on dispose d’'une base B, de chacun des Fj, alors la concaténation de ces n
bases forme une base de E. On dit qu’il s’agit d’'une base adaptée a la décomposition
Fe.oF,=F.

Dans le cas ou la somme n’est pas directe, on dispose d’une formule permettant de déterminer
la dimension de la somme :
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Q) | Proposition 26.20. Formule de Grassmann

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, et F', G deux sous-espaces vectoriels de

E. Alors
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)
Démonstration
On part d’une base de FNG, qui est de dimension finie. On la note (e, ..., ;) avec dim(F N

G) = k. On la complete en base de F': (eq, ..., ek, €41, ..., €,) (dim(F) = p) et en base de G :

(€150 s € frs1s s fo) (avec dim(G) = q). Montrons que B = (€1, ..., €, €1y o5 €ps [ri1s o5 fg)
forme une base de F' + G.

o Liberté. Soient (Ay, ..., Ay, fhi1, - 5 f1g) des réels tels que

q

Zp:)\iei + Z wifi = 0.
i=1

i=k+1
On peut réécrire

p q
i=1 i—k+1
eFr cG
Ainsi, il existe réels (aq, ..., ay) tels que
q
Z:U’zfz Zae <~ Zae+ Z/h‘fz‘-
i=k+1 i=k+1
Puisque (ey, ..., €g, frt1, -+ » fo) forme une base de G, elle est libre et finalement j15, 4 =

.. = ptg = 0. Par un raisonnement similaire, A\; 1 + ... + A, = 0 et finalement

k
=1

Par liberté de (eq,...,€;), Ay = ... = A, = 0 et la famille B est libre.
o Génératrice. B est clairement génératrice : si x € F'+ G, il existe y € Fet z € G tels
que x = y + z. Par définition des bases, il existe (Ay,...,A,) et (pq,...,p,) des réels

» \p
tels que
P k q
e TSP
=1 i=1 i=k+1
et finalement
k p q
Z N+ pg)e; + Z A€ + Z ;i f; € Vect(B).
i=k+1 i=k+1

Puisque B forme une base de F' + G, on peut en déduire que

dm(F+G)=p+(q—k)=p+q—k=dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Les résultats précédents permettent d’en déduire la proposition suivante :

Q) | Proposition 26.21.

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie. Soient F'et G deux sous-esapces vectoriels
de E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

« E=FG,

o dim(F) = dim(F) + dim(G) et F NG = {0},

o dim(F) = dim(F) + dim(G) et F+ G = E.
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Démonstration

L’équivalence des deux premiers points a déja été traitée dans la proposition 26.18. Remar-
quons également que 2 et 3 sont équivalentes. En effet, d’apres la formule de Grassmann, si
F+ G = E, alors dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) implique dim(FNG) =0,
et donc FFNG = {0}.

Et si FNG = {0}, la formule de Grassmann ameéne dim(F+G) = dim(F)+dim(G) = dim(FE)
et par inclusion et égalité des dimensions, F'+ G = E.

Méthode

En dimension finie, pour démontrer que deux sous-espaces vectoriels F' et G sont supplé-
mentaires dans F, on peut alors raisonner ainsi :

o On montre que la somme est directe : F'N G = {0}.

o On montre ensuite que dim(F) 4+ dim(G) = dim(E).
On conclut alors que F'et G sont supplémentaires dans E.

Exercice 26.8

oo O 1 1\ /2
Soient £ = Vect 1 et ' = Vect 01,11 . Montrer que E et F sont
1 1 0

supplémentaires dans M ; (R).

Solution

1 1 2
Constatons que la famille ( 1 ) est libre (car non nulle), ainsi que la famille (( 0 ) , ( 1 ))
1 1 0

(vecteurs non colinéaires). Ainsi, dim(E) = 1 et dim(F') = 2. Enfin, soit v € EN F. Alors,

T 1 2
il existe = tel que u = (m),ety,zvériﬁantu:y(O) +z(1).0naalors
z 1 0
Y+ 2z T
2z =z |ez=y=2=0
Y x

Ainsi, u =0et ENF = {0}. La somme E + F est donc directe, et dim(E) + dim(F) =3 =
dim(Ms 1 (R)) : E et F sont supplémentaires dans M3 ; (R).

g : Méthode
: En dimension finie n, pour déterminer un supplémentaire de F':
: » On détermine la dimension p et une base (eq, ..., e,) de F};
:  On cherche alors n —p vecteurs (e, 1, ..., €,) de E qui completent la base de F'en une
I base de E (en général, on regarde du c6té de la base canonique)
: + On conclut alors qu'un supplémentaire de I est Vect(e, ,...,e€,).

S;LORIER O | Exercice 26.9
Déterminer un supplémentaire, dans R, [X], de FF = {P € R,[X], P(1)= P’(1) =0}.
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Solution
Tout d’abord, F est bien un s.e.v. de R, [X]. Cherchons une base de F': P € F'si et seulement
si 1 est racine (au moins) double de P, c’est-a-dire si et seulement si X2 | P. Puisque les
polynémes de F'sont de degré 4 :

F={X*aX?+bX +¢), (a,b,c)eR3}

= {az? + bz® + cX?, (a,b,c) € R3} = Vect(X?, X3, X1).

La famille B = (X2, X3, X*) est génératrice de F, et étant échelonnée en degré, est libre :
elle forme une base de F.
Complétons B en une base de R,[X]; en reconnaissant la base canonique, (1, X, X2, X3, X4)

forme une base de R,[X], et finalement un supplémentaire de F est

Vect(1, X) = R, [X].

Par récurrence, on en déduit également le corollaire suivant :

Corollaire 26.22.

Soit E un R-espace vectoriel. Soient F7, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de dimension finie
de FE. Alors F} + ... + F,, est de dimension finie et

dim(F; + ...+ F,) < dim(F)) + ... + dim(F,,),

avec égalité si et seulement si la somme F; + ... + F, est directe.

IV. Dimension finie et application linéaire

1. Applications linéaires en dimension finie

En dimension finie, une application linéaire est entierement déterminée par I'image d’une base
de I'espace de départ.

Proposition 26.23.

Soient E et F' deux K-espace vectoriel de dimension finie, et B = (e, -, ¢,,) une base de E.
Soit f € L(E,F). Alors (f(eq),, f(e,)) une famille génératrice de Im (f).

Méthode

Pour déterminer I'image d’une application linéaire, on prend donc une base de ’espace de
départ, et on détermine 'image de cette base par une application linéaire. On détermine
ensuite une base de I'image en vérifiant la liberté éventuelle de la famille obtenue.

S;AVI:ER O | Exercice 26.10
Soit f : R® — R3 définie par f(a,b,c) = (a +b+c,a+c,a — b+ c¢). Démontrer que f est
linéaire, et déterminer une base de Im (f).
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Solution
Soient z = (a,b,c),y = (a’,b’,c’) deux éléments de R3, et A € R. Alors
fAzx+y)=fAa+a’ , Ab+b', Ac+ )
=Aa+a +X+b +Ac+c ha+a + A+, dat+a —(Ab+Db) + e+ )
=Ma+b+ce)+ (@ +b +),Ma+c)+(a"+),AMa—b+c)+ (a" —b +))
=MNMa+b+cat+c,a—b+c)+ (0 +b +c;a" +cya —b +¢)
=M(z) + f(y)
Ainsi f est une application linéaire, et donc un endomorphisme de R3.
Une base de R3 est ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)). On a
£(1,0,0) = (1,1,1), f(0,1,0) = (1,0,—1), et f(0,0,1) = (1,1,1)
Ainsi, Im (f) = Vect((1,1,1),(1,0,—1),(1,1,1)). La famille n’est pas libre, puisqu’elle
contient deux fois (1,1,1). En revanche, ((1,1,1),(1,0,—1)) est libre, car les vecteurs ne
sont pas colinéaires. Ainsi,
Im (f) = VeCt<(17 15 1)7 (17 07 _1>)
et ((1,1,1),(1,0,—1)) est une base de Im (f).

Remarque

Si F = F &G, on a vu que, connaissant une base de F'et de G, on en déduit une base de E.
Mais alors, connaissant f|p et f|qg, les restrictions de fa Fet G, on en déduit complétement

f.

Réciproquement, connaissant 'image par une application linéainre sur une base, on peut déter-
miner de maniére unique cette application :

Théoréme 26.24.

Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie, et (eq, ..., e, ) une base de E. Soient F un
R-espace vectoriel et (vy,...,v,) n des vecteurs de F. Alors il existe une unique application
linéaire f : F — F vérifiant, pour tout ¢ € [1, n], f(e;) = v;. Il s’agit de 'application :

n

fix= zn::viei = f(z) = levl
i=1

i=1
De plus :
o fest injective si et seulement si la famille (vq, ..., v,,) est libre;
o fest surjective si et seulement si la famille (vq,...,v,) est génératrice;
o f est bijective si et seulement si la famille (v, ..., v,,) est une base de F.

Exemple 26.11
Soit f 'endomorphisme de R? définie par f((1,0)) = (0,1) et f((0,1)) = (1,0). Alors f est
bijective ; en effet, ((0,1), (1,0)) forme une base de R2.

On en déduit une conséquence pratique pour démontrer que deux applications linéaires sont
égales :

Théoréme 26.25.

Soient E et F deux espaces vectoriels, F étant de dimension finie. Soient f et g deux appli-
cations linéaires de F dans F coicidant sur une base de E. Alors f = g.
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2. Isomorphisme en dimension finie

En dimension finie, on dispose de plusieurs théoremes nous permettant de justifier qu'une ap-
plication est bijective :

Proposition 26.26.

Soient F et F' deux K-espaces vectoriel de dimension finie. Soit f € £L(E,F). f est un
isomorphisme si et seulement si I'image d’une base de E est une base de F.

Démonstration
Si f est un isomorphisme, d’apreés ce qui précede, I'image d’une base est une base.

Réciproquement, soit f une application linéaire de E dans F qui transforme une base
(eq,...,€,) de E en une base (fi,..., f,,) de F. Par caractérisation par I'image d’une base, f
est uniquement déterminée, et puisque (f1, ..., f,,) est une base de F) f est un isomorphisme.

Ce résultat nous permet d’en déduire que deux espaces vectoriels isomorphes ont nécessairement
la méme dimension. On rappelle la définition :

Définition 26.4. Espaces vectoriels isomorphes

On dit que deux espaces vectoriels E et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
f : E— F.

SFA;: O | Exercice 26.12

Soit f : R3 — R,[X] définie pour tout (a,b,c) € R3 par f(a,b,c) = aX? + bX + c. Mon-
trer que f est linéaire, puis déterminer noyau et image. En déduire que R?® et Ro[X] sont
isomorphes.

Solution
Soient o = (a,b,c),y = (a’,b’,c’) deux éléments de R3, et A € R. Alors
fz+y) = f(Aa+a’ , Ab+b, Ac+ )
=MNa+a) X2+ N+ b)X + (Ae+¢)
=ANaX?+bX +¢)+ (@ X2+ VX + )
= A(z) + f(y)
Ainsi, f est linéaire.

e Soit x = (a,b,c) € Ker(f). On a alors f(a,b,c) = 0, c’est-a-dire aX? + bX + ¢ = 0.
Par identification des coefficients, a = b = ¢ = 0. Ainsi, Ker(f) = {0} : la fonction f
injective.

e ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est une base de R3. On a rapidement

f<17070):X27 f(07]‘70) :X’ et f(0707 1) :1
Ainsi, Im (f) = Vect(1, X, X?) = R,[X] en reconnaissant la base canonique de Ry[X].
f est donc bijective.
Bilan : f est donc un isomorphisme. Ainsi, R? et R,[X] sont isomorphes.

Alors, d’apres le théoreme 26.26, en dimension finie, si deux espaces vectoriels E et F' sont
isomorphes, alors ils ont la méme dimension :
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Théoréme 26.27.

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors E et F sont isomorphes si
et seulement si dim(E) = dim(F).

Démonstration

Soit f un isomorphisme de F dans F. f transforme une base (eq,...,e,) de E en une base
(fi, -, fn) de F. Les bases ont le méme cardinal, et donc dim(FE) = dim(F).
Réciproquement, si dim(F) = dim(F'), notons B = (eq, ..., e, ) une base de E, C = (f1, ..., fn)
une base de F'et f 'application linéaire transformant B en €. € étant une base de F, f est
bijective, et E et F sont donc isomorphes.

Remarque

Ainsi, tout espace vectoriel de dimension n (avec n > 1) est isomorphe & R™, lui-méme de
dimension n.

Enfin, une proprieté important des isomorphismes : ils conservent le rang d’une famille de vec-
teurs :

Proposition 26.28.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f: E — F un isomorphisme. Soit (vy, ..., v,,) une
famille de vecteurs de E. Alors

I‘g(’l)l, ,’Un> - I‘g(f(’l)1>, ) f(vn))

Démonstration
Par définition du rang, rg(f(v,), ..., f(v,)) = dim(Vect(f(vy), ..., f(v,))) = dimf (Vect(vy, ..., v,)).
Montrons alors que Vect(vy, ..., v,,) et f(Vect(vy,...,v,)) sont isomorphes. Ils auront ainsi

la méme dimension, ce qui nous permettra de conclure.
’ ot f(Vect(vy,...,v,))

Notons g l'application f‘Vectmwvn)

elle est linéaire. Par définition, elle est surjective. Enfin, elle est injective : si x € Ker(g),

alors © € Vect(vy, ..., v,) vérifie f(x) = 0. Mais f est un isomorphisme, donc z = 0.

. g étant une restriction d’'une application linéaire,

3. Rang d'une application linéaire

Intuitivement, et d’apres les différents éléments précédents, on pourrait s’intéresser a l’'image
d’une application linéaire et sa dimension si elle existe : c¢’est son rang.

Proposition 26.29. Rang d’une application linéaire
Soient F un espace vectoriel de dimension finie, et F'un espace vectoriel. Soit f une appli-
cation linéaire de E dans F.

Alors Im (f) est de dimension finie, et dim(Im (f)) < dim(Z). On note alors rg(f), et on
appelle le rang de f, la dimension de 'image de f.

Démonstration

Si (eq,...,e,) est une base de E, alors f(ey),..., f(e,)) forme une famille génératrice de
limage de f. Ainsi, d’apres le théoreme de I’échange, Im (f) est de dimension finie, et
rg(f) <n=dim(FE).

A. Crouzet 19 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 26 — Espaces vectoriels de dimension finie Maths. approfondies

On dispose d’un lien entre rang d’une application linéaire, et rang d’une famille de vecteurs :

Proposition 26.30.

Soient F un espace vectoriel de dimension finie, et F'un espace vectoriel. Soit f une appli-
cation linéaire de E dans F. Soit (eq, ..., e, ) est une base de E. Alors rg(f) est égal au rang
de la famille de vecteurs (f(ey),..., f(e,))-

Démonstration
Par définition,

rg(f(el)a 7f(€n)) = dim(veCt(f(el>a vf(en)>) = dim(f<veCt<elv 7€n)) = dlm(f(‘E)) = rg(f)

Remarque

Puisque Im (f) est un sous-espace vectoriel de F) si E et F' sont de dimension finies, alors
rg(f) < min(dim(F), dim(F)).

Une seule application est de rang 0 : Papplication nulle.

Proposition 26.31.

Soit f une application linéaire de E dans F. Alors rg(f) = 0 si et seulement si f est Pappli-
cation nulle.

Démonstration

En effet, rg(f) = 0 si et seulement si dim(Im(f)) = 0, c’est-a-dire si et seulement si
Im (f) = {0}, ou encore f est 'application nulle.

4. Théoreme du rang

En dimension finie, on dispose d’un lien fort entre la dimension de 'image, celle du noyau et la
dimension de I’espace de départ : c’est le théoreme du rang.

Théoréme 26.32. Théoréme du rang

Soit F un espace vectoriel de dimension finie, F' un espace vectoriel, et f une application
linéaire de E dans F. Alors

rg(f) + dim(Ker(f)) = dim(E).

Démonstration

Prenons une base de Ker(f) (qui existe, car Ker(f) C Eet E est de dimension finie). On note

(€1, ..., €,) une base de Ker(f). Complétons celle-ci en une base de E': (eq, ... ,€p, €41, .-, €p)
est une base de F, et Ker(f) et Vect(e,,1,...,e,) sont supplémentaires dans E par construc-
tion.

Le résultat précédent garantit que ( f(e1),..., f(e,)) engendre Im (f), et puisque (eq, ..., ¢e,)

sont dans le noyau de f, f(e;) =... = f(e ) = 0. Finalement
Im (f) = Vect(f(eps1), - fen))-
Montrons que la famille (f(e,.1), ..., f(e,)) est libre. Soient (A,i1,...,A,) des réels tels que

p+1f(6p+1) +...+ )‘nf(en> =0.

A. Crouzet 20 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 26 — Espaces vectoriels de dimension finie Maths. approfondies

Par linéarité
f()\p+1€p+1 + ...+ )\nen) = 0

et donc

)\p+1€p+1 + ...+ )\nen c Ker(f)
Or, par définition, A\, 1€,.1 + ... + A,e, € Vect(epyq,...,e,). Par supplémentarité, on en
déduit que A, 1€,1+... 4+, e, = 0, et par liberté de la famille des (e;), A1 = ... = A, = 0.

Finalement, (f(e,11),..., f(e,)) est une base de Im (f). Ainsi
rg(f) +dim(Ker(f)) = (n—p) +p =n = dim(E)

ce qui termine la démonstration.

Attention
Le théoreme du rang n’est valable que si I'espace de départ est de dimension finie. En
revanche, F'n’a pas a étre de dimension finie.

Le théoréme du rang nous permet d’en déduire plusieurs résultats :

Corollaire 26.33.

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit f une application linéaire de
E dans F.

o Si fest injective, alors dim(F) < dim(F).

o Si fest surjective, alors dim(E) > dim(F).

o f est injective si et seulement si rg(f) = dim(FE).

o fest surjective si et seulement si rg(f) = dim(F').

Démonstration
o Si f est injective, Ker(f) = {0} et donc dim(Ker(f)) = 0. Le théoréme du rang
nous donne rg(f) = dim(E) et puisque Im (f) est un sous-espace vectoriel de F,

rg(f) < dim(F).
o Si f est surjective, Im (f) = F et donc rg(f) = dim(F'). Le théoreme du rang nous
donne

dim(F) = dim(F') + dim(Ker(f)) > dim(F).

o fest injective si et seulement si Ker(f) = {0}, si et seulement si dim(Ker(f)) = 0, si
et seulement si rg(f) + 0 = dim(E) par le théoreme du rang.

o [ est surjective si et seulement si Im (f) = F si et seulement si rg(f) = dim(F),
puisque Im (f) C F.

Ce résultat nous permet, finalement, d’énoncer un résultat permettant de justifier qu’une appli-
cation est bijective dans le cas de la dimension finie :

Théoréme 26.34.

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit f une application linéaire de
E dans F. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

e fest un isomorphisme de E dans F.

o fest injective et dim(F) = dim(F).

o fest surjective et dim(FE) = dim(F). [‘j
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En particulier, si dim(E) = dim(F") (ce qui est le cas d’'un endomorphisme), alors

f est injective <= f est surjective <= f est bijective.

Démonstration

Le premier point implique, d’apres les résultats précédents, les deux points suivants.

Si f est injective et dim(E) = dim(F), alors f est injective et donc rg(f) = dim(F). Or
dim(E) = dim(F'), donc rg(f) = dim(F') et f est également surjective : f est bijective.

Si f est surjective et dim(E) = dim(F), alors f est surjective et donc rg(f) = dim(F'). Or
dim(F') = dim(E) donc rg(f) = dim(F) et f est égalemnet injective : f est bijective.

1
g I Méthode
I
I Pour montrer, en dimension finie, qu'un endomorphisme est bijectif, il suffit de montrer
: qu’il est injectif.

Exemple 26.13
Soit f : R?® — R3 définie pour tout (a,b,c) par f(a,b,c) = (a+b,a+ c,b+ c). Montrer que
f est un isomorphisme.

Solution

On démontre rapidement que f est une application linéaire, et est donc un endomorphisme
de R3. Soit z = (a,b,c) € Ker(f). On a alors, en résolvant le systéme :

fz)=0< (a+b,a+c,b+c)=(0,0,0)
Sa=b=c=0

Ainsi Ker(f) = {(0,0,0)} et fest injective. Mais alors, étant un endomorphisme d’un espace
vectoriel de dimension finie, elle est bijective.

Attention

Ce résultat est faux, dans le cas général, en dimension infinie.

Exercice 26.14
Soit f : R[X] — R[X] définie par f(P) = P’. Montrer que f est surjective. Est-elle bijective ?

Solution

f est linéaire, puisque la dérivée l'est (exercice de TD du chapitre 11). Il s’agit donc
d’'un endomorphisme, puisque f(P) = P’ € R[X]. Déterminons son image. On prend
(1, X,...,X"™...) une base de R[X]. Mais alors

f(H)y=0, f(X)=1, f(X?) =2X,.., f(X")=nX""1..
Ainsi, en utilisant les propriétés de I’espace vectoriel engendré :
Im (f) = Vect(1,2X,3X?, ..., nX" 1 ...) = Vect(1, X, X2, ..., X" ..)

Donc Im (f) = RX] : f est surjective. Cependant, f n’est pas bijective, puisqu’elle n’est pas
injective. En effet f(1) =0 et donc 1 € Ker(f).
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5. Formes linéaires et hyperplans

Nous allons, dans cette derniere partie, nous intéresser a des sous espaces vectoriels de dimension
la plus grande possible sans étre ’espace tout entier : les hyperplans.

Définition 26.5.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n (avec n > 1). On appelle hyperplan de E
tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1.

Exemple 26.15
Dans R?, un hyperplan est une droite vectoriel. Dans R?, un hyperplan est un plan vectoriel.

Intéressons nous aux formes linéaires en dimension finie :

Proposition 26.35.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n (avec n > 1), et ¢ : E — R une forme
linéaire. Si ¢ n’est pas identiquement nulle, alors ¢ est surjective, et dim(Ker(p)) =n — 1.

Démonstration
Par définition d’une forme linéaire, Im (¢) C R : rg(¢) < dim(R) = 1. Puisque ¢ est non
nulle, rg(y) > 1. Donc rg(¢) = 1 et donc ¢ est surjective. Enfin, le théoréme du rang nous

donne
dim(Ker(y)) = dim(E) —rg(¢) =n — 1.

Il y a alors un lien étroit entre hyperplan et forme linéaire :

Théoréme 26.36.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n (avec n > 1). Soit H un sous-espace vectoriel
de E. Les propositions suivantes sont équivalentes :

e H est un hyperplan de F.

o Il existe une droite vectorielle D de E telle que H ® D = E.

o Il existe une forme linéaire non identiquement nulle ¢ telle que H = Ker(yp).

Démonstration
Montrons par implications successives.

e 1 = 2 Soit H un hyperplan. E étant de dimension finie, H également et dim(H) =
dim(FE) — 1. Par un théoréeme vu précédemment, H admet un supplémentaire D, et
dim(D) = dim(F) — dim(H) = 1; ainsi D est une droite vectorielle.

e 2 — 3 Soit H et D une droite vectorielle telle que H®D = E. D étant de dimension
1, dim(H) = n — 1. D étant une droite vectorielle, on peut écrire D = Vect(u) avec
u # 0. Définissons la forme linéaire suivante : si x = h + A\u, avec h € H (possible par
supplémentarité), alors ¢(z) = A\. On montre rapidement que ¢ est linéaire de E dans
R, donc est une forme linéaire. Par construction, puisque H & D = E, Ker(y) = H.
Enfin, ¢ n’est pas identiquement nul puisque dim(D) =1 # 0.

e 3 = 1 Sl existe p, forme linéaire non nulle, telle que H = Ker(y), alors Im (¢) =
R (car non identiquement nulle). Le théoréeme du rang garantit alors que rg(y) +
dim(Ker(y)) = dim(F) et donc dim(H) = dim(E) — 1 : H est bien un hyperplan.

Ainsi, un hyperplan est définie comme étant le noyau d’une forme linéaire, ce qui nous permet
de définir la notion d’équation d’un hyperplan :
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Définition 26.6.

Soit ¢ une forme linéaire non nulle de E. L’équation ¢(z) = 0, d’inconnue = € E, est appelée
une équation de 'hyperplan H = Ker(y).

Remarque

Pour déterminer un supplémentaire d’un hyperplan H, il suffit de trouver une droite vecto-
rielle non incluse dans H, donc un vecteur qui ne vérifie pas ’équation de H.

Exercice 26.16

Soit H = {(z,y,2,t), x +y — 2z + ¢t = 0}. Justifier que H est un hyperplan, et déterminer
un supplémentaire de H.

Solution

Notons ¢ : (z,y,2,t) — & +y — 2z + t. Alors ¢ est une forme linéaire, et H = Ker(p) : H
est un hyperplan de R*. Pour trouver un supplémentaire, déterminons un vecteur qui n’est
pas dans H. Par exemple, (1,0,0,0) ¢ H puisque 1 +0—2 x 040 =1 # 0. Ainsi

H & Vect((1,0,0,0)) = E.
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Exercices

Exercices

Dans ’ensemble des exercices, et sauf mention contraire, F désigne un espace vectoriel de di-
mension finie n > 1.

Bases et dimensions finies

000 Exercice 1 Des espaces de dimension finie (15 min.)
Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels de dimension finie. On précisera
leur dimension et une base.
1. F={f e F(R,R), I(a,b,c) eR3, VaxeR, f(z)=asin(z)+bcos(z)+ c}.
2. L’ensemble des suites réelles arithmétiques.
3. Les ensembles de matrices T, (R), 75, (R), S, (R) et A, (R).
4. {AeMm,(R), Tr(A) = 0}, ot Tr(M) est la somme des termes diagonaux d’une matrice
M e M, (R).
: {a: F— P(2)e* + Q(x)e ", (P,Q) € (]Rn[X])2} pour @ € R et n € N*.

Ut

@00 Exercice 2 Base or not base? (10 min.)

1. A quelle condition sur z les vecteurs (0,1,z),(x,1,—1) et (z,1,1 4 ) forment-ils une base
de R3?

2. A quelle condition sur \ les vecteurs X2 — X, X2 + X et (X + \)? forment-ils une base sur
R, [X]?

000 Exercice 3 Complétons tous en rond (10 min.)
Soit F'le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs (1,2, —1,3), (3, —2,0,1) et (—5,6,—1,1).
Déterminer une base de F et la compléter en une base de R%.

000 Exercice 4 Une base de polynébmes (15 min.)
On définit, pour tout k € [0, n], P, = X*(1 — X)"*.
1. Montrer que, pour tout j € [0, n], X7 est combinaison linéaire de P;, ..., P,.
2. En déduire que la famille (P, ..., P,,) est une base de R, [X].

Supplémentaires

000 Exercice 5 Supplémentaires (15 min.)

Dans chacun des cas suivants, justifier que F' est un sous-espace vectoriel de F, déterminer sa
dimension, et un supplémentaire de F' dans F.

1. E=R,[X] et F ={P e R,[X], P(2) = P(4) =0}.
000 Exercice 6 Des supplémentaires, encore (5 min.)

Dans chacun des cas suivants, montrer que F'et G sont supplémentaires dans FE.
1. E=R3 F={(z,y,2) € R® | 242y + 32 =0} et G = Vect((1,2,3)).
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2. Pourn > 1, F = R,[X], F = Vect(X(X —1),(X —1)(X —2),X(X —2)) et G =
{P e R,[X]|X?| P}

Applications linéaires en dimension finie

Exercice 7 Rang d'une application définie par une image (15 min.)
Montrer qu’il existe un unique endomorphisme f de R3 qui vérifie f(1,1,0) = (1,2,0), f(1,0,1) =
(3,—1,2) et f(0,1,1) = (5,3,2). Déterminer le rang de f de deux fagons différentes.

Exercice 8 Une application linéaire (15 min.)

x
Soit a un réel, et E, = {( y) €EMy 1 (R), z+y+z= a}. Soit f : M5 1(R) — M3 (R)

T y—2z
o))
z T—y

1. A quelle condition sur a I'espace E, est un sous-espace vectoriel de M3 ;(R)?

2. Démontrer que f est un endomorphisme de 93 ; (R).

3. Déterminer une base de Ker(f). En déduire le rang de f. L’application f est-elle injective ?
surjective ?

4. Montrer que Im (f) = Ej.

5. Montrer que Im (f) @ Ker(f) = 93 ;(R).

I’application par

Exercice 9 Une application linéaire sur les polyndbmes (15 min.)
Soit f: Ry[X] — R,[X] définie par
f:P(X)— P(X)— XP'(X)
1. Vérifier que f est un endomorphisme de R,[X].

2. Donner une base du noyau de f.
3. Donner la dimension et une base de 'image de f.

Exercice 10 D'apres oral ESCP (10 min.)
Dans cet exercice, on suppose que dim(E) = 3. Soit f € £(E) tel que f2 # 0 et f3 = 0.
Déterminer la dimension de Ker(f).

Exercice 11  Une autre application sur les polynémes (10 min.)
Soit n € N*. On note f la fonction définie sur R, [X] par f: P+ P(X +1) — P(X).
1. Montrer que f est un endomorphisme, et déterminer noyau et image de f.
2. En déduire que, pour tout polynome Q € R,,_;[X], il existe un polynome P € R, [X] tel
que Q = P(X +1)— P(X).
3. Montrer que le polynéme P précédent est unique a ’addition d’un réel pres.

Hyperplans

Exercice 12 Condition d'égalité d’hyperplans (15 min.)

Soient H et K deux hyperplans de FE. Soient ¢ et 1 deux formes linéaires non nulles telles que
H = Ker(p) et K = Ker(v).

Montrer que H = K si et seulement si ¢ et 1 sont colinéaires dans ’espace E*, c’est-a-dire s’il
existe A # 0 tel que ¢ = A.
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Exercice 13 Intersection de deux hyperplans (15 min.)
Déterminer la dimension de l'intersection de deux hyperplans distincts de E.
On pourra commencer par justifier que la dimension est minorée par n — 2.

Exercices théoriques

Exercice 14 Une majoration du rang (10 min.)
Soit F un R-e.v de dimension quelconque. Soient (zy,...,x,,) une famille de vecteurs de E.
Montrer que, pour tout p € [[1, n]],

rg (21, ..., ) <18 (21, ...,2,) + 1 —p.

Exercice 15 Endomorphismes nilpotents (20 min.)
Soit f € £(E) non nulle. On suppose que f est nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe k € N* tel que
ff=o.

1. Montrer que rg(f) < n — 1.

2. Soit p le plus petit entier tel que fP = 0. Montrer qu’il existe zy € F tel que la famille

(‘T(]v f(xO) 7f2 (xO) ) 7fp—1 (x0)>

est libre.
3. En déduire que p < n.

Exercice 16 Est-il nilpotent? (15 min.)
Soit f € £L(F). On suppose que :
VeeE, dpeN, fP(x)=0.

Montrer que f est nilpotent. Donner un contre-exemple en dimension infinie.

Exercice 17 Rang d'une somme (15 min.)
Soient f et g des endomorphismes de E. Montrer que
rg(f +9) <rg(f) +rg(yg)

puis que
rg(f) —rglg)] < rg(f —9g).

Exercice 18 D'apres Oral ESCP (15 min.)
Soit f un endomorphisme de R3 tel que Ker(f) et Im (f) ne sont pas supplémentaires.
Montrer que Ker(f) C Im (f) ou Im (f) C Ker(f).

Pour aller plus loin

Exercice 19 Une racine carrée? (25 min.)
Soit f € £(E) vérifiant f2 = —idp.
1. Soient (a:l, ,:xp> une famille de vecteurs de E telle que (a:l, ey, f(21), ...,f(a:p_l))
est libre. Montrer que (z1,...,@,, f (%), ..., f(z,)) est également une famille libre.
2. a) Soit z; # 0. Montrer que (zy, f(x1)) est une famille libre.
b) Montrer que, si n # 2, alors il existe x4 tel que (zy, o, f(z;)) est une famille libre.
¢) En déduire que n > 4.
3. Montrer que n est pair.
4. Donner un exemple de tel endomorphisme f dans le cas ou n = 2.
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000 Exercice 20 D’apres oral HEC (20 min.)
Supposons que E est un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soit u € £(FE) tel que

u? —2u+1id = 0.

1. Montrer que u est un automorphisme de FE.
2. Comparer Im (u —id) et Ker(u —id) et en déduire que dim(Ker(u —id)) >
3. Supposons que dim(Ker(u —id)) =n — 1.
a) Soit e; un vecteur non nul de Im (u — id). Justifier existence de n — 1 vecteurs
€g, ..., €, de E tels que (eq,...,e,_;) est une base de Ker(u —id) et u(e,,) = e; + €,,.
b) Montrer que (eq, ..., €,) est une base de E.

V|3

000 Exercice 21 D’aprées EDHEC (30 min.)

Soit n € N*. Pour tout k € [0, n], on note f, : x € R — zFe 2.
On note E,, le sous-espace vectoriel de E = D! (R*,R) engendré par la famille (fo, ..., f,,). On
note enfin d 'application définie sur F par d : f +— f’.

1. Montrer que d est une application linéaire sur E et que E,, est stable par d. On note alors

d,, la restriction de d a E,,.
2. Montrer que la famille (fy, ..., f,,) est une base de E,,.
3. Calculer d,, (fy) puis montrer que, pour tout k € [1, n], d,, (fi) = kfi—1 — fr-
1

4. Pour tout k € [0, n], on note g, la fonction définie sur R* par g, : x — Efk' Montrer
que la famille '
(=90 90 = 91,91 — G2 - » In—1 — )
est une base de E,,.
5. a) Montrer que, pour tout k € [1, n], d,, (9x) = gr—1 — G-
b) En déduire que d,, € GL (E,,).
c¢) Exprimer d,' (f;) dans la base (fy, ..., f,,), pour tout j € [1, n]
On pourra sommer de 1 a j la formule de la question a).

@ee F[xercice 22 Retour des polynémes de Lagrange (3 min.)
Soient ay, ..., a,, des éléments de R deux & deux distincts.

1. Montrer que I'application f, définie sur R,,[X] par f: P — (P(ag), ..., P(a,)) € R"*! est
un isomorphisme.

2. En déduire que, pour tout (b, ...,b,) € R*"! il existe un unique polyndéme P qui vérifie
P(ay,) = b, pour tout k € [0, n].
3. Notons (eq, ..., e,,1) la base canonique de R™ ™. Pour tout k € [0, n], expliciter f1 (ex41)-

En déduire I'expression du polynéme P dont l'existence (et 'unicité) a été montrée dans
la question précédente.

@ee® F[xercice 23 Des résultats étranges (30 min.)
1. Soit f € £(F). Montrer que

Im(f) =Im (f?) <= Ker(f)=Ker(f?) <= Ker(f)®dIm(f)=EFE.

2. Montrer que la dimension de E n est paire si et seulement s’il existe f € £(F) tel que
Im (f) = Ker({).
On pourra, connaissant une base (e, ..., €ps Cpils o s €2p> de E, construire f vérifiant Im (f) =
Ker(f) = Vect (eq, ..., €,).

3. Soit f € £(E). Montrer que dim(Ker(f)) < dim (Ker (f2)) < 2dim(Ker(f)).
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Sujets de concours

@00 Sujet 1 EML 2023 voie S — probléeme (partiel) (50 min.)
Dans tout le probléme, n est un entier supérieur ou égal a 2 et E un espace vectoriel de dimension
finie n.

Lorsque F'est un espace vectoriel de dimension finie, on admettra que la dimension de 1’espace
vectoriel L(E, F) est :
dim(£L(E, F)) = dimFE x dimF.

Préliminaire

1. Justifier que les espaces E et E* ont la méme dimension.

2. Soit ¢ un élément de E*.
a) Quelles sont les dimensions possibles pour I'image Im ¢ de ¢ ?
b) En déduire que ¢ est soit nulle, soit surjective.
¢) On suppose que ¢ n’est pas 'application nulle. Démontrer que ker ¢ est un hyperplan

de F.
3. Soit f: RP — R une forme linéaire. Montrer qu’il existe des réels A\, ..., A, tels que

P
V(xy,...,z,) €ERP, flag,...,2,) = Z)\kxk.
k=1

Partie | — Des exemples

4. Premier exemple
Dans cette question, p est un entier naturel non nul et E est I’espace vectoriel R,[z] des
fonctions polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a p.
1

On considére I'application g : E — R définie par : g(P) = / P(t)dt.
0

a) Démontrer que g est un élément de E*.

b) Quelle est la dimension du noyau de g?
c¢) Pour k € {1,...,p}, on consideére la fonction polyndéme Qj, : > x¥ — kLH
Démontrer que la famille (@, ..., Q,) est une base du noyau de g.
5. Second exemple
Dans cette question, p est un entier naturel non nul et E est 'espace R, [] des fonctions
polynoémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a p.
On considére l'application f : E — R définie par : f(P) = P(0).
a) Démontrer que f est un élément de E*.
b) Déterminer le noyau de f.
6. Dans cette question, on revient au cadre général.
Soient f et g deux éléments de £*, non nuls, tels que ker f C ker g.
a) Démontrer que ker f = ker g.
b) Justifier de l'existence d’un élément x, de E qui n’appartient pas au noyau de f.
¢) Démontrer que E = ker f & Vect(x,), ou Vect(x,) désigne le sous-espace vectoriel de
FE engendré par le vecteur x.
d) On pose h = g(xg)f — f(xy)g. Démontrer que h est nulle.
e) Que peut-on en conclure pour les formes linéaires f et g?

Partie Il — Hyperplans et formes linéaires

7. On a vu a la question 2c¢ que le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan. Le
but de cette question est de démontrer que tout hyperplan de F est le noyau d’une
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forme linéaire non nulle.
Soit H un hyperplan de E.
a) Soit (eq,...,e,_1) une base de H. Justifier de I'existence d’un vecteur e, dans E tel
que 3 = (eq, ..., €,) soit une base de I'espace vectoriel E.
b) Soit ¢ I’élément de £(E,R) défini par :

oles) = {0 sii€{l..,n—1}

1 sit=n

Justifier que cette définition est correcte et démontrer que ker ¢ = H.

Dans la suite de cette partie, on considére un entier p > 2 et une famille (fy, ..., f,) de formes
lincaires sur E, ainsi que l’application
f:lF — RP

r o (ful@) o fylz)

On tiendra pour acquis que l'application f est linéaire.

P
8. Démontrer que : ker f = ﬂ ker f;.

i=1
9. On suppose dans cette question que ’application f est surjective.
a) On note (e, ...,€,) la base canonique de RP. Justifier que €; admet un antécédent x

par f.
b) Démontrer que la famille (fi, ..., f) est libre dans E*.
10. On suppose dans cette question que ’application f n’est pas surjective.
a) Que peut-on dire de la dimension m de Im f?

b) En complétant une base (eq,...,e,,) de Im f en une base de R?, démontrer que Im f
est inclus dans un hyperplan H de RP.

c) En déduire que la famille (fy,..., f,) est liée dans E* (on pourra utiliser la question
6).

11. On suppose dans cette question que la famille (fi, ..., f,) est libre dans E*.
a) Justifier que f est surjective.

I3
b) Démontrer que : dim (m ker fl> =n—op.

1=1
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1
1. Remarquons que par définition,
F = {x + asin(z) + beos(z) + ¢, (a,b,c) € R3} = Vect(sin, cos, 1)

ou 1 désigne la fonction constante égale a 1. La famille (sin, cos, 1) est donc génératrice de F, qui
est de dimension finie. Constatons qu’elle est libre : s’il existe (a, b, ¢) tels que a sin +b cos +c = 0,
alors en évaluant en 0, g et m par exemple, on en déduit

b+c=0 a=0
a +c=0 = <b=0.
—b+c=0 c=0

La famille (sin, cos, 1) est donc une base de F, qui est de dimension 3.
2. On note F'I'’ensemble des suites arithmétiques. Remarquons que :

F={YneN,u,=a+bn, (a,b)eR?} = Vect((u,),(v,))

ou (u,,) est la suite constante égale a 1, et (v,,) la suite définie pour tout n par v,, = n. Donc
F est de dimension finie. De plus, (u,v) est libre; en effet, si (a,b) € R2, tels que au + bv = 0.
Alors, pour tout n, a+bn = 0 implique a = b = 0 : la famille est libre, et finalement dim(F") = 2.
3. Pour les matrices triangulaires, il suffit de repartir de la définition. En notant (E; ;)1<; j<n
les matrices élémentaires, remarquons que

TH(R) = Vect(Ey 1, By gy, By iy Eagy oo Eg ooy By ) = Vect ((Eiyj)

1<z<j<n> )

Ainsi, T;f (R) est de dimension finie, et la famille précédente est libre car extraite de la base

canonique, elle-méme libre. Finalement, (EZ j>1<,< _ forme une base de T,/ (R) et sa dimension
? IKISN

. LA n(n+1)
est dim(7,f (R)) = > i = S
i—1
Par le méme raisonnement,

T (R) = Vect(Br,1, By, By ooy Bty ey Ep) = Veet ((Eiy), ).

It

n
qui est également libre : dim(7,, (R)) = > j= n(n;l)'
=1

Pour §,(R) remarquons qu'une matrice M € 8, (R) va s’écrire

n i—1 n
E:EZS (Eij+ Ej,; +§:&ﬂ%r
i=1 j=1 =1

Ainsi,
8, (R) = Vect ((E” + Ej7i>1<j<i<n ) (Ei,i)1<i<n> .

Cette famille est libre : 'il existe (s; ;) des réels tels que
1

Z s; (B j+ E; ;) + ZSMEM-:O

n i— n
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alors, la famille (E; ;)1<; j<, étant une base, on en déduit que les (s; ;) sont tous nuls. Finalement,

J

c’est une base de §,,(R) et dim(S,(R))=>.i—1+> 1= (n_;)n +n= n(n;l)'
i=1

1= =
Enfin, pour A,,(R), remarquons qu’une matrice M € A,,(R) va s’écrire

n 1—1

S = Z Z si,j(Ei;— Ej.)

i=1 j=1

(les termes sur la diagonale étant nécessairement nuls). Alors

On démontre, comme précédemment, que cette famille est libre et forme une base de A, (R).
Ainsi,

" nin—1
dim(A,(R)) = (i—1) = nn=1)
— 2
=1
n
4. Soit A = (a; j)1<i<n. Remarquons que Tr(A) = 0 si et seulement si Zam = 0, soit si et
1<j<n i=1
n—1
seulement si a,, , = — Z a; ;-
i=1
Ainsi,
ay g ay 2 a1 p—1 Ay n
a2 Qg 2 O R o | Ao n
. . . . 2
{Aem,(R), Te(4)=0}= L : : . (a;;) RV
a’nfl,l anfl,Z anfl,nfl a’nfl,n
n—1
An 1 Apo v Apn-1 _Zi:1 Qi q

= VeCt((ELl — En7n), ELQ, 7E1,n7 E2,17 (EQ,Q — En,n)v ,Eg’n, En,n—l)

= Vect ((Ei,j)i#j (B — E”’n)1<i<n—1) '

L’ensemble est donc de dimension finie, car engendrée par une famille finie. Par ailleurs, la famille
précédente est libre, puisque que si une combinaison linéaire est nulle, en reprenant ’expression
de la matrice, cela donne tous les coefficients nuls. Ainsi, sa dimension est n? — 1.

5. Remarquons que :

F={z > P(x)e*® + Q(x)e=*, (P,Q) € (R,[X])*}
={z = (a, 2" + ap_ 12" 1 + ... +ag)e®® + (bx™ + ... + by)e %, (ag, ..., ap, by, ..., b,) € RZFT2},
= Vect (x > 2me®®, ... T > e 1 > x"e % ... x > e"F),
=B
Ainsi, F est de dimension finie. Or B est libre. Soit une combinaison linéaire telle que

T a,x"e” 4+ ...+ age®® + bx"e " + ...+ by = 0.
Notons p le plus grand indice tel que a, # 0, s’il existe. La relation précédente s’écrit alors
T a,zPe + ...+ ape® +b,x"e” " + ... + by = 0.

Or

a,wPe®” + ...+ age® + b, x"e”* + ... + by 2 ApTp
car a,, # 0 et donc
a,rPe®” + ...+ age® + byx"e” " + ... + by —+> 400
T—+00
ce qui est absurde puisque la somme est nulle. Donc tous les a; sont nuls. Notons alors ¢ le plus
grand indice tel que b, # 0. La relation devient

T byxle™ " + ...+ by =0
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soit, en divisant par e”“*

Vo, bgxl+..+by=0
Or, b,a? + ... + b fod b,xP car b, # 0, et donc b,x? + ... + by m 400, ce qui est absurde
puisque la somme est nulle. Finalement, tous les coefficients sont nuls, et la famille est libre.

Ainsi, dim(F') = 2n + 2.

Exercice 2
Les deux familles sont de cardinal 3, la dimension de R? et R,[X]. Il suffit donc de vérifier la
liberté ou la génératricité.
1. Déterminons le rang de la famille de vecteurs :
rg(<07 1, .%'), ($, 1, _1>7 (:Ua L1+ .’L‘)) = rg((07 1, $), (I’, L, _1>7 0,0,2+ l‘))
Siz#0et2+x+#0, cest-a-dire si x € R \ {0, —2}, la famille est échelonnée, donc de rang 3 :
la famille est une base.
Si x = 0, on obtient :
rg((0,1,0),(0,1,-1),(0,1,1)) = rg((0,1,0),(0,1,-1),(0,0,2))
=rg((0,1,0),(0,0,0),(0,0,2)) =rg((0,1,0),(0,0,2) = 2
puisque les vecteurs ne sont pas colinéaires : la famille est de rang 2, donc n’est pas génératrice ;
ce n’est pas une base de R3.
De méme, si x = —2:
rg(<0¢ 1’ _2)? <_2’ 17 _1)7 <_27 17 _1>) = rg((Ov 11 _2)1 (_21 17 _1)) =2
car les vecteurs ne sont pas colinéaires : la famille n’est pas génératrice et n’est donc pas une
base de R3.
2. De méme :
rg(X2 — A\ X2+ N (X +2)2) =1g(X? — A\, 2\, 20X + A2 + )
Si A # 0, la famille est échelonnée en degré, sans vecteurs nul : elle est libre et forme une base
de R, [X].
Si A =0, cela devient :
rg(X?, X2, X?) = rg(X?) =1

et la famille n’est pas libre et n’est donc pas une base de R,[X].

Exercice 3

Par définition,
F = Vect((1,2,-1,3),(3,-2,0,1),(-5,6,—-1,1)).

Vérifions si la famille définissant F est libre. Soient (a,b, c) € R? tels que

a(1,2,-1,3) + b(3,—2,0,1) + ¢(—5,6,—1,1) = (0,0,0,0).

Cela donne
a+3b—5¢=0 a+3b— 5¢c=0
= —c
2a —2b+6¢c=0 — 8+ 16c=0
— < < b= 2c.
—a — c=0 3b— 6¢c=0
c= c
3a+ b+ ¢=0 —8b+16c=0

La famille est donc liée : par exemple, —(1,2,—1,3) +2(3,—2,0,1) + (—5,6,—1,1) = (0,0,0,0).
Ainsi
F = Vect((1,2,—1,3),(3,—2,0,1)).
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et forme une base de F (car vecteurs non colinéaires) : F' est de dimension 2.
Pour compléter en une base de R*, de dimension 4, il faut donc trouver deux vecteurs libres qui
n’appartiennent pas a F. Remarquons que

a+3b—5¢c ==
20 —2b+6¢c =y
—a — ¢

3a+ b+ ¢ =t

Résolvons pour obtenir la ou les équations vérifiées par (z, vy, z,t) :

(r,9,2,t) € F < 3(a,b,c) € R3,

a+3b—5¢c ==z (a+3b— 5¢c ==x
20 —2b+6¢c =y —8+16c =y—2
<~
—a —c =z 3b— 6c =x+4+2z
3a+ b+ ¢ =t . —8 +16c =t—3x
a+3b— 5¢ =z
— 8b+ 16¢ =y—2x
<~
0=3y+2x+8z

Ainsi, (z,y,2,t) € F <= y+x—t=0 et 3y+ 2x+ 8z = 0. Remarquons que (1,0,0,0) ¢
Fet (0,1,0,0) ¢ F car leurs coordonnées ne vérifient pas les équations de F. Or, la famille
(1,0,0,0),(0,1,0,0)) est libre (extraite de la base canonique). Donc

((1,2,—1,3),(3,—2,0,1),(1,0,0,0), (0,1,0,0))

est une base de R%.

Exercice 4
e La formule du binéme de Newton nous donne :

et donc

Pour p = n — j (possible car j € [0, n]) :
n . n .
S L G EXIE RS of W I
i=j \¢—J i=j \¢—J
Ainsi, X7 € Vect(P;, ..., P,).
e La question précédente garantit que
Vie[o,n], X7e&Vect(Py,..,P,).
Ainsi, puisque R, [X] est un espace vectoriel :
Vect(X?, ..., X™) C Vect(Py, ..., P,).
La famille (P, ..., P,) est donc génératrice. Par ailleurs, dim(R,, [X]) = n+1 et la famille contient

n + 1 vecteurs. Par théoreme,

(Py, ..., P,) forme une base de R,,[X].
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Exercice 5
1. F est bien un sous-espace vectoriel de E : il contient le polyndéme nul, et si (P,Q) € F? et
A € R alors

AP+ Q)2)=AP(2)+Q(2)=0 et (AP+Q)(4)=AP(4)+Q(4) =0.
Ainsi, AP + @Q € F. Cherchons une base de F. P € F'si et seulement si 2 et 4 sont racines de P,
donc si et seulement si (X — 2)(X —4) divise P. Ainsi
F={P e R,[X], (X —2)(X —4) divise P}

={(X —=2)(X = 4)Q(X), Q € Ry[X]}
={(X —-2)(X —4)(aX?+bX +¢), (a,b,c) € R3}.
Ainsi,
F=Vect (X —2)(X —4)X2 (X —2)(X —4)X, (X —2)(X —4)))
et la famille & = (X —2)(X —4) X2 (X —2)(X —4)X, (X — 2)(X —4)) est libre (car échelon-
née en degré) donc forme une base de F': dim(F') = 3.
Complétons cette base : on remarque que les degrés de la famille F sont respectivement 4,3 et
2. Ainsi,

Vect (X —2)(X —4) X% (X —2)(X —4)X, (X —2)(X —4),X,1))

est une famille libre car échelonnée en degré, de cardinal 5, égal a la dimension de R, [X] : il s’agit
donc d’une base de R, [X]. On peut alors conclure que G = Vect(X, 1) est un supplémentaire de
F dans R, [X].

Exercice 6
Nous sommes en dimension finie. On va utiliser les propriétés sur les dimensions.
1. Remarquons que ¢ + 3y + 2z =0 < z = —3y — 22z. Ainsi

F={(=2y—3zy,2), (y,2) €R?*}
= Vect((—2,1,0),(—3,0,1)).
Les deux vecteurs sont non colinéaires, et on peut donc conclure que
dim(F)=2 et dim(G)=1.
Par somme, dim(R?) = dim(F) + dim(G). 1l reste simplement & montrer que I'intersection est

réduite a 0. Soit (x,y,2) € FNG. Il existe A € R tel que (z,y,2) = A\(1,2,3) = (A, 2\, 3X). De
plus, x 4+ 2y + 3z = 0 et donc

A+4A+9A=0 = A=0.

Finalement, (z,v,2) = (0,0,0) et NG = {0}.
On peut donc conclure finalement que R3 = F @ G.
2. Par propriété sur les polynomes, X° | P si et seulement s’il existe Q tel que P = X3Q avec
deg(Q) = deg(P) — 3 =n — 3. Ainsi, X3 | Psi et seulement s’il existe (ay, ..., a,_3) € R tels
que

P=X3ag+a X+ ...+ a,, X" %) =agX® +a,; X"+ ... +a, 3 X"
La famille (X3,..., X") est donc génératrice de G, et est libre car échelonnée en degré. Ainsi

dim(G) =n —2.

De méme, F est de dimension 3 puisque la famille (X (X — 1), (X — 1)(X —2), X(X — 2)) est
libre. En effet, s'il existe (a,b,c) € R3 tels que aX(X —1) +b(X —1)(X —2) + X (X —2) =0,
alors en appliquant en 0, 1 et 2, on obtient successivement b = 0, puis ¢ = 0 et finalement a = 0.
Ainsi, dim(F) +dim(G) = 3+ (n—2) = n+1 = dim(R,, [X]). Montrons que la somme est directe
pour pouvoir conclure.
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Soit P € FFNG. Puisque P € F, Pest de degré 2 au maximum, puisque combinaison linéaire de
polynéme de degré 2. Or, puisque P € G, X3 | P donc 0 est racine au moins triple de P. Etant
de degré 2, cela implique que P = 0. Ainsi ' NG = {0}.

Par théoréme sur les dimensions, on en conclut donc que R, [X]| = F & G.

Exercice 7

Pour montrer I'existence et 'unicité, on va utiliser le théoreme de caractérisation d’une appli-
cation linéaire sur une base.

Pour montrer 'existence et 1'unicité de '’endomorphisme f, il suffit de vérifier que la famille
F = ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) forme une base de R3. Le théoréme de caractérisation nous
confirmera I'existence et I'unicité. La famille F est de cardinal la dimension de R3. Il suffit de
montrer la liberté. Or remarquons que

a-+b =0
a(1,1,0) +b6(1,0,1) + ¢(0,1,1) = (0,0,0) <= < a +¢=0 < a=b=c=0.
b+c=0

Ainsi, la famille F est libre, et de bon cardinal : elle forme donc une base de R3.

Pour déterminer le rang, on va utiliser deux méthodes : la détermination de I'image, et la
détermination du noyau puis le théoréme du rang.

e Détermination de 'image. Par théoreme,

Im (f) = Vect ((17 27 0)? (3a _1) 2)’ <57 37 2)) .
Constatons que la famille n’est pas libre. En effet :
2(1,2,0) + (3,—1,2) = (5,3,2).

Ainsi
Im (f) = Vect ((1,2,0), (5,3,2))

et cette famille est libre puisque les vecteurs sont non colinéaires. On peut donc conclure que
((1,2,0), (3,—1,2)) forme une base de Im (f), et finalement

rg(f) = 2.

o Deuxiéme méthode : déterminons le noyau de f. Tout d’abord, puisque ((1, 1,0),(1,0,1),(0,1,1))
forme une base de R?, tout vecteur de R? s’écrit comme combinaison linéaire de ces trois vecteurs.
Mais alors

x(1,1,0) + y(1,0,1) + 2(0,1,1) € Ker(f) < =(1,2,0) +y(3,—1,2) + 2(5,3,2) = (0,0,0)

r+3y+952=0
= {2:1: y+32=0
20+2z=0
z+3y+52=0
<:>{ —Ty—T7z=0
20+ 22=0
z+3y+52=0
<:>{ Y =—z, z€eR
z=2z
r=—2z
= {y —z ,z € R.
z= =z
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Ainsi,
Ker(f) = {—22(1,1,0) — 2(3, —1,2) + 2(5,3,2), =z € R}
= {(0,22,0),z € R} = Vect((0,2,0)).

Ainsi, dim(Ker(f)) = 1 (le vecteur étant non nul). D’aprés le théoréme du rang (puisque R? est
de dimension finie) :

rg(f) = dim(R3) — dim(Ker(f)) =3 —1=2.

Exercice 8
0

1. Si a # 0, le vecteur nul | 0 | n’est pas dans E,, donc E, ne peut étre un sous-espace
0

vectoriel de M3 1 (R). Si a = 0, on peut montrer que £, est bien un s.e.v. (par exemple, comme
ensemble de solutions d’un systéme homogene linéaire de 1 équation a 3 inconnues.

x x’
2. Soient X = ( y ) et Y = ( Y ) deux éléments de My ; (R), et A € R. Alors
z z’
Ax + '
fOX+Y)=f| +vy
Az + 2

Ny +vy)—(Az+2")
A+ 2")— Az +2z)

Mz +2')— Ny +v)

My—2z2)+y —2
()\z x)+z2 —a )
A y)+x —y

y y/ o Z/
=A|l z—z |+ | =2
-y =y
Ainsi, f est linéaire de M5 ;(R) dans lui-méme : c’est un endomorphisme.

x Yy—z 0
3. Soit X = (y) € Ker(f). Alors f(X) = 0 nous donne (z—x) = (0) soit x =y = 2.

z T —

o ={(2): wen) e )))

Nous sommes en dimension finie. D’apres ce qui précede, dim(Ker
vecteur non nul). Par le théoréme du rang

rg(f) + dim(Ker(f)) = dim (2, (R))

et donc rg(f) =3 —1 = 2. f n’est pas injective (car son noyau n’est pas réduit & {0}) et n’est
pas surjective (puisque son rang ne vaut pas 3, la dimension de I'espace d’arrivée).
4. Remarquons que

o I E)
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Puisque les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment une base de E; et dim(E,) = 2.
Ainsi, rg(f) = dim(E,) = 2. Il suffit de montrer une inclusion pour pouvoir conclure.

a x a y—z
Soit | b | €Im(f). llexiste | y | telque | b | =| z—=a |. Mais alors
c z c r—y

atbte=(y—2+(z-2)+(@—-y =0

a
et donc ( b ) € Ey. Donc Im (f) C Ej et par égalité des dimensions, Im (f) = Ej.
c
5. Nous sommes en dimension finie. Puisque dim(Im (f)) + dim(Ker(f)) = 2+ 1 = 3 =
dim(M5 ; (R)), il suffit de montrer que Im (f) et Ker(f) sont en somme directe pour conclure
qu’ils sont supplémentaires dans s ; (R).
x
Soit X € Im(f) N Ker(f). D’aprés ce qui précede, X s’écrit X = (m) (car Ker(f) =
x

1
Vect (( 1 ))) avec z € R. Mais de plus, X € Im(f) = Ey. Donc ses coordonnées véri-
1

0
Bilan : Im (f) N Ker(f) = {0}, et puisque dim(Im (f)) + dim(Ker(f)) = dim(9; ;(R)), on en
déduit que Im (f) et Ker(f) sont supplémentaires dans 95 ; (R).

0
fient ’équation x +y + z = 0, ce qui donne ici x +x +x = 0, et donc x = 0. Ainsi, X = ( 0 ) .

Exercice 9
1. Soient P, Q deux polynémes de R,[X], et A un réel. Alors
fOAP+Q)=(A\P+Q)—XOA\P+Q)
=AP+Q— X\P' — XQ’
=AMP—-XP)+Q—-XQ
=M (P)+ f(Q)
Ainsi, f est linéaire. Si P est de degré maximum 4, P’ est de degré maximum 3, et donc X P’
est également de degré 4 au maximum. Ainsi, f(P) € R4[X] et f est donc un endomorphisme.

2. Soit P € Ker(f). On écrit P dans la base canonique P = a + bX + cX? + dX? + eX™*. Pest
dans le noyau si et seulement si

a+bX +cX?+dX3+eX*— X(b+2cX +3dX?+4eX?) =0 <= a—cX?—2dX3—3eX*=0.
Apres identification, on obtient a =c=d =e = f =0, et donc
Ker(f) = Vect(X)
3. D’apres le théoréeme du rang (on est en dimension finie), on a
vg(f) + dim(Ker(f)) = dim(R,[X]) < 1g(f) =5 —1 = 4
On détermine I'image de la base canonique de R4[X] :
f) =1, f(X)=0, f(X?) =—-X2, f(X3) =-2X3 et f(X%)=-3X4

Ainsi, (1, —X?, —2X3, —3X*) est génératrice et de bon cardinal (car rg(f) = 4) : c’est une base
de I'image :
Im (f) = Vect(1, —X2, —2X3 —3X%) = Vect(1, X2, X3, X*4)
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Exercice 10
On est en dimension finie. Par définition, dim(Ker(f)) € {0, 1,2, 3}, de méme pour rg(f).

Remarquons que f2 # 0 donc f # 0 : rg(f) > 1. De plus, rg(f) # 3 car sinon, f est surjective et
donc bijective en dimension finie; et dans ce cas f3 ne peut étre nulle.
Finalement, rg(f) € {1,2} et dim(Ker(f)) € {1, 2}.
Puisque f? # 0, il existe un vecteur z € E tel que f%(z) # 0. De fait, z # 0. Notons alors
B = (f(z), f2(z)) et montrons que B est une famille libre de Im (f), ce qui nous permettra de
conclure que rg(f) > 2 et donc rg(f) = 2.
Tout d’abord, par définition, f(z) € Im (f) et f2(z) € Im (f).
Soient (\, i) € R? tels que Af(x) + pf?(x). En appliquant f et par linéarité
SOV () + (@) = AP() + (@) = M) + 0 cax 2= 0
Ainsi, puisque f(x) # 0, A = 0 et finalement pf?(z) = 0, soit u = 0.
La famille (f(x), f2(z)) est libre dans Im (f), donc rg(f) > 2 et finalement rg(f) = 2.
Par le théoréme du rang :

dim(Ker(f)) =3 —rg(f) = 1.

Exercice 11
1. fest bien une application linéaire. En effet, si (P, Q) € R, [X]? et A € R, alors

FAP+Q) = (AP + Q)X +1) = (AP +Q)(X)
=AP(X+1)+Q(X+1)—-AP(X)—-Q(X)
=APX +1) = P(X))+ QX +1) = Q(X) = Af(P) + f(Q).
De plus, si P € R, [X], P(X +1) € R, [X] et donc P(X + 1) — P(X) € R,[X]. Il s’agit donc
bien d’un endomorphisme.
Soit P € Ker(f). Ainsi, P(X+1)—P(X) = 0, soit P(X+1) = P(X). On en déduit donc que pour
tout entier ¢, P(q) = P(0) (par récurrence rapide sur p). Remarquons alors que P(X) — P(0)
est un polyndéme de degré au maximum n, ayant une infinité de racine : il est donc nul. On

en déduit que P(X) = P(0) est un polynome constante. Réciproquement, si P est constant, il
vérifie P(X + 1) — P(X) = 0. Ainsi

Ker(f) = RX].

Soit P € Im (f). Il existe @ € R,,[X] tel que P =Q(X +1) — Q(X). Or Q(X) et Q(X + 1) ont
le méme coefficient dominant. Par soustraction, dim(P) < n — 1. Ainsi, Im (f) C R,,_;[X].
Or, le théoréme du rang (puisque R, [X] est de dimension finie) garantit que

rg(f) = dim(Im (f)) = dim(R,, [ X]) — dim(Ker(f)) =n+1—1=n.
Puisque dim(R,,_;[X]) = n = dim(Im (f)), on peut conclure que
Im (f) = R, [X].

2. Le résultat précédent garantit que, f : R, ;[X] — R, ;[X] définie par f(P) = P(X +1) —
P(X), vérifie Im (f) = R,, [ X]. Ainsi,

VQeR,,[X],3PeR,[X], Q=/f(P)=PX+1)—-PX).
3. Soit @ € R,,_;[X]. Soient P, R deux polynémes de R, [X] vérifiant Q = P(X +1) — P(X) =
R(X +1)— R(X). Ainsi, (P—R)(X +1) = (P — R)(X). En utilisant le méme résultat vu dans
la premiere question, on en déduit que P — R est constant, et donc P et R different d’un réel.
Réciproquement, s’ils different d’un réel, ils vérifient f(P) = f(R).
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Exercice 12
Tout d’abord, le sens réciproque, qui est le plus simple. S’il existe A # 0 tel que ¢ = A1), alors,

puisque X # 0 :
z e Ker(p) <= p(x) =0 <= M(z) =0 <= () =0 < z € Ker(y).
Ainsi, Ker(p) = Ker(1).
Réciproquement, supposons que H = K. Puisqu’on est en dimension finie, il existe u € E tel
que H @ Vect(u) = E.
Soit alors z € E. Il existe v € H et pu € R tel que z = v + pu. Mais alors, par linéarité de ¢ :
p(x) = @(v) + pp(u) = pep(u).
Puisque H = K, 1)(v) = ¢(v) car v € Ker(p) = H = K = Ker(). Ainsi
() = pap(u).
Remarquons que ¢(u) # 0 et ¢(u) # 0 car ¢ et ¥ ne sont pas identiquement nulles. Mais alors

E0)

p(x) = pp(u) = p——p(u) = ¥(z).
¥(u) Y(u)
En notant A\ = %, et le résultat précédent étant vrai pour tout z :
=X

et p et ¢ sont bien colinéaires.

Exercice 13

Soient H et K deux hyperplans de E. Tout d’abord, H + K est de dimension n—1 ou n (puisque
H C H+ K C E). Or, d’apres la formule de Grassmann :

dim(H + K) = dim(H) 4+ dim(K) — dim(H N K)

on en déduit que

n—1<n—14+n—1—dim(HNK)<n = |[n—2<dm(HNK)<n—1.

Or, si dim(H N K) = n — 1, puisque H N K C H, cela induit par égalité des dimensions que
HNK = H, ainsi K C K, puis K = H par égalité des dimensions : c’est absurde, car les
hyperplans sont distincts.

Finalement

dim(HNK)=n—2.

Exercice 14
Montrons le par récurrence descendante sur p. Soit P la proposition définie pour p € [1, n] par
«1g(w1, .0, 2y) <TE(T1,.0, @) + 0 —p o0
e Pour p = n, on a immédiatement que

rg(xq,...z,) <18(T1, 0y Ty) +n—n =181, ..., Tp).
Ainsi P, est vérifiée.
+ Supposons la proposition P vérifiée pour un certain entier p € [2, n], et montrons que P, ;
est vérifiée.
Par hypothese de récurrence,

rg<$17 7$n> < rg(ajlv ’xp> +n—p.

Or,
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— si x, € Vect(zy,...,2,_1), Vect(zy,...,2,) = Vect(xy,...,x,_) et donc
rg(acl, 7xp) = rg(wh ety $p_1);
— sinon, Vect(zy,...,z,) = Vect(zy,...,z,_1) ® Vect(z,) et donc

rg(Tq, .0, ) = 18(2q, 0, Tpp) + 1
Dans tous les cas
1g(2q, s ) < TE(T1, 0, Tpq) + 1
soit, en utilisant ’hypothése de récurrence :
rg(xq, s Tpy) < 1(Tq, 0, 2p) 00— p
< (1g(@1, o Ty ) + 1) £ —p
<rg(zy, ., Tpq) +n—(p—1).
Ainsi, P,_; est vérifiée.

On conclut par récurrence descendante :

Vpe [[17 nﬂ? rg(xlw"axn)grg(xla-“axp)_‘_n_p-

Exercice 15

1. Tout d’abord, Im (f) C E et donc rg(f) < n. Si rg(f) = n, alors f est surjective, et donc
bijective puisqu’on est en dimension finie. Or f* = 0, et en appliquant f~* k — 1 fois, on obtient
f =0, ce qui est absurde, car f = 0 n’est pas bijective.

Finalement, |rg(f) <n — 1.

2. Puisque p est le plus petit entier tel que fP = 0, il existe au moins un vecteur x, € E tel
que fP~1(xq) # 0. Montrons alors que (g, f(xg), ..., fP~ (xq)) est libre. Soient (X, ..., A, 1) des

réels tels que
p—1

> Xifi(zg) =0

=0
(en notant que fO(zq) = id(zg) = ). Supposons que les \; ne sont pas tous nuls.
Prenons le plus petit entier iy € [1, p — 1] tel que \; # 0. Ainsi, la relation s’écrit

i9—1 p—1 p—1
D Nifimo)+ > Aifi(mg) = 0s0it ¥ A fi(zg) =0
i=0 i=ig i=ig

=0

En appliquant fP~%~1 et par linéarité, on obtient alors

p—1
D NPT () = 0

i—ig
et par nilpotence de f, fP*i~%~1 = ( pour i > i,. Finalement, il vient
Aig [P H @) =0

et puisque fP~1(zy) # 0 par hypothese, Ai, = 0, ce qui contredit I'hypothése de départ.
Finalement, tous les A; sont nuls et la famille est libre.

3. En dimension finie, une famille libre a, au plus, n = dim(E) éléments. Puisque la famille
(20, ..., fP~Y(z()) est libre, on en déduit que le nombre d’éléments, p est plus petit que n :
=0
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Remarque
C’est un résultat important et une démonstration classique : si une application est nilpotente
en dimension finie, son ordre de nilpotence est forcément inférieur ou égal a la dimension
de ’espace.

Exercice 16
Nous sommes en dimension finie. Il existe donc une base B = (e, ..., ¢,) de E. Par hypothese
Posons alors p = max(py, ..., p, ). Par composition :

Vie [[L n]]? fp(ei) = fPP (fpl(ez» =0.

Mais alors, pour tout x € E, il existe (A, ..., A,) tels que

n
i=1

Par linéarité de f? :
fr(z) = Z)‘ifp(ei> = 0.
i—1

Ainsi, pour tout x € E, fP(x) =0 : f est bien nilpotente.

En dimension infinie, on peut prendre pour f la dérivation sur R[X]. Pour tout polynome P €
R[X], en dérivant suffisamment de fois, il existe n tel que f(P) = 0. Pour autant, la dérivation
n’est pas une application nilpotente. En effet, si on suppose qu'il existe n tel que " = 0 sgx)),
en prenant P = X™ on obtient une absurdité : n! = 0.

Exercice 17

Montrons que Im (f+¢) C Im (f)+Im (g). On raisonnera alors par dimension. Soit x € Im (f+g).
Il existe donc y € E tel que z = (f + g)(y). Or

= (f+9)(y) = fy) +9(y) € Im(f)+Im(g).
L’inclusion est donc montrée, et puisqu’on est en dimension finie , on peut en déduire que
dim(Im (f + g)) < dim(Im (f) + Im (g)).
Or, d’apres la formule de Grassmann,

dim(Im (f) + Im (g)) = dim(Im (f)) 4+ dim(Im (g)) — dim(Im (f) N Im (g))

>0

< dim(Im (f)) + dim(Im (g)).
Finalement

rg(f + g) = dim(Im (f + g)) < dim(Im (f)) + dim(Im (g)) = rg(f) +rg(g)-
Appliquons cette inégalité deux fois :
rg(f) =rg(f —g9+9)
rg(g) =rglg—f+f)
Or, Im (f —g) =Im (g — f). En effet,
zelm(f—g) = ek, x=[f(y -9y
= JyeE, x=-—f(—y)—(—g(—y)) par linéarité
= JyeE, xz=g(—y) —f(-y) €lm(g—f)

rg(f —g) +rg(g)
rg(g — f) +rg(f).

<
<
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La réciproque se fait de la méme maniere.
Finalement

rg(f) <rg(f—g) +ralg) et rglg) <rg(f—g) +ral9)
ce qui donne

rg(f) —rglg) <rg(f—g) et rglg) —re(f) <rg(f—9)

soit finalement

lrg(f) —rg(g)l <rg(f —9).

Exercice 18
Tout d’abord, puisque f est un endomorphisme de R3, de dimension 3, rg(f) € [0, 3] et
dim(Ker(f)) € [0, 3].
Raisonnons par contraposée. Supposons Ker(f) ¢ Im (f) et Im (f) ¢ Ker(f). Nécessairement,
Ker(f) # {0} et Im (f) # {0} : f n’est pas injective, et donc pas surjective (car en dimension
finie). Ainsi

rg(f) €[1,2] et dim(Ker(f) € [1, 2].

o Sirg(f) =1.Prenons e; € Im(f) tel que e; ¢ Ker(f) (existe par hypothese). Ainsi Im (f) =
Vect(eq). Mais alors Im (f) NKer(f) = {0}. En effet, si z € Im (f) N Ker(f) alors il existe A € R
tel que x = Ae; mais alors, puisque e; ¢ Ker(f), z ¢ Ker(f) sauf si A = 0.

Finalement, Im (f) N Ker(f) = {0} et d’apres la formule du rang dim(Ker(f)) + dim(Im (f)) =
dim(R?) : on en déduit que Im (f) @ Ker(f) = R3.

o Si dim(Ker(f)) = 1, notons e; € Ker(f) tel que e; ¢ Im(f). Le méme raisonnement que
précédemment impose que Im (f) N Ker(f) = {0} et les espaces Ker(f) et Im (f) sont supplé-
mentaires dans R3.

Corrigés des exercices approfondis

Exercice 19
1. Montrons que (1, ..., Z,, f(21), ..., f(x,)) est libre. Soient (Ay,..., A,, py, ..., p1,,) des réels tels

que
p p

Z Ay + Z pif(z:) =0 (1).
=1 =1

Appliquons f, et utilisons f2 = —id. Par linéarité

P P P
f(z/\ixi+2/~bif< z) Z)\f Z i f? ()
=1 i=1 =1
P
= Z)\ fl@) = pw =0 (2)
=1
Effectuons alors 'opération A, (1) — 11,,(2). Cela donne
p p—1
D (Nky - apty) i+ 3 (1idy = Aity) f i) = 0

-1 i=1
Par liberté de la famille (24, ...,z,, f(z1),..., f(z,—1)), on en déduit que

VZG[[LP]L )‘zAp—i_Msz:O et VZG[[LP_I]]? :uz)‘p_)‘zup:o

Pour ¢ = p, on obtient alors
2 2 _
Ay +pp =0
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soit A, = p, = 0. La relation (1) s’écrit alors

p—1 p—1
i=1 i=1

et par liberté de la famille (zy,...,z,, f(z1), ..., f(z,-1)),
Vie[l,p—1], A=p;=0.

Ainsi, la famille (x4, ...,2,, f(z1),..., f(z,)) est bien libre.

2.

a) Sixz; # 0, la famille (z;) est libre. Le résultat précédent garantit que (x, f(z,)) est libre.
b) Sin # 2, la famille (z,, f(z;)) est libre mais ne peut pas étre génératrice, car sinon (z, f(z,))
est une base de E et dim(F) = 2. Finalement, n’étant pas génératrice, il existe x, € E tel que
xy ¢ Vect(xy, f(zq)). Ainsi, la famille (zq, f(x), x4) est libre.

¢) On applique le résultat de la question 1 : (xy, x4, f(x1)) est libre, donc (1, x4, f(21), f(23))
est également libre. Mais alors, il existe une famille libre de cardinal 4, donc n > 4.

3. On réitere le processus de la question 2. Supposons qu’a un certain rang k, la famille

(T1yeeey p, f(21),.or, f(x1)) est génératrice. Alors étant libre, elle forme une base et dim(E) = 2k

est pair.

Sielle n’est pas génératrice, il existe un vecteur z;,; € Etel que ., ¢ Vect(zy, ..., xy, f(z1), ..., f(zp)).
Mais alors, la famille (x4, ..., zy, Tpyq, f(21), ..., f(x})) est libre, et d’apres la question 1,

(T1y ey Thy Thop1s f(21), oo, f(xpyq)) est également libre. Ainsi, on a construit une nouvelle famille

composée de deux nouveaux vecteurs libres.
Ce processus s’arrétera puisque E est de dimension fini.

Exercice 20
1. u est un endomorphisme. Constatons que :

u? —2u+id =0 <= u(u—2id) = —id <= 4 (2id —u) = id.

Par criteére, étant en dimension finie, u est bijective et u~! = 2id — u. Ainsi,

u est un automorphisme de E.

2. Soit z € Im (u —id). Il existe y tel que z = (v —id)(y) = u(y) — y. Mais alors, par linéarité
de v :

(u—id)(z) = u(u(y) —y) — (w(y) —y)
=u?(y) —u(y) —uly) +y =v?(y) —2u(y) +y =0

puisque u? — 2u +id = 0. Ainsi, z € Ker(u — id) et Im (u — id) C Ker(u — id).
Etant en dimension finie, on peut donc en déduire que rg(u —id) < dim(Ker(u — id)). Mais le
théoreme du rang nous donne également que

rg(u —id) + dim(Ker(u — id)) = n.
Finalement, en utilisant ces deux résultats :
n =rg(u —id) + dim(Ker(u — id)) < 2dim(Ker(u — id))

et donc

dim(Ker(u —id)) >

|3
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a) Le théoreme du rang nous garantit que rg(u —id) = n — dim(Ker(u — id)) = 1. Ainsi, si
e; € Im (u—id) est non nul, (e;) forme une famille libre et de bon cardinal de Im (u —id) : (e;)
forme donc une base de Im (u — id).

Puisque Im (u —id) C Ker(u —id), on peut compléter la famille (e;) en une base de Ker(u —id),
que l'on note (eq, ..., e,_1) (dimension finie, avec dim(Ker(u —id)) =n — 1).

Enfin, puisque e; € Im (u —id), il existe e,, € E tel que e; = (u —id)(e,,) = u(e,) — e, ce qui
se note également u(e,,) = e; + e,

On a donc bien construit une famille (e, ..., e,,) qui vérifie les critéres de ’énoncé.

b) Montrons que cette famille est libre Cela suffira pour conclure, puisqu’elle sera de bon

cardinal. Soient (Aq, ..., A,) tels que Z A;e; = 0. En appliquant u — id, et puisque (e, ..., €,_1)

sont des éléments de Ker(u —id), il reste
A (u—id)(e,) =0 <= A, (ule,) —e,) = A\,eqg =0.
Or e; # 0 par hypothese : \,, = 0. La relation devient alors

n—1
=1

Or, par construction, (eq,...,e,_ ;) est une base de Ker(u — id), donc est une famille libre : on
peut en déduire que \; = ... = \,,_; = 0.
Finalement, la famille (eq,...,e,) est libre, de cardinal égal & la dimension de E : (ey,...,€,)

forme une base de E.

Exercice 21

1. La dérivée est une application linéaire sur F : si (f,g) € F et A € R, on a bien évidemment
dAf+9)=Af+9) =M +g = M(f)+d(g)

Remarquons que, pour tout k € [1, n],

fi iz kakle @ — gke=®

et pour k =0, fy = —fy. Ainsi d(f,) € E,,. Ceci étant valable pour tout k € [0, n], et la famille
(fo, -+, [n) engendrant E,,, on peut conclure que E,, est stable par d.
2. La famille (fy, ..., f,,) est génératrice de E,,. Montrons la liberté. Soient (Ag, ..., \,,) des réels

—T .

tels que Z A f; = 0. Mais alors, pour tout réel x et en multipliant par e

i=0
n n
Z /\ixle_x =0 < Z )\lxl =0.
i=0 i=0
n
Ainsi, le polynéme z Z A;z; est nul, donc tous ses coefficients le sont : Ay = ... = A,, = 0.

La famille est donc libre, et ﬁnalement forme bien une base de E,,.
3. Rapidement (calcul déja fait en 1), d,,(fy) = —f, et pour tout k € [1, n],

dp(fr,) : &= kaF e —abe™ = kfy 4 (2) — fi(x).

Ceci étant vrai pour tout z € R*, on a donc bien d,,(fi,) = kfi_1 — fi-
4. Par combinaison linéaire usuelle :

Vect(—go,90 — 91,91 — 92, -+ s n—1 — 9n) = Vect(—go, —91,91 — 92, - » Gn—1 — In)

= VeCt(_90> —91,—92,92 — 935 -y 9n—-1 — gn)
= Vect(—gy, —g1,---, —gy) en réitérant le processus.

Finalement

Vect(fo, ooy fn) = Ep.

La famille étant de bon cardinal, et génératrice, on peut conclure qu’il s’agit d’une base de E,,.

Ja I
Vect(—g0, 90—91,91—92 -+ > Gn—1—9n) = VeCt<_f07_f17_E7ma nn>
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d.
a) En utilisant la question 3 :

Vke[1,n], d,(g) =d, (%)

d,(fi) par linéarité

1 1

kl
= E (kfe1— fx) = mfk:—l — /= k1 — 9k

b) Remarquons que d,,(fy) = —go et d’apres la question précédente, pour tout k € [1, n] :
dn(fr) = dn(Klgr) = kN gr—1 — gr)-

Ainsi, d,, transforme la base (fy,..., f,) en la base (—gg,90 — g1, -, n—1 — gn). Par critere, d,,
est donc une application bijective de E,,.
¢) Suivons 'indication :

J J
> du(9) = gr-1— g = g0 — g; Par telescopage.
i=1 i=1

Ainsi, pour tout k € 1, n] :

J
—QO*Zd gz - Zdn car gO_*dn(QO)'
0

<.

Finalement,

fj = j!gj = j! (_Z_dn<gi)>

J 1l
viellal, &)=Y a:t (d,(-55))
J 4!
= ;_Efi'

Ce résultat est valable pour j = 0, puisque d,,(fy) = —f, donc d,;1(fy) = —fo. Ainsi :

i1
VjE[[l, n]]a dgl(f):_zz_'fz

Exercice 22

1. 11 faut d’abord montrer la linéarité. Soient (P, Q) deux polynomes de R, [X], et A un réel.
Alors

FOAP 4+ Q) = (AP +Q)(ag), ..., (AP + Q)(ay,))
<>‘ (a0>+Q<a0) )‘P(an)+Q(an>)
= MP(ag), P(ay), ..., P(ay,)) + (Q(ag), ..., Q(a,)) = Af(P) + f(Q).
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De plus, f est injective. En effet, si P € Ker(f), alors f(P) = (P(ay), ..., P(a,)) = (0,...,0).
Ainsi, (ag, ..., a,) sont des racines de P, deux-a-deux distinctes par hypothese. Or P € R, [X] :
P est de degré au plus n et admet n + 1 racines distinctes. Cela implique que P = 0.

f est donc une application linéaire injective de R, [X] dans R"*!, espaces vectoriels de dimension
n + 1 tous les deux. Par théoreme, elle est bijective.

f est un isomorphisme.

2. f étant bijective, par définition, pour tout (b, ...,b,) € R"*1 il existe un unique polynome
P tel que f(P) = (bg,...,b,), c’est-a-dire

3. Soient (eq,...,e,,1) la base canonique de R"*!. Soit i € [0, n]. Posons
n
P = H(X — ay)
k=1
kti
Alors N
Vk#i, Pap)=0 et Pa;)= H(ai —ay) #0
k=1
ki

Ainsi,

F(B) =(0,...,0, [ [ (a; — ay),0,...,0) = [ [ (@i — ar)essr.

k=1 k
ki k

Par linéarité, on peut donc conclure que

Vie[l,n+1], fYep) = -

k=1 k=1
ki ki
Finalement, par caractérisation d’une application linéaire sur une base :
A4 (bo, veey bn> (S Rn+1, f_l(bo, veey bn> = f_l(boel + ...+ bn€n+1>
=bof M (er) + oo+ by fH (En41)-

On peut conclure que

s
o

|
=

3
T
S

@
i
o
I3[

VY (bo, ..., b,) € R f=1(b,, ...

“@‘
3
~—
Il
S
<

(a; —ay)

>

Sl
BN

Exercice 23

1. Nous sommes en dimension finie, on peut donc utiliser le théoreme du rang. Ainsi,
rg(f) + dim(Ker(f)) = E = rg(f?) + dim(Ker(f?)).

o Silm(f) = Im(f?), cette égalité devient dim(Ker(f)) = dim(Ker(f?)). Or, Ker(f) C Ker(f?)
puisque si @ € Ker(f) alors f(z) = 0 et par composition f(f(z)) = f?(x) = 0. Par inclusion et
égalité des dimensions, Ker(f) = Ker(f?).
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« Réciproquement, si Ker(f) = Ker(f?), I’égalité devient rg(f) = rg(f?). Or, Im (f2) C Im (f)
puisque si € Im (f?) alors il existe y € E tel que x = f2(y) = f(f(y)) € Im (f). Par inclusion
et égalité des dimensions, Im (f) = Im (f2).
o Supposons Ker(f) = Ker(f?). Montrons que Ker(f)@®Im (f) = E. Tout d’abord, le théoréme
du rang nous donne déja dim(Ker(f))+ dim(Im (f)) = dim(E). Il reste & montrer que Ker(f) N
Im (f) = {0} pour pouvoir conclure. Soit x € Ker(f) NIm (f). Il existe y € E tel que x = f(y)
et f(z) = 0. Cela devient f2(y) = 0 : y € Ker(f?). Or Ker(f?) = Ker(f) donc y € Ker(f) :
f(y) = 0, c’est-a-dire = 0. On peut donc conclure que Ker(f) N Im (f) = {0} et finalement,
par égalité de dimension, que Ker(f) & Im (f) = E.
« Enfin, supposons Ker(f) @ Im (f) = E et montrons que Im (f) = Im (f?), ce qui permettra
de conclure puisqu’on a déja montré que Im (f) = Im (f?) < Ker(f) = Ker(f?).
On a déja linclusion Im (f2) C Im (f). Soit « € Im (f). Il existe donc y € E tel que z = f(y).
Par supplémentarité, il existe a € Ker(f) et b € Im (f) tel que y = a + b, c’est-a-dire il existe
c € E tel que y =a+ f(c). En appliquant f, on en déduit

fy) = f(@)+f*(c) = f*(e).

-0

Or f(y) = x, donc = = f%(c) € Im (f?).
2. Si Im (f) = Ker(f), le théoreme du rang nous donne rg(f) + dim(Ker(f)) = 2rg(f) = n et
donc n est pair.
Réciproquement, supposons n pair, qu’on écrit n = 2p avec p € N*. Soit (e1,...,€,,€,41, ..., €2;)
une base de F (qui existe car de dimension finie). Définissons f par la caractérisation sur une
base : soit f 'unique application linéaire vérifiant :

VZ€H17PH7 f(ez>:0 et V/LE[[p—i_la 2p]]) f(€z>:ez—p
Par définition, Ker(f) = Vect(ey, ..., e,) et toujours par définition
Im (f) = Vect(f(eq), ..., f(esp)) = Vect(0, ...,0,eq,...,e,) = Vect(eq, ..., ).

Ainsi, Im (f) = Ker(f).
3. Tout d’abord, nous avons vu plusieurs fois que Ker(f) C Ker(f?). Puisqu’on est en dimension

finie, | dim(Ker(f)) < dim(Ker(f?)) | car ce sont des sous-espaces vectoriels de E.

Soit g 'application f I (1) 9 est linéaire de Im (f) dans E et le théoréme du rang donne
rg(g) + dim(Ker(g)) = dim(Im (f)) = rg(f).
Constatons que
x€Ker(g) <= ze€Im(f)et f(x)=0 < z&lIm(f)NKer(f).
Par ailleurs :
velm(g) < Jyelm(f), o=fy) < Zem(f), o=/(f(z) < oelm(f2),
Finalement
vg(f) = dim(Im () O Ker(£) + dim(Tm (/2)) = dim(Tm (£) O Ker(f) + rg(/2).
Or, le théoréme du rang appliqué & f et f? nous donne également
rg(f) + dim(Ker(f)) = n = rg(f2) + dim(Ker(f?))
donc les deux relations précédentes s’écrivent
dim(Ker(f2)) = dim(Tm (f) N Ker(f)) + dim(Ker(/))
Pour terminer, puisque Im (f) N Ker(f) C Ker(f), dim(Im (f) N Ker(f)) < dim(Ker(f)) et donc

dim(Ker(f?)) < dim(Ker(f)) + dim(Ker(f)) = 2dim(Ker(f)).

A. Crouzet 48 ©@®®



Maths. approfondies Chapitre 26 — Espaces vectoriels de dimension finie

Corrigés des sujets de concours

Sujet 1

Préliminaire
1. Nous sommes en dimension finie. Par propriété,

dim(E*) = dim(£(E,R)) = dim(F) x dim(R) = dim(E) x 1 = dim(E).
Ainsi, F et E” ont méme dimension.
2. a) Par définition, Im ¢ C R, donc dim(Im ¢) < dim(R) = 1. Ainsi, la dimension de Im ¢ vaut
0 ou 1.
b) Si dim(Im¢) = 0, cela signifie que Imp = {0} : tout élément de E est envoyé sur 0; la
fonction ¢ est donc la fonction nulle.
Si dim(Im¢) = 1 = dim(R), puisque Im ¢ C R, par égalité des dimensions, Imyp = R : ¢ est
surjective.

Finalement, ¢ est soit nulle, soit surjective.
c¢) Le théoréme du rang, appliqué & ¢, nous donne

dim(E) = dim(ker ¢) + dim(Im ¢).
Si ¢ est non nulle, d’apres ce qui précede, dim(Im ¢) = 1 et le théoréme du rang donne alors

dim(ker ) = dim(E) — 1 =n—1.

Ainsi, ker ¢ est un hyperplan.
3. Prenons la base canonique de R?, que l'on note (ey,...,e,). Par linéarité de f, pour tout
(71,...,2,) € RP, on peut écrire

f(wy, . 2),) = f(a:lel + .t :Bpep)

T f(er)

I
NE

=

=1
Or, f étant une forme linéaire, pour tout k € [1, p], f(er) € R; notons alors A\, le réel f(ey).
On en déduit que, pour tout (zy,...,z,) € RP

P P
f(x1, ) = Zﬂﬂkf(ek) = ZM%-
k=1 k=1

Partie | — Des exemples

4. a) Rapidement, g est linéaire. En effet, si (P, Q) € E? et A\ € R, par linéarité de I'intégrale :

1 1 1
GNP+ Q) = / (AP +Q)(t)dt = A / P(t)dt + / Q()dt = Ag(P) + g(Q).
0 0 0

Puisque g : E — R est linéaire, g est une forme linéaire : g € E*.
b) g n’est pas nulle, puisque par exemple g(1) = 1. D’apres le préliminaire, le noyau de g est un
hyperplan de R, [z] et donc

dim(kerg) = (p+1)—1=p.

¢) Montrons tout d’abord que les polynémes @, sont dans le noyau de g.
Soit k € [1, p]. On calcule :
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Ainsi, pour tout k € [1, p], Q) € kerg.

La famille (Qj,)1<k<, est échelonnée en degré, sans polynéme nulle : elle est donc libre. Puisqu’elle
est de bon cardinal (c’est-a-dire ici p, la dimension du noyau), il s’agit bien d’une base du noyau
de g.

5. a) f est bien linéaire. En effet, pour tout (P,Q) €e? et A\ER :

fAP+Q) = (AP +Q)(0) = AP(0) + Q(0) = Af(P) + f(Q).
Puisque f : EF — R est linéaire, il s’agit d’une forme linéaire : f € E*.

b) Soit P = Z%Xk € ker f. Alors f(0) = 0 est équivalent a ay = 0. Ainsi
k=0

ker f = {a" X" + ... + a1 X, (aq, ..., a,,) € R"} = Vect(X, X2, ..., X").

6. a) fet gétant non nuls, d’apres les préliminaires, dim(ker f) = dim(ker g) = n—1. Puisqu’on
a l'inclusion ker f C ker g et ’égalité des dimensions, on en conclut que ker f = ker g.

b) Puisque dim(ker f) = n —1 < dim(FE), il existe un élément z, de E qui n’appartient pas a
ker f.

c) Puisque zy ¢ ker f, zo # 0 et donc dim(Vect(zg)) = 1. Ainsi, dim(ker f) 4+ dim(Vect(zy)) =
n—1+1=n=dim(F). Il suffit donc de montrer que la somme est directe.

Pour cela, prenons x € ker f N Vect(zg). 1l existe A € R tel que x = Axy. Puisque x € ker f,
f(z) =0, c’est-a-dire Af(zy) = 0. Or, par hypothese, f(xy) # 0, donc nécessairement A = 0 et
finalement x = 0.

Ainsi, ker f N Vect(zy) = {0} et par égalité des dimensions, on en déduit bien que

ker f @ Vect(zg) = E.

d) On va utiliser la décomposition précédente. Soit = € E. Il existe y € ker f et z € Vect(z)
tels que x = y + z. Puisque z € Vect(zg), il existe A € R tel que z = \x,. Mais alors :
h(z) = h(y + Axg) = g(xo) f(y + Azg) — f(20)g(y + A7)
= g(z0) f(y) + Ag(wo) f(wg) — f(20)g(y) — Af(x)g(x() par linéarité

= g(zo) f(y) — f(z0)g(y)-
Or y € ker f, donc f(y) = 0. Mais, d’apres la question 5a) ker f = ker g, donc y € ker f = kerg
et finalement g(y) = 0. On conclut donc que h(z) = 0.
Ceci étant valable pour tout z € E, on peut conclure que h est ’application nulle.

e) Puisque f(z() # 0, et qu’il s’agit d’un réel (car f est une forme linéaire), on peut écrire
_ 9(zo) f
f(zo)
On a montré que les applications f et g sont colinéaires. Ainsi, si f et g sont des formes linéaires
non nulles telles que ker f C ker g alors f et g sont colinéaires.

Partie Il — Hyperplans et formes linéaires

7. a) (e1,...,€,_1) étant une base de H C E, il s’agit d’'une famille libre de E. D’apres le
théoréme de la base incompleéte, on peut la compléter en une base de FE. Puisque dimH =
dimFE — 1, il existe donc un vecteur e,, tel que (e, ...,e,) forme une base de E.
b) (eq,...,e,) étant une base de E, ¢ est définie par I'image sur une base de F. L’application
¢ existe et est unique. ¢ étant non nulle (car ¢(e,) # 0), la dimension du noyau est n — 1.
Remarquons que, par définition de ¢ :
Vie[l,p—1], ¢(e) =0

et donc, pour tout ¢ € [1, p— 1], e; € ker . Puisque ker ¢ est un espace vectoriel,

Vect(eq, ..., e, 1) Ckerp <= H C ker .

Puisque dim(ker ¢) = dimH, on a bien démontré que ker p = H.
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8. Raisonnons par double inclusion.
C Soit = € ker f. Ainsi, f(z) = (0,0,...,0), c’est-a-dire f;(z) = 0 pour tout i € [1, p] :
P

x € ker f; pour tout i € [1, p], c’est-a-dire x € ﬂ ker f.
=1

D Soitz € ﬂkerfl Alors, pour tout i € [1, p], fi(z) =0, et donc f(z) = (0,...,0) : z € ker f.
9. a) Pulsque f est surjective, tout élément de RP admet au moins un antécédent par f. Puisque
e; € RP il existe x € E tel que f(z) = €.
b) Soient (Ay,...,A,) € RP tels que

> Aifi=0.

k=1

Puisque f(z) = €, on en déduit que f(x) = (1,0,...,0), c’est-a-dire que fi(x) = 1, fo(z) =
0,... fo(x) = 0. Appliquons I'égalité précédente en x :

k=1

En procédant de méme pour tout vecteur ¢; de la base canonique de RP, on en déduit que
Ay = ... = A, = 0. Ainsi, la famille (fi, ..., f,) est libre.

10. a) Puisque f n’est pas surjective, Im f # RP, et donc

dim(Im f) <p—1.

b) Complétons la base de Im f, (e, ...,¢,,) en une base (e, ...,¢,) de E. Remarquons alors que,
puisque m < p—1:
Vect(ey, ..., e,,) C Vect(ey,...,e, 1) = H.

Puisque H est de dimension p —1 (car la famille (eq, ..., e, 1), extraite d'une base, est libre), H
est un hyperplan. Ainsi, Im f est inclus dans un hyperplan de RP?.

c¢) D’apres ce qui précede, Im f C H, et d’apres la question 6, H = ker ¢ pour une forme linéaire
@ non nulle. Ainsi,

VzeE, o(f(z))=0

Puisque ¢ est une forme linéaire de R, alors, d’apres les préliminaires, il existe (Ay,...,A,) € R?
tel que
Oy, s Ty) = ATy + oo + AT

Les A; ne sont pas tous nuls, puisque ¢ n’est pas nulle. Mais alors
Ve eE, o(f(x)) =0 = Vaz e E, A\ fi(z)+ ..+ N\ f(zx) =

c'est-a-dire A\; f1 + ... + A\, fr, =0 : (f1, ..., f) est une famille liée.

11. a) On a montré a la question 9 que si f n’est pas surjective, alors (fy,..., f,) est liée. Par
contraposée, si (f1,..., f;,) est libre, alors f est surjective.

b) Puisque f est surjective, dim(Im f) = dim(RP) = p. Le théoréme du rang appliqué & f, nous
donne

n = dim(E) = dim(ker f) + dim(Im f) = dim(ker f) +

P
Or, d’apres la question 7, ker f = ﬂ ker f;. Finalement
i=1

dim (ﬁ kerfi) =n-—p.

i=1
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