Chapitre

Sommes d’espaces vectoriels

Résumé

PRES avoir étudi€ les espaces vectoriels, nous allons nous intéresser a un cas particulier de sous-

espace vectoriel : la somme de deux (ou plusieurs) sous-espaces vectoriels. Nous étudierons

un cas particulier, le cas ou la somme est directe, et nous verrons le lien entre les bases des
sous-espaces vectoriels et une base de la somme directe.
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« Etre, c’est étre la somme de tout ce qu’on a été. L’homme ne comprend et
n’accepte I'immortalité qu’a condition de se souvenir. Etre, pour la créature
intelligente, c¢’est comparer perpétuellement ce qu’on a été avec ce qu’on est. »

Victor Hugo (1802 — 1885). Choses vues
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@ Savoir déterminer la somme de deux (ou plusieurs) sous-espaces vectoriels............. O
@ Savoir démontrer qu'une somme est directe. ... O
® Savoir démontrer que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires................ O

@ Déterminer une base (ou une famille génératrice) d’'une somme connaissant une base (ou
une famille génératrice) des s.€.v.. ... ... i O

® Savoir déterminer ’expression d’une projection sur F parallelement a G ............... O

® Connaissant un projecteur, savoir déterminer sur quel s.e.v et parallelement a quel s.e.v.O
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I. Somme de sous-espaces vectoriels

1. Définition

Définition 25.1. Somme de deux sous-espaces vectoriels

Soient E un R-espace vectoriel, et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle
somme de F'et G, et on note F' 4+ G ’ensemble

F+G={u+v, weF, veqG}

Ainsi, un élément de F' + G est la somme d’un élément de F et d’un élément de G.

Exemple 25.1

On a par exemple Ru; + Ruy = Vect(uq, uy), en notant Ru, la droite vectorielle engendrée
par u;.

Proposition 25.1.

Soient E un R-espace vectoriel, et F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors, F'+ G
est un sous-espace vectoriel de E, contenant F et G.

Démonstration

Tout d’abord, puisque F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de F, O appartient a F et
G. Mais alors O + 0 € F' 4+ G, et donc 0 € F + G.

Soient ensuite u et v deux éléments de F'+G, et A € R. On écrit u = up+ug et v = vp+vg,

avec (up,vp) € F? et (ug,vg) € G2. Mais alors, puisque F et G sont des sous-espaces
vectoriels de E :

M+v=Nup+tug)+ (vpt+vg) = Mup+vp)+(Aug +vg) € F+G
EF €G
Ainsi, A\u+v € F 4+ G : F + G est bien un sous-espace vectoriel de F.

Enfin, pour tout w € F et v € G, on constate par définition que v = u + 05 € F + G et
v=0p+veEF+G. Ainsi, FCF+Get GC F+QG.

On peut généraliser a la somme de plusieurs sous-espaces vectoriels :

Définition 25.2. Somme de n sous-espaces vectoriels

Soit E un R-espace vectoriel, et F},..., F, des sous-espaces vectoriels de E. On appelle
somme des F;, ’ensemble
n
ZFZ:F1+'+FTL:{$1++$7L7 fEleFl, ...,Inan}
i=1
={zeFE, F(x1,...,z,) EFxX..XF,,x=0,+..+z,}

C’est un sous-espace vectoriel de F, contenant les Fj.

1
g : Méthode
I Pour montrer que x € F' + G, on raisonne en général par analyse et synthese : on suppose
: que x = f+ g avec f € Fet g € G et on cherche f, g en fonction de z.

A. Crouzet 3 ©@®®
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SAVOIR

O | Exemple 25.2
On note F = {(x,y,2) e R®, y =2 =0} et G = {(z,y,2) € R3, =2 = 0}. Montrer que
(2,3,0) € F +G.

FAIRE

Solution

On note e = (2,3,0). On cherche (f,g) € F x G tel que x = f+g. f € Fdonc f = (z,0,0)
pour z € R. De méme, g € G donc g = (0,y,0) pour y € R. Mais alors

e=f+9 < (2,3,0) =(z,y,0) <= z=2¢et y=3.

Ainsi, e = (2,0,0)+(0,3,0) € F + G.
€F ge

Exercice 25.3

Soient (a,b) et (c,d) deux vecteurs non colinéaires de R?. Montrer que Vect((a,b)) +
Vect((c,d)) = R2.

Solution
On raisonne de méme. Soit (x,y) € R2. On cherche f € Vect((a,b)) et g € Vect((c,d)) tel
que (z,y) = f +g.
f € Vect((a,b)) donc il existe A tel que f = A(a,b) = (Aa, A\b) ; de méme, il existe p tel que
g = p(e,d) = (pe, pd). Ainsi :

(x,y) =f+9 <= (z,y) = (Aa+ pc, \b + ud)

aX\+cu=x
<~
bA+du=y
Deux méthodes pour conclure :

e On écrit matriciellement :

ey = () () =00)
< = .
bA\+du =1y b d % Yy

La matrice A = Z fl ) est inversible, puisque det(A) = ad — be # 0, les vecteurs
(a,b) et (c,d) n’étant pas colinéaires. Le systéme admet donc (au moins) une solution
dr — cy
A A1 (7)) = A= ad — gc
mu ) y _ay—bx-
. ad — be

o Ou alors on résout le systéme, mais en raisonnant par implication (et on vérifie &
la synthese que le résultat obtenu convient). Dans ce cas, on peut multiplier par
n’importe quel réel. Par la méthode du pivot :

aA\+cu=z aX + ch=zx
—
bA\+du=1y (ad —be)p = ay — bx

/\_da:—cy

= —
— " e

'u_ad—bc
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On remarque que A et p ont un sens puisque ad — bc # 0 : les deux vecteurs (a, b) et
(c,d) ne sont pas colinéaires.

On passe a la syntheése : on constate que
dr — cy ay — bx

—(a,b
ad—bc<a’ )+ ad — bc
Ainsi, Vect((a, b)) + Vect((c,d)) = R2.

(z,y) = (c,d) € Vect((a, b)) + Vect((c,d)).

Remarque
En général, pour montrer que £ = F + GG, on procede par double inclusion.

SO (9 Exemple 25.4

FAIRE

En reprenant les espaces de I'exemple 25.2, montrer que F + G = {(z,y,2) € R3, 2 = 0}.

Solution
Raisonnons par double inclusion et notons H = {(z,y, z) € R3, 2 = 0}.
e Siu€e F+G,ilexiste f € Fet g€ G tel que u = f+ g. Puisque f € F, f s’écrit
(,0,0), et puisque g € G, g s’écrit (0,y,0). Mais alors
u=(z,0,0) + (0,y,0) = (z,y,0) € H.

Ainsi, F+ G C H.
o+ Réciproquement, soit u € H. Il s’écrit u = (x,y,0) avec (z,y) € R%. Mais alors
u=(x,0,0)4+(0,y,0) € F+G.
~————— ~—————
cF eG
Ainsi, H C F + G.

2. Somme directe

De maniere générale, si u € F 4+ G, u peut avoir plusieurs écritures sous la forme f + g, avec
f € FetgeG:iln’y a pas forcément unicité.

Définition 25.3.

Soient E un R-espace vectoriel, et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

On dit que la somme F + G est directe si pour tout u € F + G, il existe un unique couple
(f,9) € F x G tel que u = f+ g. Dans ce cas, on notera la somme F & G au lieu de F + G.

Remarque

On peut généraliser a la somme de n sous-espaces vectoriels : la somme F; 4 ... + F,, est
directe si, pour tout z € F; +...+ F,,, il existe un unique n-uplet (x4, ...,x,) € F; X ... x F,
telque z =21 + ... + 2,

n
On note alors F} & ... ® F,, ou bien & F;.

i=1
Proposition 25.2.
Soient (F7y, ..., F,) n sous-espaces vectoriels de F. La somme F} + ... + F,, est directe si et
seulement si
v(a}'17...,xn> € Fl X ... X F‘,n7 ({171 ++xn :0 — .’L'1 — ... :.Tn :O>

A. Crouzet 5 ©@®®
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Démonstration
On procede par double implication.
o Supposons F;+...+F,, directe. Soient (z, ..., x,) € F;x...xF,, tels que x1+...+x,, = 0.
Remarquons que

0+..+ 0 =0.
cF, cF,

Par unicité de la décomposition (car la somme est directe), on en déduit que x; =

0, ...,z, =0.

o Réciproquement, supposons que si ; + ... + =, = 0 avec (zq,...,x,) € F} x ... x F,
alors ;1 = ... =z, =0.
Soit x € F}+...4+F,,. On prend deux décompositionsde z : = x1+...4+x,, = y1+...+Y,
avec (Tq,...,T,) € F} X .. x F,, et (y1,...,y,) € F} X ... x F,,. Par soustraction :

N —— e’ —— e’
S eF,
D’apres la propriété supposée, on dispose d’'une décomposition de 0, qui est donc
nulle :
T —Y1=-- =Ty —Yn =0 = Ty = Y15 s Ty = Yp-

Ainsi, la somme F) + ... + F,, est directe.

Dans le cas de la somme de deux sous-espaces vectoriels, on dispose d’un résultat plus simple :

Proposition 25.3.

Soient E un R-espace vectoriel, et F et G deux sous-espaces vectoriels de E. F' + G est
directe si et seulement si F'N G = {0}.

Démonstration

Supposons FFNG = {0}. Soit v un élément de F'+ G, et deux décompositions u = f; +g; =
fa+ g2, avec (f1, f2) € F? et (g1,9,) € G%. Mais alors

u—u=(fi+g1) = (fatg2)=(f1—fo) + (91— 92) =0
et donc f; — fo = g2 —g1- Or, fi — fo € Fet go —g; € G. Puisqu’ils sont égaux, on en
déduit que f; — fo € FNG et go—g; € FNG, c’est-a-dire f; — fy =0 et go —g; = 0 : ainsi,
f1 = fo et g1 = g9 et la décomposition est unique.
Réciproquement, supposons la somme directe. Soit w € F' N G. Remarquons qu’on peut

écrire w = w+ 0 = 0 + w puisque w € F et w € G. Par unicité de la décomposition, on en
déduit que w = 0 : ainsi, F + G = {0}.

Méthode
Pour montrer qu’une somme F + G est directe, on montre que F'N G = {0}.

Pour montrer qu’'une somme F} + ...+ F}, est directe, on prend une décomposition de 0, sous
la forme x; + ... + x,, = 0, avec z; € Fy,...,x, € F,, et on démontre que ; = ... = z,, = 0.

s;:;; O | Exemple 25.5
Soient F, G et H trois sous-ensembles de R;[X] définis par

F={PeRy[X], P(X)=P(—X)}, G={PeRs[X], P(0)=P(1)=P(2) =0}
et H={PcRyX], P(1) = P(2) = P(3) = 0}.
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Montrer que F, G et H sont des sous-espaces vectoriels de Rs[X], et que la somme F+G+ H
est directe.

Solution

Tout d’abord, F, G et H sont bien des sous-espaces vectoriels de R;[X]. Ils sont bien inclus
dans Rs[X] et si (P,Q) € F? et A € R, alors,

(AP +Q)(X) = AP(X) + Q(X) = AP(-X) + Q(—X) = (AP + Q)(=X)
car PeF car QeF

Donc AP 4+ @ € F et Fest un s.e.v. de R3[X] (le méme raisonnement permet de justifier
que G et H le sont également).

Montrons que la somme F + G + H est directe. Soient (P,Q,R) € F x G x H tels que
P+ Q@+ R = 0. Montrons que P = Q = R = 0. On peut écrire P = —(Q — R. Puisque
Q € G, Q admet 1 et 2 comme racines. De méme, R € H admet également 1 et 2 comme
racines.

En appliquant en 1 et en 2, on en déduit que
P(1)=—-Q(1)—R(1)=0 et P(2)=-Q(2)— R(2)=0.

Mais P(X) = P(—X) donc P(—1) = P(1) =0 et P(—2) = P(2) = 0. Ainsi, P est de degré
3 et admet au moins 4 racines distinctes : il est nul, et P = 0. Il nous reste Q@ + R = 0. Q
g’écrit AX(X —1)(X —2) et @ s’écrit pu(X —1)(X —2)(X — 3) (car on connait ses racines
et son degré max). Ainsi

A XX -—1D)(X=-2)+u(X—-1)(X—-2)(X—-3)=0.
En appliquant en 0, on obtient 4 = 0 et donc R = 0 et en appliquant en 3, on obtient A = 0
soit @ = 0.
Ainsi, la somme est directe.

Attention
Si F} + ... + F,, est directe, alors pour tout (7,7) € [1, n]]2, avec i # j, F; N F; = {0}. Mais
la réciproque n’est valable que pour la somme de deux espaces vectoriels, pas plus.
Par exemple, si F' = Vect((1,0)), G = Vect((0,1)) et H = Vect((1,1)), on vérifie rapidement
que FNG =FNH=GNH = {0}. Cependant, la somme F + G + H n’est pas directe
puisque

(1,1) = (0,0) +(0,0) +(1,1) = (1,0) + (0, 1) + (0,0)

NS/ N NI NS N NS
eF eG eH ceFr eG €H

et la décomposition n’est donc pas unique.

3. Théoreme de concaténation des bases

Si on connait une base de F' et une base de G, et si la somme F + G est directe, on en déduit
une base de F'+ GG en « réunissant » les bases respectives de F et G : c’est ce qu’on appelle la
concaténation.

Définition 25.4. Concaténation

Soient F = (xy,...2,) et G = (y1,...,¥y,) deux familles d’'un espace vectoriel E. On appelle
concaténation des familles 7 et G, la famille (x4, ..., 2,9, ...,%,), que I'on note (F, ).

Commencons par un premier résultat :

A. Crouzet 7 ©@®®
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Proposition 25.4. Famille génératrice d’une somme

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On suppose que F' et G admettent des
familles génératrices, respectivement notées & et G. Alors la famille (&, G) engendre F +G.

Démonstration

Notons F = (z1,...,2,) et G = (y1,...,¥,). Soit u € F +G. Il existe (f,g) € F' x G tels que
u = f+ g. Puisque & et G sont génératrices respectivement de F et GG, on peut écrire

n p
f= Z Aix; et g= Z“jyj
= =1

ol (Aq, .oy Ay e, o 5 ) sONE des réels. Mais alors

n

p
U = f +g = Z)\Z'Il + Z:U’]yj € VeCt((‘Tb ces Ly Y1, ayp>)
" —

=1 J
Ainsi, (F,G) est génératrice de F' + G.

Exemple 25.6

Soit (z1,...,7,) est une famille de vecteurs de E, alors pour tout k € [1, p]
Vect(zy, ..., x,) = Vect(xy, ..., x) + Vect(xyyq, ..., T,).

Ainsi,

Vect(zy,...,x,) = Vect(xy) + ... + Vect(xz),).

On en déduit alors le théoréme important :

Théoréme 25.5. Concaténation de bases
Soient F un espace vectoriel, F'et G deux sous-espaces vectoriels de F, admettant des bases,
notées respectivement F et G.

F et G sont en somme directe si et seulement si la concaténation des bases & et G est une
base de F'+ G.

Remarque

D’apres la proposition précédente, il faut retenir que la somme est directe si et seulement
la concaténation des deux bases est libre.

Démonstration
Raisonnons par double implication. On note & = (z1,...,2,) et G = (y1,...,¥Y,)-
e Supponsons la somme directe. On note B = (&,5). Montrons que cette famille

est libre (elle sera donc une base de F' + G, puisqu’elle est génératrice). Soient
(A1y ooy Aps Mg, ey ) des réels tels que

n p
Z Ait; + Z piy; = 0.
i—1 =1

n p

On constate que > A\;xz; € Fet Y p;y; € G. La somme étant directe, on en déduit
i=1 =1
que ' !
n p
Z)\iﬂfi = Zﬂiyi =0.
i=1 j=1
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Les familles # et G formant des bases, elles sont libres. Ainsi, la relation précédente
implique que A\; = ... = A\, = 0et p; = ... + p, = 0 : la famille (F, G) est libre, et
est donc une base de F' + G.
o Réciproquement, on suppose que (F,G) forme une base de F' + G. Montrons que la
somme est directe. Soit (f,g) € F' x G tel que f 4 g = 0. Puisque & et G sont des
n p

bases respectives de F et G, on peut écrire f = Y \;x; et g = > p;y;. Mais alors
i=1 j=1

n P
f‘f‘g:Z/\ixi‘f‘Zijj =0
=1 =1

La famille (#,5) étant une base de F' + G, elle est libre : la relation précédente
implique que A\ = ... = A\, = py = ... = p, = 0 : donc f = g = 0 : la somme est
directe.

On peut généraliser le résultat a une famille de sous-espaces vectoriels :

Théoréme 25.6. Concaténation de bases
Soient F un espace vectoriel, Fy,..., F, des sous-espaces vectoriels de E, admettant des
bases, notées respectivement F, ... F,,.

La somme F] + ... + F), est directe si et seulement si la concaténation des bases &, ..., 5,
est une base de F| + ... + F,,.

Exemple 25.7

Reprendre 'exemple 25.5 en utilisant le résultat précédent.

Solution

Déterminons tout d’abord une base de F', G et H. Rapidement, nous avons vu que
G = Vect(X(X —1)(X—2)) et H=Vect((X—1)(X—-2)(X—-3)).
Chaque polynome étant non nul, (X(X —1)(X —2)) forme une base de G et ((X —1)(X —

2)(X — 3)) une base de H.

Soit P € F. Psécrit aX® +bX?2 + cX + d. Puisque P(—X) = P(X), on peut écrire
a(—X)3+b(=X)?+c(—=X)+d = aX?*+bX?+cX+d <= 2aX3+2cX =0 < a=c=0.
Ainsi, Ps’écrit bX? +d et donc F = Vect(1, X?). Cette famille est libre (car les polynomes
sont échelonnés en degré et non nuls) donc forme une base de F.

Concaténons les bases : on note B = (X (X —1)(X —2), (X —1)(X —2)(X —3),1, X?). Elle
est génératrice de F 4+ G + H. Montrons qu’elle est libre. Soient (a,b,c,d) € R* tels que
aX (X —1)(X —=2)+b(X —1)(X —2)(X —=3) +c+dX?=0. En évaluant en 0,1,2 et 3, on
en déduit

—6b+c =0 a=0
c+ d=0 b=0
<~
c+4d =0 c=0
6a +c+9d=0 d=0

La famille est donc libre et est une base de F 4+ G + H : cette somme est directe.

I's Exercice 5.

A. Crouzet 9 ©@®®



£

SAVOIR O

FAIRE

CPGE ECG Chapitre 25 — Sommes d'espaces vectoriels Maths. approfondies

Il. Supplémentaire et projections

1. Supplémentaire

Définition 25.5.

Soient E un espace vectoriel, et F', G deux sous-espaces vectoriels de F.

On dit que F et G sont supplémentaires s’ils sont en somme directe, et que leur somme
donne l'espace E tout entier, c’est-a-dire

FoG=F

Remarque

Ainsi, deux espaces F' et G sont supplémentaires si tout élément de E s’écrit de maniere
unique f+gavec f € Fet g€ G.

Proposition 25.7.

Soient E un espace vectoriel, et F', G deux sous-espaces vectoriels de F.
F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si FNG = {0} et F+ G =E.

Démonstration

Cela découle de la propriété vue précédemment pour la somme directe.

Méthode

Pour montrer que F & G = E, on vérifie que F NG = {0}, et que pour tout élément u € E,
il existe au moins un couple (f,g) € F x G tel que u = f + g.

On raisonne alors par analyse et syntheése : on suppose I'existence de la décomposition, que
I'on trouve (analyse). On vérifie ensuite qu’elle convient (synthese)

Exemple 25.8

Soient F' = {(3), tER} et G = {(i), tER}. Montrer que F' et GG sont des

sous-espaces vectoriels de 9, ; (R), puis que FF @ G = My ; (R).

Solution

Tout d’abord, F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de 9, ;(R), par exemple parce que

rove((4)) v ().

o Somme directe : Soit u € F'N G. 1l existe donc (¢,t') € R? tels que u = ( é ) et

(3)-(2) e

) et FNG = {0} : la somme est directe.

t/
u = ( v ) Mais alors,

Ainsi, u = ( 8
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e Analyse : soit ( i ) € My 1 (R). On cherche t et ¢’ tels que

x\ [t n t
y/) \0 t’
soit ' =yett=x—uy.

Syntheése : soit ( :; ) € My 1 (R). On constate que

()= Ca) ()

_
eF eG

Ainsi, (5) e F+G.

Bilan : F'et G sont supplémentaires dans 9, 1 (R).

Savomr O | Exercice 25.9

FAIRE
On note P(R) (respectivement I(R)) I’ensemble des fonctions paires (respectivement im-
paires) de R dans R. Montrer que P(R) et I(R) sont supplémentaires dans & (R, R).

Solution
Tout d’abord, P(R) et I(R) sont des sous-espaces vectoriels de & (R, R). En effet, si (f,g) €

P(R)2, et A € R, remarquons que \f + g est définie sur R, symétrique par rapport a 0, et
VzeR, (Af+g)(—z)=Af(—2)+g(—z) = Af(z) + g(x) = (Af + g)(2).
Ainsi, Af + g est bien paire. Le raisonnement est similaire pour I(R).
e Somme directe : soit f € P(R) N I(R). Ainsi, pour tout réel z :

fl=a) = f(z) et f(-z)=—f(z) = flo)=—f(x) = flz)=0.

Ainsi, f =0et P(R)NI(R) ={0}. La somme est donc directe.
e Analyse. Soit f € F(R,R). On cherche p € P(R) et i € I(R) telles, pour tout réel x

f(z) = p(z) +i(x).

Appliquons en —z : pour tout réel x

f(=z) = p(=z) +i(=z) = p(z) —i(z)

par parité de p et imparité de i. Mais alors

p(z) +i() = f(x) pla) = LD
p(x) —i(x) = fl—a) e = L2t
o Synthése. Soit f € F(R,R). Posons, pour tout réel x
p(a) = LD TI2) +2f C2) o iy = LB S0 _2f (=)

Remarquons tout d’abord que
Ve eR, px)+ilx)=f(z).
Montrons que p est paire. p est définie sur R et pour tout réel x :

iy = LTI S0 1) _
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Ainsi, p est paire. De méme, pour tout réel x :

)~ f () )~ fe) () — =)
i(—z) = 5 = 5 = 5 = —i(x).

Ainsi ¢ est impaire.
On a finalement montré que f s’écrit p+1i, avec p € P(R) et i € I(R) : P(R)+I(R) =
F(R,R) , et la somme étant directe

PR)® I(R) = F(R,R)

Remarque

En vertu du théoréme de concaténation des bases, si F' et G admettent des bases F et G,

alors F et G sont supplémentaire si et seulement si la concaténation de F et G forme une
base de E.

A | Attention

Il n’y a pas unicité du supplémentaire ! Par exemple, si F' = Vect((1,0)), on peut remarquer
que Vect((0,1)) et Vect((1,1)) sont des supplémentaires de F' dans R?.

I’ FExercice 4.

2. Projections sur un supplémentaire

Définition 25.6. Projection vectorielle

Soient E un espace vectoriel, F'et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que £ = F @ G.
Ainsi, pour tout x € E, il existe un unique couple (u,,v,) € F' X G tel que x = u, + v,,.
o L’application p : E — E définie par p : x — u, est appelée projection vectorielle
sur F' paralléelement a G.
o L’application ¢ : F — E définie par ¢q : = I v, est appelée projection vectorielle
sur G parallélement a F.

I’ FExercices 1, 2 et 3.

Les projections vectorielles sont les applications « naturelles » qui permettent de récupérer la
composante sur I'un des supplémentaires. Comme leur nom l’indique, ce sont des projections.
On démontre tout d’abord un lemme utile.

Lemme 25.8.

On reprend les mémes notations que la définition précédente.

Soit p la projection sur F parallelement a G. Alors

VeeF, plx)y=x et VyeaG, ply) =0g.

Démonstration
Par unicité de la décomposition sur ' G :
e Size€ F,alorsz= x + 0 et donc p(r) = .

eF  eG
e Siy€G,alorsy= 0 + y et donc p(z) = 0.
eF &

A. Crouzet 12 ©@O®®
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Proposition 25.9.

On reprend les mémes notations que la définition 25.6. Les projections p sur F parallélement
a G, et ¢ sur G parallelement a F sont des projections. De plus :

o Ker(p) =G etIm(p) =F,

o Ker(q) =FetIm(q) =G.

Démonstration

Soit x € E. On écrit = = u, + v, avec (u,,v,) € F x G. On montre rapidement que p est
linéaire.

Par définition, p(z) = u, € F et d’apres le lemme précédent, p(p(z)) = p(u,) = u, = p(x).
Ainsi, pour tout € E, pop(x) = p(z) : p est bien une projection, et de plus Im (p) C F
puisque p(x) = u, € F.

Réciproquement, si x € F, d’apres le lemme, p(z) = x et donc x € Im (p).

Enfin, si z € G, d’apres le lemme, p(x) = 0 : x € Ker(p). Réciproquement, si z € Ker(p),
on p(z) = 0. On écrit x = u, + v, avec (u,,v,) € F x G. Alors p(z) =0 = u, =0 et
finalement = v, € G : Ker(p) C G.

Le raisonnement est identique pour gq.

Ainsi, une projection vectoriel est un projecteur particulier. Mais il y a une réciproque :

Théoréme 25.10.

Soit E un espace vectoriel, et p un projecteur de E. Alors :
« E=Ker(p) ®Im(p),
o p est la projection sur Im (p), parallelement & Ker(p).

Démonstration

Démontrons le premier point. Soit z € Ker(p) NIm (p). Il existe y € E tel que x = p(y).
Mais alors p(z) = p o p(y) = p(y) car c’est un projecteur. Or, z € Ker(p), donc p(x) = 0.
Ainsi, p(y) = 0, c’est-a-dire x = 0 : Ker(p) N Im (p) = {0}.

Raisonnons par analyse et syntheése. Soit x € E. On cherche y € Ker(p) et z € Im (p) tel
que x =y + 2. z € Im (p) donc il existe u € F tel que z = p(u). Alors, en appliquant p :

p(z) =ply+2) =ply) +p(z) =0+pop(u) =pu) = 2
Ainsi, z = p(z) et y = x — p(x).
On passe a la syntheése. Soit x € E. On note y = x — p(z) et z = p(x). Par définition,

z € Im(p). Enfin, p(y) = p(x — p(x)) = p(x) —pop(x) = p(x) — p(z) = 0p. Ainsi,
y € Ker(p).

Ainsi, F = Ker(p) & Im (p).
Pour le deuxiéme point, il suffit de constater que, si x € E, alors

z= p(z) +(z—p(z))

——

€lm (p) eKer(p)

d’apres la décomposition précédente, et finalement p est bien la projection sur Im (p) pa-
rallelement a Ker(p).

I’ Exercices 6, 7 et 8.
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Exercices

Exercices

Sommes directes

Exercice 1 Dans R? (10 min.)

Montrer que les sous-espaces vectoriels F' = Vect((1,—1,0)) et G = {(x,y,2) € R?, x—y+2z = 0}
sont supplémentaires dans R3. Expliciter les projections sur F parallelement & G, et sur G
parallelement a F.

Exercice 2 Dans RY (10 min.)

Soit E I’ensemble des suites réelles convergentes, F' I’ensemble des suites constantes et G l'en-
semble des suites convergentes de limite nulle. Montrer que £ = F@G et expliciter les projections
sur F parallelement a G et sur G parallelement a F.

Exercice 3 Dans C*(R) (10 min.)
On note E = C'(R) I'ensemble des fonctions définies sur R, de classe €'. On définit F et G par

F={zr—azx+0, (a,b) eR?}, et G={fcE, f(0)=0,f(0)=0}.

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de F, et qu’ils sont supplémentaires dans
E. Expliciter les projections sur F' parallelement a G et sur G parallelement & F.

Exercice 4 Dans M, (R) (15 min.)

Soit n € N*. On note T} (R) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures, et 7, (R) P'en-
semble des matrices triangulaires inférieures.

1. Justifier rapidement que T} (R) et T, (R) sont des sous-espaces vectoriels de 9, (R).
2. Montrer que T (R) + 7, (R) = 9,,(R). La somme est-elle directe ?
3. Déterminer un supplémentaire de 7} (R) dans 9, (R).

Exercice 5 Sur CY(IR) (15 min.)

On note E = C°(R) I'ensemble des fonctions définies et continues sur R. On introduit F,G et
G par: F={f € E, fest constante}, G = {f € E, f est nulle sur [0, +o0[} et
H = {f € E, fest nulle sur |—o0, 0]}.

Montrer que F, G et H sont des sous-espaces vectoriels de E, puis que £ = F & G ® H.

Projecteurs et applications linéaires

Exercice 6 Projecteur de R? (10 min.)

Soit p: R? — R? . Montrer que p est un projecteur de R?. Déterminer
(r,y) +— (2y —3x,4y — 6x)

des sous-espaces F' et G tels que p est la projection sur F' parallelement a G (on explicitera des

bases de F'et G).
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000 Exercice 7 Projecteur de R? (10 min.)

R} — R3 . Montrer que p est un projecteur de R3. Déterminer
(r,y,2) +— (z+2z,9+2,0)
des sous-espaces F et G tels que p est la projection sur F parallelement & G (on explicitera des
bases de F'et G).

Soit p:

000 Exercice 8 Une application et une somme directe (15 min.)

Soit  f : R3 — R3 .
(x,y,2) +— (—x—2y—2z,4x+5y+4z,—x —y)
On note E; = Ker (f —idgs) et Fy = Ker (f — 2idgs).

1. Déterminer une base de F; et de F.
2. Montrer que R? = E, @ E,.

Pour aller plus loin

eee F[xercice 9 Condition de directitude (20 min.)

Soit E un espace vectoriel. Soit (F});<;<, une famille de sous-espaces vectoriels de F. Montrer
que la somme F; + ... + F,, est directe si et seulement si

eee C[Exercice 10 Lien entre fet f2 (20 min.)
Soit E un espace vectoriel, et f € L(FE).
1. Montrer que Ker(f) C Ker(f?) et Im (f?) C Im (f).
2. Montrer que Ker(f) = Ker(f?) si et seulement si Ker(f) NIm (f) = {0}.
3. Montrer que Im (f) = Im (f?) si et seulement si Ker(f) + Im (f) = E.
4. Montrer alors le résultat
Ker(f) = Ker(f?)

Im (f) @ Ker(f) = E < { Im (f) = Im (f?)
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1

Tout d’abord, F et G sont des sous-espaces vectoriels de R? : pour F, c’est évident. Pour G,

constatons que (0,0,0) € G, et si u = (z,y,2) € G, v = (2',y',2) € G et A € R alors

M+v=Ax+z",\y+y', Az + 2') vérifie
Ae+2)—(M+y)+Ae+2)=Aax—y+2)+ @ —y +2')=0.

=0 car ueG =0 car veG

Montrons qu’ils sont supplémentaires :

e Soit u € FNG. u € F donc il existe A € R tel que u = (A\,—\,0). Mais v € G, donc
A—(=A)+0=0, c’est-a-dire A =0 : u = (0,0,0).

La somme est directe.

 Pour montrer que la somme vaut R3, raisonnons par analyse et syntheése. Soit u = (x,y,2) €
R3. On cherche f € Fet g € G tel que u = f + g.

f € F:ilexiste A € R tel que f = (\,—A\,0).

g € G : gsécrit (a,b,c) avec a — b+ ¢ = 0. On cherche donc A, a,b, ¢ tel que :

u=f+g e a—b+c=0 = (z,y,2)=A+a,—A+bc) et a—b+c=0.

On doit donc résoudre un systeme de 4 équations a 4 inconnues :

a +A=2x :$

b _)\7 b_:c+y+z
—Y = 2

c =z c= z

a—b+c =0 )= T

Ainsi,

r—y+z xT—Y-+=z TH+y—z r+y+=z
f = s 70 et g = ) y 2] -
2 2 2 2
On passe a la synthese. Si (z,y, z) € R? et f, g définis comme précédemment, alors on constate
rapidement que
feF et f+g=(z,y,2)
et g€ G car:
x+y—zix+y+z+
2 2

z=0

La somme donne donc bien R3.
Pour déterminer ’expression des projections p sur F parallelement a G, et ¢ sur G parallelement
a F, il suffit d’utiliser ’analyse est synthese :
rT—y+z T—Yy-+=z r+y—2 r+y+=z
v s I € Rsv Y, 2) = < [ 70> ( y ,Z).
(@,y,2) (@,y,2) 5 5 5 5
eF ge

Mais alors, par définition de p et ¢ :

rT—y+z T—Y-+=z
V(%yaz) S Rgv p($7y7z) - < 2 y 2

(m—i—y—z r+y+=z z)

,0> et q(x,y,2) = 5 5
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Exercice 2

Tout d’abord, F' et GG sont bien des sous-espaces vectoriels de F : toute combinaison linéaires
de suites constantes est constante et converge donc, toute combinaison linéaire de suites conver-
gentes vers 0 converge vers 0, et la suite nulle est dans F'et G. Montrons que ' G = E.

e Somme directe. Soit u € F'N G. La suite u est donc constante : il existe A € R tel que
u= (A, A,...). Mais u € G, donc u converge vers 0. Or u étant constante, nécessairement, A = 0
et u est la suite nulle : F NG = {0}.

o La somme fait F. Soit u € E. On cherche deux suites (v,w) € F' x G telles que u = v + w.
v est constante, donc il existe A € R telle que v = (A, A, ...), et w converge vers 0. Mais alors,
puisque u converge également, alors par passage a la limite

limu,, =limv, +w, =A+0.
Nécessairement, A = limu,,, et w = u — v. Cela termine I'analyse.
Passons a la synthese. Soit u une suite convergente. On définit v la suite constante égale a lim wu,,,
et w la suite u — v. Par construction, u = v + w, et v est constante. Or w = u — v et u et v
convergent ; donc par passage a la limite
limw,, = limu, —v, =limu, —limu, = 0.
Ainsi, w € G et cela termine la synthese.
Pour déterminer les projections p de F parallelement a G, et ¢ de G parallelement & F, on utilise
la synthese :
VueFE, u=(limu,,limu,,...)+ (uv— (limu,, imu,,...)).
93 cG

Ainsi
Vue E, pu)=(lim uy),sg et qu)=u—( Iim uy),>o-

k—+4o00 k—+o00

Exercice 3
F et G sont bien des sous-espaces vectoriels de E. Les fonctions sont bien €', la fonction nulle
est dans Fet (G, et la stabilité par combinaison linéaire est rapide a vérifier.
Montrons que FF @ G = E.
o Somme directe. Soit f € F N G. 1l existe donc (a,b) € R? tels que f : x — az + b. Mais,
f € G donc f(0) = f’(0) = 0, ce qui donne b = 0 et a = 0. Ainsi, f est la fonction nulle et
FnaG={0}.
o La somme fait F. Soit f € E. On cherche deux fonctions (g, h) € F' x G telles que f = g+ h.
g € F donc g s’écrit x +— ax + b avec (a,b) € R%. Ains :

VeeR, f(z)=ax+b+ h(x).
En dérivant (les fonctions sont €1), on a également

Ve eR, f'(z)=a+h'(x).

On évalue alors en 0 : puisque h € G, h(0) = h’(0) et finalement

f(0O)=b et f(0)=a.
Ainsi g : 2 +— f/(0)xz + f(0) et h = f — g. Cela termine 'analyse.
Passons a la synthése. Soit f € E. On définit g et h par

g:xt— f/(0)z+ f(0) et h=f—g.
Par construction, f = g+ h et g € F. Montrons que h € G. En évaluant en 0 :
h(0) = f(0) = g(0) = f(0) — f(0) = 0.
En dérivant puis évaluant en O :
h'(0) = f'(0) = ¢’(0) = f(0) — f*(0) = 0..

Ainsi, h € GG et cela termine la synthese.
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Notons p la projection sur F' parallelement a G, et ¢ la projection sur GG parallelement a F.
D’apres ’analyse et synthese :
VfeE, f=(@r— f(0)z+f(0)+(g—zr f(0)z+ f(0)).
er eG

Ainsi,

VieE YreR, p(f)x)=r0)z+f0) et q(f)(x)=flx)=(f(0)z+f0)).

Exercice 4

1. La matrice nulle est bien triangulaire (supérieure ou inférieure) donc est dans T (R) et
T, (R). Enfin, une combinaison linéaire de matrices triangulaires supérieures reste triangulaire
supérieure (idem pour les triangulaires inférieures). Donc T (R) et T,,(R) sont bien des sous-
espaces vectoriels de 91,,(R).

2. On raisonne par analyse et synthese. Soit M = (m; ;)1<i<n une matrice de 9, (R). On cherche
1<j<n

(T,8) e TH(R) x T, (R) tels que M =T + S. On écrit T = (t; ;) et S = (s; ;). Alors

ml’l m172 ml’n tl,l t1’2 th 5171 0 0
m2’1 m272 m27n o 0 t272 t27n + 8271 8272 0
My 1 My e My gy 0 0 . thy Sp1 Sn2 - Snn

)

Par identification :

v (i,9) € [1, n]]27 1<j] = ti;=m;

Z>j — Si,j :mi’j

1=7 = ti;+ 8 =m ;.
On choisit alors, par exemple pour i = j ¢; ; = m, ; et s, ; = 0. Par construction, T'+ S = M et
T et S sont bien triangulaires, respectivement supérieure et inférieure.
Remarquons que ’analyse et synthése nous a montré qu’il n’y a pas unicité de la décomposition :
on aurait pu poser s;,; = m,, et t;; = 0, et obtenu ainsi une autre décomposition. Ainsi
F + G =M,(R) mais la somme n’est pas directe.
3. D’apres 'analyse et synthese, pour avoir unicité, il faut et il suffit que la condition ¢ = j
nous donne unicité de la décomposition. On peut par exemple choisir comme supplémentaire de
T} (R) 'ensemble ;7 (R) des matrices triangulaire inférieure dont la diagonale est nulle.

Exercice 5

Le fait que F,G et H sont des sous-espaces vectoriels de E est laissé en exercice au lecteur.
Montrons que F® G @ H = F.

o Somme directe. Soient (f,g,h) € F' x G x H telles que f+ g+ h = 0. f étant constante, il
existe A € R telle que f: x +— A. Puisque f+ g+ h=0o0n a

Ve eR, f(x)+g(x)+g(x)=0 = A+g(z)+h(z)=0.

On évalue en 0 : g(0) = h(0) =0 et donc A =0 : f = 0. Ainsi, pour tout réel z, g(x)+ h(x) = 0.
g € G donc g est nulle sur R*. Ainsi,

Ve eRY, 04h(z)=0 = h(z) =0.

Or, h est nulle sur R™, donc h est nulle sur R. On en déduit alors que g est nulle également.
Finalement f =g = h =0 : la somme est directe.
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e La somme fait E. Procédons par analyse et synthese.
Soit f une fonction de F. On cherche (u,v,w) € F x G x H telle que u + v+ w = f. u est
constante, donc il existe A € R telle que u = z — A. Pour tout réel z :

f(@) = A+ () + w(z).
En évaluant en 0, puisque v(0) = w(0) = 0, on en déduit que A = f(0). Ensuite, v est nulle sur
R* et w est nulle sur R™. Ainsi :

VeeRY  flx)=f0)4+wx) e VYzeR, f(x)=/[(0)+v(x).

On a donc identifié v et w et finalement terminé ’analyse.
Passons a la synthese. Soit f € E. On définit u, v et w ainsi :

f(z)— f(0) si x <0

0 sinon

f(z)— f(0) si x>0 .

et w:xrr— .
0 sinon

u:x+— f(0), ,U:x|—>{

Par construction, u est constante, v est nulle sur R™ et w est nulle sur R™. Enfin, pour tout z,
u(x) + v(z) + w(x) = f(x). Il reste un point & vérifier : que v et w sont continues. Elles le sont,
par construction, sur RY et R*. Il reste a vérifier la continuité en 0. Or (par exemple pour v),
par continuité de f :

lim v(x) = lim f(z)— f(0) = f(0) — f(0) =0 = lim v(x).

z—0~ z—0~ z—0F
Ainsi, v est bien continue en 0.
On a bien montré que F+ G+ H = EF et donc que FOGH H = FE.

Exercice 6
Tout d’abord, vérifions que p est un endomorphisme de R2. Soient u = (z,y) et v = (2’,y’) deux
vecteurs de R? et A\ € R. Alors :

p(Au+v) =p((Az + 2", Ay +¢'))
=2y +v) =3z +2),4Ay+vy) —6(A\z+ 1))
= ((M2y —3z) +2y" — 32", M4y — 6x) + 4y’ — 627)
= N2y — 3x,4y — 6x) + (2y" — 32", 4y’ — 62") = Ap(u) + p(v).
Ainsi, p est linéaire. Montrons que c’est un projecteur : déterminons p o p.
V(z,y) €R? pop(z,y) =pp(z,y)) = p((2y — 32,4y — 61))
= (2(4y — 6x) — 3(2y — 3z),4(4y — 62) — 6(2y — 3x))
= (2y — 3z, 4y — 67) = p(z,y).
p est bien un projecteur. Il nous reste & déterminer F' = Im (p) et G = Ker(p) pour conclure que

p est la projection sur F' parallelement a G.
e Soit (z,y) € Ker(p). Alors :

—3x+2y=0 T = 2
<~ <~ 37
2 2
Ker(p) {<§:c, y> , yeR} = Vect <<§ 1)) — Veet((2,3)).
e Prenons la base canonique de R2. Alors
Im (p) = Vect(p(1,0),p(0,1)) = Vect((—3,—6), (2,4)).
Puisque (—3,—6) = —2(2, 4), les vecteurs sont colinéaires. Finalement

Im (p) = Vect((2,4))

et (2,4) est libre (un seul vecteur non nul), donc forme une base de I'image.

Ainsi,
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Bilan : p est le projecteur sur Vect(2, 3), parallelement a Vect(2,4).

Exercice 7
Démontrons rapidement que p est bien en endomorphisme de R3. Soient v = (z,y,2) et v =
(2',y’,2") deux éléments de R3 et A\ € R. Alors
p(Au+v) =pAz+ 2", Ay +y', Az +27)

=AM+ + A2+ y+y + A2+ 2,0)

=Nz+z2)+2" +2,ANy+2)+y +2,0)

=Mz +2,y+20)+ @ +2,y +2,0) = Ap(u) + p(v).
Ainsi, p est linéaire, de R? dans lui-méme : c’est un endomorphisme de R3. Pour montrer qu’il
s’agit d'un projecteur, il faut démontrer que p o p = p. Soit u = (x,y,z) € R3 :

pep(u) =p(@+2y+20)
=(x+2+0,y+2+0,0)=(z+ 2z,y+2,0) =p(u).

Ainsi, | p est un projecteur de R3.

Par propriété d’un projecteur, il projette sur F' = Im (p), parallelement & G = Ker(p).

o Déterminons F. On prend (eq, e,,€5) la base canonique de R3. Alors

F = Vect(f(e1), f(ea), flez))
= Vect((1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)).

Remarquons que (1,1,0) = (1,0,0) + (0,1,0). Ainsi la famille n’est pas libre et finalement

F = Vect((1,0,0),(0,1,0))

cette famille étant libre car non colinéaire.
o Déterminons G. (z,y,z) € Ker(p) si et seulement si (x + z,y + z,0) = (0,0,0), c’est-a-dire

x +z =0 T=—z
y+z =0 <= Jy=—=z.
0= z= z

Ainsi,
G = {(_Zv —Z,Z), ZGR}

c’est-a-dire

G = Vect((—1,—1,1)).

Exercice 8
1. Soit u = (x,y, 2) € Ker (f —idgs). Alors
—2rx—2y—22=0
(—x —2y —2z,4x + by + 4z,—x —y) — (z,y,2) = (0,0,0) <= dor +4y+42=0
—xz— y— z2=0

rT=—y—2z
= <y= y , (y,2)€R?
z = z

Ainsi,

El = {(_y — %Y, Z)a (yv Z) € R2} = {y(_la 1a 0) + Z<_1> 0> 1)a (yv Z) € R2}
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et finalement,

B, = Vect((—1,1,0), (—1,0,1))

et la famille forme une base de F; puisque les vecteurs sont non colinéaires.
De méme, u = (z,y, z) € Ker (f — 2idgs). Alors

—3r—2y—2z=0
dr +3y+42=0
—xr— y—22=0

(—x —2y —2z,4x + 5y + 4z, —x —y) — 2(z,y,2) = (0,0,0) <=

—x—y—22=0
— —y—42=0
y+42=0
r= 2z
= Jy=—-4z, zeR
z= =z

Ainsi,
Ey, ={(22,—4z2,2), z€R}

et finalement,

E, = Vect((2,—4,1))

2. On va utiliser le théoréme sur la concaténation des bases : si la concaténation des bases de
E, et E, forment une base de R?, alors E; @ Ey = R3.
o Montrons la liberté. Soient a, b, ¢ trois réels tels que a(—1,1,0) + b(—1,0,1) + ¢(2,—4,1) =

(0,0,0). Alors

—a—b+2c=0 —a—b+2c=0
a —4c=0 <= —b—2c=0
b+ ¢c=0 b+ ¢=0
—a—b+2c=0

= —b—2c=0

—c=0

Ainsi, le systéme est de Cramer et admet comme unique solution a = b = ¢ = 0 : la famille est

donc libre.

« Montrons qu’elle est génératrice. Soit (,y, z) € R3. Cherchons (a, b, c) € R3 tels que a(—1,1,0)+

b(—1,0,1) 4+ c(2,—4,1) = (z,y, z). Alors

—a—b+2c=x —a—b+2c==x
a —de=y = —b—2c=x+y
b+ c==z b+ c==z2
—a—b+2c==x
= —b—2c=zxz+y
—c=x+y+z
a=—4x — 3y —4z
< <0 T+ y+ 2z
c= —r—Yy—=z

Ainsi

(,y,2) = (—4x — 3y —42)(—1,1,0) + (z + y + 22)(—1,0,1) + (—z —y — 2)(2,—4, 1).
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La famille est donc génératrice, et finalement la concaténation des deux bases de E; et Fy
forment une base de R? : on peut conclure que

E1®E2 :R3.

Corrigés des exercices approfondis

Exercice 9
Raisonnons par double implication.

= Supposons la somme F;+...4+F,, directe. On se fixe k € [2, n]. Soit x € F,N(F} + ... + F},_;) =
{0}. Ainsi, z € Fj, et x € Fy+...+F),_;. Par définition, il existe donc (uy, ..., up_1) € Fy X... X Fj_4
tel que © = uy + ... up_;. On peut réécrire

eF, e?;_:l eF, Fen EF,

n
Puisque la somme €p F; est directe, on en déduit que
i=0

U =...=Up_ 1 =—a=0
et finalement x = 0. L’autre inclusion étant évidente, on en déduit que si la somme est directe
< Supposons que, pour tout k € [2, n], F, N (F; + ...+ F;,_;) = {0}. Soient (x4,...,x,) €

Fy x ... x F, tels que x; + ... + x,, = 0. Montrons par récurrence descendante que pour tout
ie[1,n], z; =0.

e Pour ¢ = n, remarquons que la relation précédente s’écrit encore
Ty +..+T, 1 =—2,.

Ainsi, z,, € F,, mais également z,, € F} + ... + F,,_;. Par hypothese, z,, = 0.
o Supposons que pour k € [p, n] (avec p > 2), x;, = 0. Mais alors, la relation précédente s’écrit

T+ttt =2+ + 2, =0.
N —— —
=0 par H.R.

Par la méme méthode que pour l'initialisation :
T 4+ ...+ .’pr_Q = _‘Tp—l

et donc
2, 1 €F,  N(F+..+F,,).

Par hypothese, on peut donc en déduire que z,,_; = 0.

Ainsi, par récurrence descendante, pour tout i € [1, n], ; = 0 : la somme est donc directe.

On a donc démontré par double implication que

F, + ..+ F, est directe < Vke[2,n], F,N(F+..+F,_;)={0}.

Exercice 10
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Remarque

Ces résultats théoriques sont classiques et a savoir refaire.

1. Soit = € Ker(f). Ainsi, f(x) = Op et par application de f, f(f(z)) = f(0g) = 0 : © €
Ker(f?).

Soit y € Im (f?). Il existe x € E tel que y = f2(z) = f(f(z)). En notant z = f(z), on a donc
y=f(z) avec z € E: y € Im (f).

Ainsi,

Ker(f) C Ker(f?) et Im(f?) C Im(f).

2. L’inclusion Ker(f) C Ker(f?) vient d’étre démontrée. Raisonnons par double implication :

= Supposons Ker(f) = Ker(f?). Soit € Ker(f) NIm (f). Alors f(x) = 0 et il existe y € £
tel que x = f(y). En regroupant ces deux informations :

0p = f(z) = f(f(y) = f*(y).

Ainsi, y € Ker(f?). Mais comme Ker(f?) = Ker(f), on en déduit que y € Ker(f), c’est-a-dire
f(y) =0g. Or, x = f(y) et donc x = Op.
On a donc bien Ker(f) NIm (f) = {0}, 'autre inclusion étant immédiate.

< Réciproquement, supposons que Ker(f)NIm (f) = {0} et montrons que Ker(f?) C Ker(f),
ce qui permettra de conclure puisque 'autre inclusion a été démontrée lors de la premiere
question.
Soit # € Ker(f?). Alors, f2(z) = Op, cest-a-dire f(f(x)) = 0. Notons y = f(z). D’une part,
y € Im (f), et d’autre part, puisque f(f(z)) = Og, f(y) = Og et donc y € Ker(f). Puisque
Ker(f) NIm (f) = {0}, on peut en déduire que y = 0, et donc f(z) =0g : z € Ker(f).
Cela montre donc I'inclusion Ker(f?) C Ker(f).
On a donc bien démontré :
Ker(f) = Ker(f2) += Im (f) N Ker(f) = {0g}.

3. Montrons également par double implication.

= Supposons Im (f) = Im (f?), et montrons Ker(f) + Im (f) = E par analyse et synthese.
Soit = € E et supposons qu’il existe y € Ker(f) et z € Im (f) tels que z = y + z. Ainsi, f(y) =0
et il existe u € F tel que z = f(u). Alors, par linéarité de f :

r=y+z = f(z)=fly)+ f(2) =0+ f(f(v) = f*(u)
Puisque Im (f) = Im (f?), f(x) € Im(f) donc f(x) € Im(f?). Ainsi, il existe bien un u € F
vérifiant f(x) = f?(u). On obtient un unique z = f(u), puis un unique y = z — 2.
Synthese : soit x € E. Soit u € E tel que f(z) = f?(u) (qui existe par hypothese). On pose alors
s=flu) ef y=1— f(u).
On remarque que y + z = z, z € Im (f) par définition. Enfin
fly) = f(z) — f2(u) = f(z) — f(z) = 0 puisque f(z) = f*(u).
Cela conclut notre raisonnement : pour tout z € E, il existe y € Ker(f) et z € Im (f) tels que
r=y+z: E=Ker(f)+Im(f).
< Supposons Ker(f) + Im(f) = E. Montrons que Im (f) C Im (f?), ce qui permettra de
conclure puisque 'autre inclusion a été démontrée lors de la premiere question.
Soit y € Im (f). Il existe donc x € E tel que y = f(x). Puisque E = Ker(f) + Im (f), il existe
a € Ker(f) et b€ Im(f) tels que z = a + b. Mais alors
y=[f(z) = fla) + f(b) = [ (D).
Or b e Im (f) : il existe ¢ € F tel que b = f(c) et finalement
y = f(b) = f*(c) € Im (f?).
Ainsi, Im (f) C Im (f?).
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On a donc bien démontré :

Im (f) = Im (f?) <> Im(f) + Ker(f) = E.

4. 11 suffit de regrouper les deux résultats précédent :

Im(f)®Ker(f) =FE < Im(f)NKer(f) ={0g} et Im(f)+ Ker(f)=FE
< Ker(f) =Ker(f?) et Im(f)=1Im(f?).
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