Chapitre
Séries

Résumé

ANS ce chapitre, on introduit la notion de série, une suite lie a une somme de termes d’une
suite. On y verra des méthodes de calculs, mais aussi des théorémes pour montrer des conver-
gences ou divergences de séries, sans pouvoir nécessairement calculer la somme de la série.
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@ Connaitre la notion de série :

e connaitre la définition d’une série, d’'une somme et du reste d’une série ........... O
e connaitre les différentes opérations usuelles......... ... ... .. il O
e connaitre le lien entre suite et série......... ... ... . . O
e connaitre la condition nécessaire de CONVErgence . ..........oovvuieniieenneennn... O
e connaitre les séries de réfrence. ...... ... O

@ Concernant les théoremes de convergence :
e connaitre le théoréme de comparaison ........ ... O
e connaitre le théoréme d’équivalence et de négligeabilité.................... ... .. O
® Concernant I’absolue convergence :

o connaltre la définition. ... ... ... . m|
o connaitre le lien entre absolue convergence et convergence ........................ |
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. Définition

1. Séries

Définition 24.1.

Soit (u,,) une suite réelle. On appelle série de terme général u,, et on note Zun ou
n>0
plus simplement » u,,, la suite des sommes partielles (.S,,) définie par

n
n E U
k=0

Remarque

Si la suite (u,,) n’est définie qu’a partir d’un certain rang ng, la série de terme général w,,
n’est également définie qu’a partir de ng, ce que 'on note E u,,. La suite des sommes

nzng

n
partielles est (.S,,),,5n,, avec S, = Z .

Attention

La série ) u,, est bien une suite! C’est la suite des sommes partielles (S,,),,>n,,-

Exemple 24.1

Soit u la suite définie pour tout n > 1 par u,, = —. La série de terme général u,, est notée
1

Z — est appelée la série harmonique.

n>1

Exercice 24.2

Déterminer les premiers termes de la suite des sommes partielles de la série harmonique.

Solution

On note (S )n>1 la suite des sommes partielles associées a la série harmonique, c¢’est-a-dire

Yn > E—A]orsona
k:lk
3 1 1 11 1 1 1 25
Sy =1, S,= + S Ss=ltots=—, Si=lto+o+i=0

2. Convergence

La série Y _ u,, étant une suite, on peut s’intéresser a sa convergence.

Définition 24.2.

Soit (u,,) une suite réelle. On dit que la série Y u,, converge si la suite des sommes partielles
(S,) converge. Dans ce cas :
+00o
o la limite de la suite (.5,,) est alors appelée somme de la série, et est notée Z uy. On

k=0 L]
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a ainsi
+oo n
g up = lim E Uy,
k=0 [y

« on appelle reste de la série la suite (R,,) définie par

+00 400
R,= > we=)> w35,
k=0

k=n+1

Conséquence 24.1.

Si la série > u,, converge, alors le reste (R,,) tend vers 0.

Démonstration
+00
En effet, puisque la série converge, S,, ——— E uy, et donc R, — 0.
n—-+0oo n—-+oo
k=0
Attention
+00

L’écriture u;. n’a de sens que si la série converge, alors que D'écriture u, a bien un
k ) n

k=0
sens, puisqu’elle désigne une suite.

Remarque

Les sommes infinies ne se manipulent pas comme les sommes finies (puisqu’en réalité, ce
sont des limites, et il faut donc toujours s’assurer de la convergence). C’est pourquoi on
calculera (presque) toujours les sommes partielles, qui sont des sommes finies, avant de
passer a la limite.

Remarque
Etudier la série ) u,, c’est déterminer si la série converge ou diverge.

On dit que deux séries ont méme nature si elles sont toutes les deux convergentes, ou
toutes les deux divergentes.

Proposition 24.2.

Soient u et v deux suites qui ne différent que d’un nombre fini de termes. Alors > u,, et
> v, sont de méme nature.

Ainsi, modifier un nombre fini de termes d’une série ne change pas sa nature. On peut donc
faire des suppositions sur les premiers termes d’une suite pour déterminer la nature d’une
série.

Démonstration

Supposons que pour tout n > N, u,, = v,,. Alors, pour n > N :

n

n N
Zuk = ka + Z(Uk — V).
k=0 k=0

k=0
c’est-a-dire, en notant respectivement (.5,,) et (7},) les suites des sommes partielles associées
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auetov:
N

Sn = Tn + Z(uk - vk:)'
k=0

N
Le terme Z(uk — vy,) étant fini, (S,,) converge si et seulement si (7,,) converge.
k=0

3. Premiers exemples
Exemple 24.3

1 n
Soit (u,,) la suite définie pour tout n par u,, = <§> . Etudier la série Zun.

Solution
n k

Notons 5, = Z (%) . Alors
k=0
n k 1— l il n+1
S ) =S (- ()

2

n+1

. 1 . . s 1o

Puisque —1 < 5 < 1, ona lim (—) = 0. Par somme et produit, on en déduit donc
n—-+oo

1 n
que la série Z (—) converge, et on a
n>0 2
+00 1
li = ) =2
Jdm 5.=3(3)

Exemple 24.4

- . f s 1 1 .
Montrer que la série harmonique, de terme général —, >  —, est divergente.
n n
n=1

Solution
n
1
Pour tout n > 1, notons H,, = Z E

k=
Nous avons vu dans le chapitre sur le calcul différentiel que I'on a, pour tout k > 1,
In(k+1) —In(k) < =

En additionnant ces inégalités, on obtient alors

n n

> (In(k+1) —In(k)) <

k=1 k=1
Or, on a
Z(ln(k +1)—In(k)) =In(n+1) —In(1) = In(n + 1), les termes se téléscopant.
k=1

Puisque lirf In(n + 1) = 400, par comparaison, on en déduit que
n—+0oo

n
lim E
n—-+0oo

:+OO

|
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I's Ezercices 1 et 2.

Il. Propriétés

1. Opérations sur les séries

Les opérations sur les sommes finies se transposent, dans certains cas, aux séries :

Théoréme 24.3. Linéarité

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles, et A un réel non nul.

o Les séries Y u, et > Au,, sont de méme nature (c’est-a-dire qu’elles sont soit toutes
les deux convergentes, soit toutes les deux divergentes). Si elles sont convergentes, on

a alors
400 +o0
k=0 k=0

o Si les séries > u,, et > v, sont toutes les deux convergentes, alors la série > (u,, +v,,)
est également convergente, et on a

+00
Zuk—HJk Zuk—i-ka
k=0

e Si ) u, est convergente, et Y v, est divergente, alors > (u, + v,) est également

divergente.
Attention
La remproque du deuxieme point n’est pas vraie. Par exemple, si pour tout n > 1, u,, = — et
v, = —;, alors la série Y u,,+v,, converge (vers 0) alors que ni Y u,, ni »_ v,, ne convergent.

Il faudra donc toujours s’assurer que les séries convergent avant de séparer les sommes.

Démonstration

Cela repose sur la linéarité de la somme. Soit n € N* fixé. Alors

n n
—0 =0 n—>+oo

+00
Donc la série Y A\u,, converge et sa somme vaut A E U,
k=0

Zuk+vk Zuk—i—ka
k=0

Si les deux séries > u,, et Y v, convergent, le résultat précédent garantit que > (u,, + v,)

+00 +00
converge, et que sa somme vaut E U + E V.
k=0 k=0

Si Y u, converge, et > v, diverge, alors Y (u,+v,,) ne peut converger (sinon, par différence,
> v,, converge également, ce qui est absurde).

‘ Conséquence 24.4. ’

‘ L’ensemble des séries convergentes forme un R-espace vectoriel. ’

A. Crouzet 6 ©@®®
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2. Suite et série

Théoréme 24.5. Théoréme suite série

Soit (u,,) une suite. Alors (u,,) converge si, et seulement si, la série > (u,,,; —u,,) converge.
Dans ce cas, en notant ¢ la limite de (u,,), on a
+o0o

Z(uk+1 —ug) = —ug.

k=0

Démonstration
n

Notons S, = Z(ukﬂ — uy,). On constate que S,, = u,,.1 — ug par télescopage. Ainsi, (.5,,)

k=0
converge si et seulement si (u,,) converge. Si (u,,) converge vers ¢, par passage a la limite,
+o0
on obtient bien E (Upp1 — ug) = £ — ug.
k=0

I11. Conditions de convergence

1. Limite de la suite et convergence

Théoréme 24.6.

Soit (u,,) une suite réelle. Si la série Y u,, est convergente, alors lim wu, = 0.
n—-+0oo

Démonstration

n
Pour tout n, notons S,, = Z ug. Alors, pour tout n > 1, on a u,, = 5,, — S,,_;. Si la série
k=0
> u,, converge, alors la suite (S,,) admet, par définition, une limite que I'on note £. Mais
alors
lim S, = lim §,,_; =/

n——+0o0o n—-+oo
et donc
lim w,=¢—40=
n——+o0o
Remarque

La contraposée du théoréme est intéressante : si la suite (u,,) ne converge pas vers 0, alors
2n

la série Y u,, n’est pas convergente. Par exemple, la série E 1 diverge, car son terme

n+
général ne tend pas vers 0.

On dit dans ce cas que la série diverge grossierement.

Attention

Cette condition est nécessaire, mais pas suffisante : en effet, on a lim — = 0 et pourtant
n—+oo n,

1
la série harmonique g — diverge.
n>1

A. Crouzet 7 ©@®®
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Exemple 24.5

Soit ¢ un réel. On s’intéresse a la série > ¢™. Alors, pour que la série > ¢" converge, il faut

que lirf q" =0, c’est & dire |g| < 1. On verra plus tard que la réciproque, dans ce cas, est
n—+oo

vraie.

2. Séries a termes positifs

Le cas des séries a termes positifs est plus simple a étudier.

Définition 24.3. Séries a termes positifs

On dit qu’une série Y u,, est & termes positifs si, pour tout n, u,, > 0.

Théoréme 24.7.

Soit (u,,) une suite a termes positifs. Alors la série Y u,, est convergente, si et seulement si,
la suite des sommes partielles (S,,) est majorée.

Démonstration
n

Notons §,, = Zuk On a alors S, ;1 — S, = u,;1 = 0 : la suite (5,,) est donc croissante.
k=0

D’apres les théoremes sur les suites monotones, (S,,) converge si et seulement si la suite
(S,) est majorée.
IV. Séries de référence

1. Séries géométriques et dérivées

Définition 24.4. Série géométrique

Pour tout entier p, la série E q" s’appelle série géométrique de raison gq.
nzp

Théoréme 24.8.

La série ) ¢q" est convergente si et seulement si |g| < 1. Dans ce cas,
+00
I
n=0 —4q
Plus généralement, la série Z q" est convergente si et seulement si |g| < 1, et dans ce cas,

N nz=p
o0

W

=p l—gq

Démonstration

La suite (¢™) converge vers 0 si et seulement si |g| < 1. Par condition nécessaire de conver-
gence, la série Y ¢™ ne peut pas converger si |q| > 1.

Supposons alors que |¢| < 1. Notons, pour n > p, S, = qu. On a S, = —. Or,

A. Crouzet 8 ©@O®®
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. . q° -
lim ¢"™! =0 car |q| < 1. Donc la suite (S,,) converge vers T la série converge, et sa
—q

P

q
somme vaut T
—q

On dispose également de deux séries, appelées séries géométriques dérivées premiere et deuxieme :

Théoréme 24.9. Série géométrique dérivée

e Série géométrique dérivée premiere
La série E nqg™~1 converge si et seulement si |g| < 1. Dans ce cas,
n>1

+00

e Série géométrique dérivée seconde
La série g n(n —1)¢" 2 converge si et seulement si |q| < 1. Dans ce cas,

n=2
+o00
2
nn—1)¢" %= ——
2, =
Démonstration

"=1) ne converge pas vers 0, donc la

Démontrons le premier résultat. Si |g| > 1, la suite (ng
série an”_l ne peut converger.
n>1

n
Pour tout = € |—1, 1[, notons T},(z) = Z x*. T, est une fonction dérivable sur | —1;1], et
k=0

on a .
T)(z) = > kab
k=1
1— In+1
D’autre part, pour tout z € |—1,1[, T,,(z) = 4 On a donc également
—x
—(n+1)2"(1—2)— (1—2") (-1 1—(n+1)z" +na™t!
o]l T - St e = (e 1=t )
(1—x)? (1—=)?
Puisque lim (n+1)z" = lim na™™ =0 (car |x| < 1 et par croissances comparées), on

n—-+0oo n—+0oo

en déduit que lim T} (z) =

n—+oo (1 —x)Q.

Ainsi, la série g na™ ! converge, et on a bien
n=>1

+o00
— (1—2)?

Remarque
On remarque que ng" = qng™ ! et que n(n — 1)¢" = ¢®>n(n — 1)¢" 2. Ainsi, si |q| < 1, les
séries > ng™ et >_n(n —1)¢™ convergent également, et

St S 2
ng" = et nin—1)q" =
n—1 (1 _Q)2 n—2 (1_(])3

Les sommes peuvent commencer a 0, puisque les termes manquants sont nuls.
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Savomr O | Exercice 24.6

FAIRE

Montrer que la série Y (n? +n + 1)27" converge, et déterminer sa somme.

Solution

On se rameéne a des séries géométriques, éventuellement dérivée, en utilisant la remarque
n?=n(n—1)+n.

M?+n+1)2"=Mnn—-1)+n+n+1)27"

\" 1\" 1\"
= S D (= i
n(n )<2> * "(2) +<2>
1\" " 1\"
Les séries Zn(n— 1) <§> , Zn <§> et Z <§> sont convergentes, puisque —1 <

% < 1. Par linéarité, la série > (n? 4+ n + 1)27" converge, et on a :

2(7124—71—}-1)2_” zgn(n—l) (%>n+2:zzn <%)n+7§) <%)n

1\2 1
2(523+2 512+ L
(1-3) (=30 173

—4+44+2=10

2. Séries de Riemann

Définition 24.5. Série de Riemann

La série de terme général — (a € R) est appelée série de Riemann.
n

Théoréme 24.10.

1
La série de Riemann g — converge si et seulement si o > 1.
n>1

Démonstration
/x ez . 1 . 1
Nous avons déja traité lecas a =1. Sia <0, — —— 40 etsia =0, — —— 1.
L . R . n% n—+4oo n% no+oo

Ainsi, si a < 0, la série est grossiérement divergente.

n

1

Prenons o > 0. On note S,, = T

k=1

. 1 ..
La fonction t = est alors décroissante sur RY .

Pour tout k € N* et t € [k, k+ 1], on a, par croissance de l'intégrale :

1 - 1 - 1 _ /k'+1 1 dt</k+1 dt </k+1 1 dt
(k+1)> =t = ko P L A A

1 t—a+1 k+1 1
= < < —
(k+ 1) [—a—i—l]k ke

1 ( 1 1><1
(k+1)> “1—a \(k+1)21  ko-l) = ko

A. Crouzet 10 ©@®®
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En ajoutant ces inégalités, et par télescopage :

n 1 1 n 1 1 "1
Z a < Z a—1  rLa—1 < Ta
— (k+1) e (k+1) k —~k
1 1
il l—a ((n—i— 1)a-1 )

e Sia€]0, 1], a—1<0 et donc

1 1
-1 — .
1l—« ((Tl + 1)0‘_1 ) n—+oo Too

Par comparaison, S, —+> 400 : la série diverge.
n—-+oo
o Sia€]l, +oo[, «—1> 0 et I'inégalité précédente devient
1

a—1

Sn+1_1 <

De plus, la suite (S,,) est croissante, puisque

1
Spi1— 8, = ———>0.
n+1 n <n + 1)a
La suite (S,) est donc croissante et majorée; d’apreés le théoreme de convergence
monotone, la suite (.5,,) converge, et la série converge donc.

Remarque

1
Méme si la série converge, on ne connait pas explicitement la valeur de la somme E —,

n>1
sauf dans certains rares cas.

I FExercice 4

3. Série exponentielle

Définition 24.6. Série exponentielle

La série de terme général % (z € R) est appelée série exponentielle.

Théoréme 24.11.
w’ﬂ

Pour tout réel x, la série exponentielle Z — converge, et on a
n!

“+o0 n

Démonstration

Vu dans le chapitre 21 : c¢’est une application de la formule de Taylor-Lagrange.

1
g I M¢éthode
I
I Pour déterminer si une série converge ou non, et éventuellement calculer sa limite, on essaiera
; si possible de se ramener a une des séries usuelles (géométriques, Riemann ou exponentielle).

A. Crouzet 11 ©@®®
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Exemple 24.7

_2\n+1
Déterminer la nature de la série de terme générale u,, = ( ?2' .
Solution
Remarquons tout d’abord que
_(=3)M(=3) (=)
Uy = =—-3
n! n!

(=3)"
La série E converge puisqu’il s’agit de la série exponentielle, et sa somme vaut e 3.

|
=5 n!
Par produit, la série Z u,, converge, et
n=0
+oo -3 n+1
~ !
Remarque
n—1
Par décalage d’indice, on a également, pour tout réel x, Z ———; converge également, et
= (n—1)!
+0o0 xn—l N
N
—~ (n—1)!
et de maniere plus générale
“+o0 xn—p
2
=e
= (n—p)!

I's  Ezercice 3

V. Théoremes de convergence

1. Théoréme de comparaison

Pour majorer (S,,), on commence en général par majorer (u,). On somme alors ces majorants
pour en déduire un majorant de (.5,,). On dispose ainsi du théoréme suivant :

Théoréme 24.12. Théoréme de comparaison
Soient (u,,) et (v,,) deux suites & termes positifs. On suppose que pour tout n,
0<u, <v,

Alors, si la série Y wv,, est convergente, la série Y u,, est également convergente. Dans ce

cas,
+00 +00
E Up, < E Vi
k=0 k=0

Démonstration
n

n
Si on note S,, = Z uy et T, = ka, on a, pour tout n, S,, < 7,, (addition des inégalités).
k=0 k=0
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De plus, la suite (7},) est également croissante, de limite 7. Donc pour tout n, T,, < T. Donc
vn,S, <T,<T

La suite (5,,) est donc majorée, et d’aprés le théoréme précédent, la série Y u,, converge.
L’inégalité précédente donne alors

n—-+oo n—+oo

+00 I
Zun = lim 5,<T= lim T, = Zvn
n=0 n=0

Exemple 24.8
Soit (u,) une suite & termes positifs vérifiant, pour tout n, u, < o Puisque la série
1 n +00
Z (§> est une série convergente, la série ) u,, est donc convergente, et on a Z U, < 2.
n=0

On dispose également d’un critere de divergence, qui est la contraposée du théoréeme précédent :

Théoréme 24.13.

Soient (u,,) et (v,,) deux suites a termes positifs. On suppose que pour tout n, 0 < u,, < v,,.
Alors, si la série > u,, diverge vers +oo, alors la série Y v,, diverge également vers +oo.

Exemple 24.9
Soit (u,,) une suite a termes positifs vérifiant pour tout entier n > 1, u,, > —. Alors, puisque
n

J 1 . o , .
la série Y ~ st divergente, la série Y u,, est également divergente.

I’ Exercices 3 et 4.

2. Equivalence et négligeabilité

On peut utiliser les équivalents :

Théoréme 24.14.

Soient (u,,) et (v,,) deux suites & termes positifs. On suppose que u,, 3 Vne Alors, la série
o0

> v, est convergente si et seulement si la série > u,, est également convergente.

Démonstration

La suite (v,,) est non nulle & partir d’un certain rang (pour pouvoir parler d’équivalent).

. n . . \ . n 3
Puisque = — 1, il existe un rang N a partir duquel Inog 2,
VUn n—o0 Un 2

Mais alors, pour tout n > N, puisque (v,,) est a termes positifs :

0<u, < 51)”.

La série Y v,, étant convergente, on peut alors écrire

n 3 n 3+oo
0< Zuk<§zvk< Ezvk
k=N k=N k=0

Finalement, la suite des sommes partielles (Z:fo uk) est croissante (car série a terme
positif) et majorée : elle converge et la série > u,, converge donc.

A. Crouzet 13 ©@®®
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savom ¢ | Exemple 24.10

FAIRE M t Z 1
ontrer que ———— converge.
d 2n 4 3n HVETS
n=0
Solution

Remarquons que
1 1
21’L + 37’1, 3TL

1
Puisque les deux suites sont a termes positifs, et que la série E 3—n converge (série géomé-
1

trique), on en déduit que par comparaison de séries a termes positifs, la série E 1 3n

n>0
converge.

On dispose également d’un critere en cas de négligeabilité :

Théoréme 24.15.

Soient (u,) et (v,) deux suites & termes positifs. On suppose que u,, = 0, (v,,).
Si la série ) v,, est convergente, alors la série > u,, est également convergente.

Si la série ) u,, est divergente, alors la série ) | v,, est également divergente.

Démonstration

La suite (v,,) est non nulle a partir d’un certain rang (pour pouvoir parler de négligeabilité).

Puisque - — 0, il existe un rang N & partir duquel = < 1.
Un n—oo Un

Mais alors, pour tout n > N, puisque (v,,) est a termes positifs :

0<u, <v,.

La série > v,, étant convergente, on peut alors écrire
n n +oo
0< Zuk< ka<21}k.
k=N k=N k=0

. . . n . ya N
Finalement, la suite des sommes partielles (Zk—o uk) est croissante (car série a terme
positif) et majorée : elle converge et la série ) u,, converge donc.

SAVOI (9 Exemple 24.11

FAIRE

—n2 /.
Montrer que E e™ " est une série convergente.
n=>0

Solution

1

2

Remarquons que e™ = o (—2> En effet,

n

_n?
. € . 2 _n2 . 7
lim = lim n-e = 0 par croissances comparées
n—+o00 ]_/n n—+o0o

. 1 o o 1 .
Les deux suites (e™"") et (ﬁ) sont positives, et la série ) — est convergente (Riemann).

. s . N .y 4, . ;. —n2
Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que la série Y e ™ converge.

A. Crouzet 14 ©@®®
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Remarque

Dans les cas ou on ne peut pas calculer la somme de la série en se ramenant a une somme
usuelle, on peut essayer, via équivalence ou négligeabilité, montrer la convergence ou la
divergence de la série en se ramenant, comme dans ’exemple précédent, & une somme de
Riemann.

. 1 . o N s s
Siu, =044 (n_a> avec « > 1, et si la série est a terme positif, alors la série ) | u,, converge.

Le cas a = 2 est souvent utilisé, mais pas toujours!

.1 . o N s - .
Si = = 0o (u,) avec a < 1, et si la série est & terme positif, alors la série Y u,, diverge.

I's  Ezercice 5.

Exercice 24.12

1 1
Déterminer la nature des séries g on et g _—
snflan = /nlan

Solution
Ce sont des cas particuliers de séries appelées les séries de Bertrand.

Remarquons tout d’abord que les deux séries sont a termes positifs. De plus :
1

1 1 . n2lnn 1
n2lnn Otoo <n3/2) puisque 7 = n'/2lnn n—+oo 0-

n3

1
Puisque la série Z —375 converge (car 3/2 > 1), par comparaison de séries a termes positifs,

n>1
" 1
la série g 7 converge.
=in‘lnn
De méme
1 1 . n3/4 Inn 0 . ,
—— =0 ————— | puisque = par croissance comparée.
n3/4 e \Vrnlnn ! n/4 notoo
Vnlnn
. . 3 . R o .
Puisque E 7 diverge (car 1 < 1), par comparaison de séries a termes positifs, la série
n=1 n
1 di
————— diverge.
= Vvnln

I'& FEzercice 11.

VI. Convergence absolue

Définition
Définition 24.7.

Soit (u,) une suite réelle. On dit que la série > u, est absolument convergente si la
série Y |u,| est convergente.

A. Crouzet 15 ©@O®®
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Exemple 24.13

- (=n"
La série E
n2
n>1
convergente (série de Riemann).

(="

n2

est absolument convergente : en effet, la série g
n>1

:ZE est

n>1

2. Absolue convergence et convergence

Théoréme 24.16.

Soit (u,,) une suite réelle. Si la série ) u,, est absolument convergente, alors elle est conver-
gente.

Démonstration

On note z et y les suites définies pour tout n par

. un+’un’ _ ‘un‘_un
e B e

Par construction et définition de la valeur absolue,
VneN, 0<z,<|u,| et 0<y, <|u,l|
Puisque la série est absolument convergente, et que les suites (z,,) et (y,) sont & termes
positifs, par comparaison, on peut en déduire que »_ z,, et > v, convergent.
Mais alors
Ln —Yn
Vn, u,= —5

et par linéarité, la série Y u,, converge également.

Remarque

Pour démontrer qu’une série de signe quelconque est convergente, il peut ainsi étre judicieux
de montrer qu’elle est absolument convergente, et se ramener donc a une série a termes
positifs.

Les séries absolument convergentes sont « stables », comme on peut le voir avec ce théoreme
(hors-programme) :

Théoréme 24.17.

Soit Y u,, une série absolument convergente. Soit o : N — N une bijection. Alors la série
Zuo(n) est absolument convergente, et

+00 +00
D to(n) = D Un-
n=0 n=0

Ainsi, changer l'ordre de sommation d’une série absolument convergente ne change ni sa
convergence, ni la valeur de la somme.

3. Convergence et absolue convergence

Remarque

La réciproque du theoreme 24.16 n’est pas vraie : une série peut étre convergente sans étre
absolument convergente. On dit, dans ce cas, que la série est semi-convergente.
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—1 n—1
Par exemple, nous avons vu dans un exercice du chapitre 20, que la série Z —) est
n
n>1
convergente (de limite In(2)). En revanche, elle n’est pas absolument convergente, puisque

la série 1 .
5|5

n>1 n n>1

n’est pas convergente.

Les séries semi-convergentes sont, quant a elles, trés « instables », comme le montre le théoreme
suivant (hors-programme) :

Théoréme 24.18. Théoréme de réarrangement de Riemann

Soit ) u,, une série semi-convergente, et £ € R U {+oo}. Alors il existe une bijection o :

N — N telle que
+00
Z uo‘(n) = E
n=0

En réarrangeant les termes de la série, on peut ainsi obtenir toute valeur possible.

4.

Etudier une série

Méthode
Pour étudier une série > u,,, on suit différentes étapes :

1. On vérifie si la suite (u,,) tend vers 0. Si non, la série est divergente.

2. On s’intéresse a la suite (u,,) et on regarde si elle est équivalente, négligeable devant,
ou majorée par une suite dont on sait que la série converge (par exemple, parce que
c’est une série de référence). Dans ce cas, on peut conclure quant a la convergence
(mais pas sur la somme de la série)

3. Si on demande de déterminer la somme, on pose la suite des sommes partielles (S,,)
et on vérifie si on peut la calculer. Si oui, on peut conclure quant a la convergence, et
la valeur de la somme le cas échéant.

4. Si tout ce qui précede n’a pas abouti, on essaie de majorer (ou minorer) les sommes
partielles (S,,) si la série est a termes positifs, ou alors on s’intéresse a I’absolue conver-
gence sinon.

Remarque

On ne peut pas forcément calculer la somme de la série, méme si on arrive a prouver que la
série converge.

Exemple 24.14

. Etudier la nature de la série Z Uy,

n>1

Soit u la suite définie pour n > 1 par v, = —————
P = baltn n?(n?+1)

Solution
Plusieurs méthodes pour cette série.
1. Théoréme de comparaison : on constate que
1

Uy ~ —
n n4
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La suite (u,) et la suite (;) sont des suites & termes positifs, et la série Z i

converge (série de Riemann avec 4 > 1). Par équivalence de suite a termes positifs, la
série E u,, converge.
n=1
2. Majoration : on constate que
1 1

n2m2+1)=n*+n2>n2donc0 < ——— < —
( ) n?(n?+1) = n?

La suite (u,,) est a termes positifs et majorée par la suite (%) dont la série converge

(série de Riemann avec 2 > 1). Par majoration, la série Z u,, converge.
n>1
3. Calcul des sommes partielles : Remarquons tout d’abord que la suite (u,,) converge

vers 0. On peut écrire u,, sous la forme
1 1

Uy = —5 — =0, —w

Or, la série Zvn converge (série de Riemann). De plus, pour tout n > 1,
n>1

O<w,< =5 =0,
n

Par comparaison, (w,,) étant a termes positifs et la série Z v,, étant convergente, on
n=1
en déduit que la série Z w,, converge également.
n=>1
Par somme, la série Z u,, converge également, et

n=>1
Z712712—1—1 Zn2 Z712—1—1

n>1 n>=1 n=1

I”&= Ezxercices 9 et 10
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Exercices

Exercices

Calcul de sommes partielles

Exercice 1  Un calcul de série par téléscopage (10 min.)
1

1 (n > 1) et on note Sy sa N-éme
n —_—

On considére la série numérique de terme général

somme partielle.

| Ve 1 1( 1 1 >
. Vérifier que : ——— = = —
erdne s e T T oo 1 2t

s 1(1 L )
N7 9 2N +1

est convergente.

2. Montrer que :

3. En déduire que la série de terme général e
n p——
Exercice 2 Suites des sommes partielles (20 min.)

Pour chacune des suites suivantes (définies pour n > 3), calculer la suite des sommes partielles,
et déterminer si la série associée est convergente. Le cas échéant, donner la valeur de la somme.

1
n(n+1)

n(14+2) 2. v, =In (1 — %) 3. wy =

L. tn = In(n) In(n+1)

. a b .
Pour la 3), on pourra essayer de décomposer sous la forme — + — bour a, b deux réels
n n

1
n(n+1)
bien choisis.

Comparaison

Exercice 3 Minoration (5 min.)

Soit u la suite définie pour tout n > 2 par
n

n?—1

Uy =

1 .
Montrer pour tout pour n > 2, u,, > - Montrer alors que Z u,, diverge.

n=2
Exercice 4 Majoration (5 min.)
5
Démontrer que ——— converge.
d 7;3 4" In(n) 8
Exercice 5 Equivalence et négligeabilié (20 min.)
Etudier la convergence des séries de terme général u,, :
n—+3 1 n?+n+1
Lou,=—-"— 2. u, = ——, 3w, =TT
"ot n+2 To2m 43 " 2n
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n? —6n% +n—12 —n+3
4. u, = on , 5. U, = 714—_1_1, 6. u, = (-1)"67371,
- 1 . < 7T> g 1 9 1
.U, = —=sin|{—|, LU, = —, U, = ———
"n 4n " 31 " n(n%+3)
10 cos (37) 11 ! 120, = = 41 il
AUy = ———————, AUy = ———, Uy = — —cos | — |,
" 4n2—3n+6 " ncos?(n) " oon vn
n \" (—1)"n! 1
13.u,, = < ) , 14.u, = ———, 15.u,, = ,
n+ 1 nm nnn
16 1(1 1) 17 In(n)e v 18 ! t(l)
AUy, =In|1— , Uy, =nln(n)e” VT U, = —=arctan | — |,
n " Jn Jn

Tp— 0, = (cos (1)) 2= yfran (e
= () e e =\ ) e A 2022 Ty )

000 Exercice 6 Séries a parametres (20 min.)
Etudier la nature des séries suivantes en fonction du parametre o € R :

1Y nsin (\/;) 2 Y WakT-vae, 8 Y en(—(nm)?),

neN n>1

a” 1 ne n
LD T 5 2 o . 31 (1)

n>1 n=1
Séries usuelles

000 Exercice 7 Séries usuelles (20 min.)
Justifier la convergence des séries suivantes, et calculer leur somme.

nin—1 —1)"n
12% 3.Z<22
1

n
9. Z M 4. zn: S

. L : 1
000 Exercice 8 Séries de Riemann ) — (20 min))

s ;o ;- ;g 1 |
On considére la série numérique de terme général — (n > 1). On note T sa N-éme somme
n

partielle.
1. Vérifier que :
VYn>2 1 < ! < !
i n+l n2 n—1 n
2. En déduire que :
3 1 1
2 N+1 N

Montrer que la suite (7)) est majorée.
Déterminer la monotonie de la suite (Ty) y>2-
En déduire la convergence de la série initiale.
Etablir Pencadrement suivant :

IR S

+
8

1

< 2

<2

N w

n

3
ll

Suites et séries
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000 Exercice 9 Suites et séries | - EDHEC (20 min.)

2

Soit u la suite définie par uy €]0; 1] et pour tout n, u, 3 = u, —u;.

1. Démontrer que pour tout n, 0 < u,, < 1. Montrer alors que la suite u converge, et déter-
miner sa limite.
2. Montrer que la série Z u? converge et calculer sa somme.

3. Quelle est la nature de la série Z In(w, 1) — In(u,)?
n>0

@00 Exercice 10 Suites et séries Il (30 min.)
On considere la suite (u,,) définie par

O<ug<letVneN, u, ;=+14u,—/1+u2

1. Montrer que pour tout n, u,, existe et appartient a ]0; 1.
2. Montrer que pour tout n, u,;; < u?” En déduire la nature de la série de terme général
Uy

Pour aller plus loin

000 Exercice 11 Séries de Bertrand (20 min.)

1
On appelle séries de Bertrand les séries du type Z avec (a, ) € R2.

=3 n(In(n))?
1. Supposons que a > 1. Montrer que la série de Bertrand converge.
2. Supposons que « < 1. Montrer que la série de Bertrand diverge.
3. Supposons que o = 1.
a) Montrer que si § < 0, la série de Bertrand diverge.
n
b) On pose T, :/ dt 3
2 t (111 t)
la suite (7,,) diverge vers +oo.

k+1 dt
c¢) En encadrant / 3
k t (hl t)
si et seulement si 5 > 1.

. Montrer que si 8 > 1, la suite (T},) est bornée, et si 5 < 1,

et en sommant, montrer que la série de Bertrand converge

@00 Exercice 12 Séries alternées (30 min.)

e Pour tout n, on note S, = Z ( k) . Montrer que les suites (S5,,) et (Sy,.1) sont adja-
k=1
o . (="
centes. En déduire que la série Z converge.
n>1
n
o (Généralisation) Soit u une suite positive, décroissante de limite nulle. On note S,, = Z(—l)’“uk.

k=0
Démontrer que les suites (Ss,) et (Sy,41) sont adjacentes, et en déduire que la série
Z(—l)”un converge.
n
+00o -1 k
Remarque : on a déja démontré, autrement, que la série Z
k=1

converge, vers —In(2).

@ee@ Exercice 13 Sur la série harmonique (25 min.)

n

1

On pose, pour tout n > 1, H,, = Z T
k=1
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1
1. En encadrant ¢ S sur [k, k + 1], prouver que H, fox Inn.

2. Onpose u, = H,—Inn, et v,, = u, 1 —u,. Etudier la nature de la série Z v,,- En déduire
que la suite (u,,) est convergente. On notera ~ sa limite *.
+00
1
3. Soit R, = Z =k Donner un équivalent de R,,.

k=
4. Soit w,, tel que H, =Inn+vy+w,, et soit t,, = w,,, 1 —w,. Donner un équivalent du reste

1 1
Ztk‘ En déduire que H,, =Inn + v+ o +o0 <;>

k>n

000 Exercice 14 Formule de Stirling (15 min.)
1. Soit (x,,) une suite de réels et soit (y,,) définie par y,, = z,,.; — x,,. Démontrer que la série
>y, et la suite (z,,) sont de méme nature.

n"e "
2. On pose (u,,) la suite définie pour n € N* par u,, = — Donner la nature de la série
n!

U
de terme général v,, = In ( ntl )
u?’l
3. En déduire 'existence d’une constante C' > 0 telle que :

n! ~ Cyvnne™ ™.
+oco

@00 F[xercice 15 Espace /2 (15 min.)
Soit £2(R) Pensemble des suites réelles u telles que S"u? converge.
1. Montrer que pour tous réels z et y, zy < 5 (x +9?).

2. En déduire que si u et v sont deux éléments de £2(R), alors Y u,,v,, converge.
3. Montrer alors que ¢?(R) est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des séries convergentes.

eee® F[xercice 16 Critere de d'Alembert (15 min.)
Soit (u,,)

ey une suite réelle & termes strictement positifs telle que

lim — = )\ ¢ [0, +00[ U {+00}.

n—+oo Uy,

1. Montrer que, si A < 1, alors Y u,, converge.
neN

On pourra comparer (un)neN avec le terme général d’une suite géométrique de raison
inférieure stricte a 1.

2. Montrer que, si A > 1, alors »_ u,, diverge.
neN
3. Montrer que, si A = 1, alors on ne peut pas conclure en général, en donnant deux exemples

astucieusement choisis.

®ee F[xercice 17 Reégle de Raabe-Duhamel (20 min.)
Soit (u,,) une suite réelle a termes strictement positifs. On suppose qu’il existe deux réels a et
c tels que

U 1
n_+1:1___|_£_’_0< 2)
U, +o° n n

1. Pour tout n € N*, posons v,, = In (n®u,,). Montrer que n/? (v,,,q —v,) — 0.

n——+oo
2. En déduire la nature de la série ) (v, — v,,).
neN
3. En déduire qu’il existe A > 0 tel que u,, ~ %
+oo N

!Cette constante est appelée constante d’Euler.
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4. Application : soient z et y deux réels strictement positifs. On considere la suite <u”>n€N
définie par uy > 0 et, pour tout n € N, (n + y)u, 1 = (n + x)u,,. Déterminer la nature de
> u,.

5. Application : soit x € R%. Déterminer la nature de ) |
harmonique.

H, on (H - .
igne 1 ri
sy T 01 ( ”)neN* désigne la série

Sujets de concours

000 Sujet 1 EML maths appro — 2023 (45 min.)

n
1
Dans cet exercice, = désigne un élément de |0, 1[. Pour n € N*, on pose S,, = E T
k=1
1 k+1 1 1
1. a) Soit k € N*. Démontrer que l'on a : —— < / -dt < —-.
) d k+1 ), ot k

b) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Démontrer que
™ dt 1
Sn—lg/ ¢ s L
;¢ n

¢) En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, un encadrement de S,,.
d) Démontrer que S, fod Inn;

2. Informatique.
a) On consideére la fonction suivante écrite en langage Python.

def rang(a):
k=1
s=1
while s<a:
k=k+1
s=s+1/k
return k

Expliquer ce que produit ’appel rang(50).
b) Le code suivant renvoie :

Console Python
>>> from numpy import exp

>>> print(exp(49))

1.9073465724950998e+21

Expliquer rapidement ce que cela laisse penser si 'on fait 'appel rang(50).
n
3. a) Soient n € N* et t € [0, x]. Simplifier la somme Z th=1,

k=1
b) En déduire que pour tout n € N* on a :

n xk T tn
Z—:—ln(l—x)— dt.
k=1 k 0 1—t

x n
¢) Démontrer que : lim dt = 0.
n—+oo 0 1—
7 . Ve . xk
d) En déduire que la série Z — converge, de somme
k>1
+oo k
x
Z— =—In(l —=z).
ok
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@00 Sujet 2 Ecricome maths appro — 2008 (50 min.)
On considere, pour n € N*| la fonction f,, définie sur Rt par
1 1

VezeR", f(z)=—— .
n n+x

1. a) Montrer que, pour tout réel positif z, la série de terme général f,,(z) est convergente.
On note F(z) sa somme.
b) Calculer F(0) et F(1).
2. Montrer que, pour tout réel positif z, la série de terme général f, () est convergente. On
note G(x) sa somme.
3. Etude de la dérivabilité de F. X
a) Soit ¢ la fonction définie sur RY par : pour tout ¢t € RY, ¢(t) = <
Soit n € N*. A T'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que pour tout
(1‘,(E0) S [nv +OO[2a
(z —x)?
lp(x) — p(x0) — (T — 20) " (20)| < 3
b) En déduire, pour x € R* et h # 0 vérifiant x + h € RT, la nature de la série de terme
générale | £, (z + h) — fu(z) — hf, (@),
¢) Montrer qu’il existe un réel K tel que, pour tout x € R et h # 0 vérifiant x+h € R,
F(z+h)— F(z)
h
d) En déduire que F est dérivable sur Rt et que F’' = G.
4. Recherche d’un équivalent en +oc.
Soit z € R*.
a) Justifier que, pour k € N*,

Jrer1(@) < /:H (% - t—{1—$> dt < fi(z).

—G(m)’ < KJh).

b) En déduire que, pour n > 2,
1

[ G-t [ (-ms)e
o\t ) MESsTaT E T e)

c¢) En déduire que :

In(l+2z) < F(z) < - 1—|—ln(1+x).

x +

d) Déterminer un équivalent de F'(z) quand x tend vers +oc.
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1
1. On constate que :
1 1 1
2 <2n—1 B 2n+1> -

2n+1 2n—1
((2n— D(2n+1) (2n—1)(2n+ 1))

2
((2n—1)(2n+1)>
1 1
S (2n)2—12  4n2—1

2. Posons, pour n > 1, u,, = . Alors

B 1 1
S 2m+1)—1 2n+1

1( 1 1 )
2\2n—-1 2n+1

Up — Up+1

Ainsi :

nn

2

I
(1=

i
L

| =N = N =

M=

i
L

(u; —unyq) par télescopage

1
(1 3773)
2N +1

3. On constate, d’apres la question précédente, que

\)

Sy —— 3 par somme

N—+o00
Ainsi, la suite des sommes partielles converge, donc la série de terme général 1 converge
n2 —
et
—4n2 -1 2
n=1
Exercice 2

Constatons que
In (=)
tn = In(n)In(n+1)
_In(n+1)—In(n)
~ In(n)In(n +1)
1 1
"~ In(n)  In(n+1)
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Notons pour tout entier n > E uy. Alors,
k=3
"1 1 1 1
S, = = — ar téléscopage.
n ,;m(k) nk+1) @3 mn+n?’ bag
: 1 ) s
Ainsi, lim S, = ——. Par conséquent, la série g u,, converge, et
n—+o0 ]n(3) =

+00
D tn =
n=3

De méme,

vn:1n<1—l> :1n<n_1> =In(n—1) —In(n)

n n

n
Notons, pour tout entier n > 3, T,, = Z vg. Alors,
k=3

n

Z —In(k) = In(2) — In(n) par téléscopage.
k=3
Ainsi, lim 7,, = —oco. Par conséquent, la série Zvn diverge.
n—+oo s
Meéthode

1
I
I
1 Dans le cas d’une série avec des fractions rationnelles, on essaie de décomposer en éléments
. .
| simples, et on observe ce qu’il se passe.

Pour tout entier n > 3, on a

Notons alors, pour tout entier n > 3, U,, = Zwk Alors,

R
=k k+1

1

3

ar téléscopage.
n+1 P pag

1
On constate alors que U,, —— —. Ainsi, la série g w,, converge et
n—+oo 3 e

Exercice 3

| Méthode
1

1

Pour montrer qu’une série converge ou diverge, on peut raisonner par comparaison.

Pour tout entier n > 2 on an?—1< n2 Par passage a l'inverse, on en déduit donc que pour
1
tout n > 2, — > - Ainsi,
n2—1 n?
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La série E — est une série a termes positifs et divergente. Par comparaison, la série E Uy,
n=2 n n=2
diverge.

Exercice 4

Pour tout n > 3, In(n) > 1. Donc, pour n > 3, 4" In(n) > 4™. Par passage a 'inverse, on en

déduit donc que

5 5
V>3 0< — <~
47 In(n) ~ 4n

5 1
La série E - est & termes positifs et convergente (série géométrique de raison ¢ = Z)' Par
n>3
: L 5
comparaison, la série E —_—
47 In(n)

n=3

, qui est également a termes positifs, converge.

Exercice 5
On va raisonner par équivalence ou négligeabilité.

A | Attention
Attention, il faut que les suites soient a termes positifs.

n

1 . N s s 1 - .
1. u, ~— = —. Les suites sont & termes positifs, et la série ) , — converge (série de Riemann
n n n

avec 2 > 1). Par théoréme d’équivalence de suites & termes positifs, la série Y u,, converge.

R N 1 1\ , . 1\ " .
2. De la méme maniere, u,, ~ prl <5> . La série ) (5) converge (série géométrique, avec
1

-1 < 5 < 1). Les suites étant a termes positifs, par le méme théoréeme d’équivalence, on en

déduit que Y u,, converge.

7’L2

1\" .\ - f e
3. A nouveau, u,, ~ o = n? (5) . Cette derniére série converge (série géométrique dérivée
seconde, avec —1 < 5 < 1), et les suites sont & termes positifs. Par théoréeme d’équivalence,
> u,, converge.

4. La suite (u,,) n’est pas toujours a termes positifs, mais n3 —6n2+n— 12 tend vers +o0, donc
sera positif & partir d’un certain rang. La suite (u,,) est donc positive a partir d’un certain rang.

De plus

n3
Uy ~ 2_n
n3
Cela ne fait pas partie des séries usuelles. En revanche, on constate que on = o) (—2> En effet :
n
3
n nd
n . 7
21 = — ——— 0 par croissances comparées
- 2™ n—+o0

n?2

o 1 . JR JORT e 2 JET TN
La série ) , — converge (Riemann avec 2 > 1). Par théoréme de négligeabilité de séries a termes
n

3
el ) n 4, . , N 2, . ]
positifs, la série > = converge également. Finalement, par théoréme d’équivalence, la série > u,
converge.
5. La suite (u,,) est négative pour n > 3. On passe a la convergence absolue :
’—n+3’ n 1
A A
nt4+11 n* nd
La série ) — converge (Riemann avec 3 > 1). Donc la série ) |u,| converge par théoréme
n

d’équivalence de suites & termes positifs. Par théoréme, la série > u,, converge également.
6. La suite (u, ) n’est pas de signe constant. On a |u, | = e=3", ce qu’on peut écrire :

[un] = (7)"
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s /o2 —3\" ;. 4 o _
La série de terme général 3 (e™3)" converge (série géométrique, avec —1 < e 2 < 1). Par
théoréme d’équivalence, Y |u,,| converge, et donc > u,, converge.
™ ™ 1 = ™
7. La suite u est a terme positif (car 0 < — < -)etonawu, ~ —— = —.
p ( S o4n S 4) " Lo Vndn n3/2
. 3 . s -
converge (Riemann, avec 5 > 1). Par comparaison de suite & termes positifs, > u,, converge.
1 1
4 ~ 3/4
‘/’I’L?’ —1 +oo N,

comparaison de séries a termes, la série Y u,, diverge.

- 1
La série ) —7
n

. L P . 3
8. De méme, par exponentiation, série divergente (Riemann avec 1S 1). Par

9. u, ~ < et > —_ converge (Riemann avec 2 1). La série ) u,, converge
“Un T B2 372 g 5 . n ge.

o L. 1
10. Intuitivement, la série va converger. On peut montrer par exemple que u,, = o, ( ) :

n3/2
Uy, n3/2 cos(3™) cos(3")
377 = 1.3 = 3 5 » 0 par encadrement.
1/n32  4n2 —3n+6  4p1/2 _ + 5 notoo
nl/2 n32
- 1 . 3 . JETTEN s
La série D | —7 converge (Riemann avec 5> 1). Par comparaison de séries & termes positifs, la
n

séries > u,, converge.

11. Remarquons que 0 < cos?(n) < 1, donc 0 < ncos?(n) < n et finalement, pour tout n,
U,y = % Par comparaison, puisque la série ) % diverge (série harmonique), et que les séries sont
a termes positifs, la série Y u,, diverge également.

12. Un développement asymptotique nous donne :

2 2 2
™ T 1
w1 () o ()

2 n < 1 > 2
_ — o) — ~N —
2n to\n/) +0 2n

2
0
La série g o est une série a termes positifs divergente (harmonique). Par équivalence, la suite
n

(u,,) est positive a partir d’un certain rang, et sa série diverge.
. 2In( M 1
13. On écrit tout d’abord u,, =" n<n+1). Montrons que u,, est négligeable devant =
Uy, 5 o5 n? 1n(L>
=n‘u, =n-e ntl
1/n? "

2 7n21n<1+l>
=n-e "

e2 In(n)—n? ln(l—t—%)

Remarquons alors que

2ln(n)—n2ln<1—|—%>:n (21n(n>—nln(l+%>) — —00

n n—-+0o

—>—1 car nln(l—&-%)NnX%:l

n—+0oo

Uy,

Par composée, A" 0. Par négligeabilité, la série > u,, converge.
ne n—+oo

14. D’apres Stirling :
(2) " V2mn

e
’un‘ +rZo nn

2mn

~

+oo el

. 1 .
On remarque alors rapidement que |u,| = 0, (—2) ce qui nous permet de conclure par com-
n
paraison.
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15. Série difficile car on n’a pas forcément d’intuition. En réalité, un équivalent suffit :

1 1 1 —Ln(n)
= = —e n .
nyn  penkn) n
In(n . , e
Or LI N 0 par croissances comparées, donc par continuité de exp :
n n—+o0o
iln(n)
e n ——el=1
n—+oo
Finalement
1 1
nAfn +on

1
Les séries étant a termes positifs, et la série E — étant divergente, par comparaison de séries a
n

. - I
termes positifs, la série Z —— diverge.
nAn
1 1

16. La suite (u,,) est a termes strictement négatifs. De plus, u,, ~ ——— ~ ——. La série de
+o0 M5 4oo M

o 1 . 4. . . , . N , .
terme général —— diverge (série harmonique). Par comparaison de séries a termes négatifs, la
n
série Y u,, diverge.

17. Intuitivement, I’exponentielle va I’emporter. Montrons que u,, = o (iz) :

u
— =n’u, =n’ In(n)e=v®
1/n
In(n) -
— —/n : 4
= x n*e” V" ——— 0 par croissances comparées.
n n—+oo

Les séries étant & termes positifs, et la série ) = convergeant, par comparaison, la série Y u,,
converge.
J . 1 . . - .
18. Par équivalent rapide, u,, ~ = ce qui nous garantit que la série diverge.
n

19. Série difficile : montrons que u,, = o ( . )

n?
Uy, B n2
1/n2 " (In(n))=)
eln(n?)
= eln(n) In(In(n))
— eln(n)(27ln(ln(n))) 0
n—+00

Par comparaison de séries a termes positifs, la série Y u,, converge.
20. De méme :

Un _ »2,n2In(cos(1/n
W — n2en’ In(cos(1/n))

— @2 In(n)+n3In(cos(1/n))

_ en<21nTm)+n2 ln(cos(l/n)))
Or n?1n (cos(1/n)) ~ n? (cos(1/n) — 1) ~ —nQQ% = —%. Ainsi, 20 4 p21n (cos(1/n)) —

n n n—-+oo
1 ,

-3 et par composee, Tn® 7o 0.

On peut alors conclure par comparaison de séries a termes positifs que la série ) u,, converge.
21. A nouveau par équivalent et exponentiation :

1 1 1 1
t - ~ ~ = .
¢ o (2022 n m/ﬁ) oo \/2022 v 4 \Jnvm ol
Par comparaison, la série # diverge (3/4 < 1) et est a terme positif, donc la série > u,,
diverge.
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Exercice 6
1 1 1
Pour la premiere, on remarque que si « < 0, — —— letsia =0, — ——— —.
P ’ 4 4 T V1I+n® potoco P VItn® potoo V2

Dans les deux cas

. 1
nsm(m) P “+00.

Ainsi, la série diverge grossierement si o < 0. Si a > 0, alors

1 ;.
——— 0 et par équivalence
V1+n® nos4oo P 1

classique :

_ 1 1
nsm | —F/—— ~ N—F—
<\/1+n“) too V14 n®
n

~ car 1 + n% ~ n®
+oo na/Q +00o

1
+00 nOL/271 :

Les séries sont & termes positifs. D’apres le résultat sur les séries de Riemann, > converge

na/2—1
. . Q N . . ;. N o
si et seulement si P 1 > 1, c’est-a-dire a > 4. Par comparaison de séries a termes positifs, la

- . 1 : .
ri in nverge si lement si 4.
série _ ms <\/W)CO verge si et seulement si a >

Bilan : la premiere série converge si et seulement o > 4.

Pour la deuxiéme, remarquons que :

vVn+1—+vn L

T Vatltvm

1 1
_\/ﬁ<\/¥+1> +o 2/

o 1 1
(et T=vi) oy g0 /n”  20m0f
Les séries sont & termes positifs, donc (\/n +1— \/ﬁ)a converge si et seulement si »

N . N s . . . et .
converge, c’est-a-dire, d’apres les séries de Riemann, si et seulement si 3> 1, soit a > 2.

Par exponentiation

zana/Q

Bilan : la deuxiéme série converge si et seulement si o > 2.

Pour la troisieme, si a < 0, exp (—In(n)®) —— 1 et si « = 0, exp (—In(n)*) —— 1. Dans
L. o n—+00, N . n—+oo €

les deux cas, la limite est différente de 0 et la série est donc grosiserement divergente.

Si a > 0, on remarque que

n2 exp(_ 1n<n>a) — 2 In(n)—In(n)“

—e(m)(2-m(n)* ) s ggia>1

n—+o0o
nexp(—1In(n)®) = el(m)(2-In(n)*") ot sia<1
n—+oo
1
exp(—In(n)) = —
n

On a donc démontré que :

e Sia>1,exp(—In(n)*) =0, (%), ety % est une série convergente,
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o sia=1, exp(—In(n)*) = %, série divergente,

. 1 1 - .
e sta<l, -=o0,, (exp(—In(n)%)), et > ~ est une série divergente.
Bilan : par comparaison de séries a terme positif, on peut en déduire que la série est convergente
si et seulement si o > 1.

Pour la quatriéme, si —1 < o < 1, a®® ——— 0 et donc
n—-+0oo

an
- N
14+ 2" +oo
Par équivalence de séries a terme positif, la série converge si et seulement si a € |—1, 1].

n

Sia > 1, alors ™ —— +o00. Par équivalence,
n—+oo

a™ a™ 1 ( 1 )n
1+a? +00 @20 an \a/)
. o 1\™ ;s . o N
Puisque a > 1, la série ) (—) converge et par théoreme de comparaison de séries a terme
«

positif, notre série converge.
Enfin, si @ < —1, on peut majorer :

an
‘ 1+ a2
et on applique le résultat précédent.
Bilan : la quatriéme série converge pour toute valeur de a.

On écrit tout d’abord
1 1 1

ann) = eln(n)In(a) = nine)

. s s . o 1 .
On peut alors appliquer le critere des séries de Riemann : la série ) | —— converge si et seulement
in(a)
si In(a) > 1, c’est-a-dire o > e.

. o 1 . .
Bilan : la série ) | —— converge si et seulement si o > e.
«

On écrit tout d’abord, pour n > 1 :

et donc

n

«@
) —— 1. La série diverge donc grossierement.

Si o < 0, par composée, 1 —
U P p ) 1+ne n—+00

Sia>0, n% — 0 et par développement asymptotique :

n——+oo
I ERC
1+ ne

1 1
=1 —e no-t to (no‘_l)

1 1
=1- (1  po-l +o (na_1>>
1
+f;o na—1
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et par exponentiation :

\/ n® \" 1
1 B ( ) o —
14 no too  ——

n

Les séries sont & termes positifs, et par critére de Riemann, Y —— converge si et seulement si

n 2
—1 NIET
aT > 1, c’est-a-dire a > 3.

o n
Bilan : la série /1 — <1:n°‘) converge si et seulement si a > 3.

Exercice 7

Remarquons que

—1 1 —1 1 1\" 2
mn—1) = lnn—1) =—=xn(n—1) (—)
5 52 Hn—2 52 5

n—2
/s s , o o 1
La série g n(n—1) (g) converge (série géométrique dérivée seconde, avec —1 < - < 1) et

n=2
+oo 1 n—2 2
> n(n—1) (g) =7

n=2

—1
Par produit, Z M

converge, et
5TL
n>1

De méme,

n?—n+1 nn-1) 1 1\" "
= _—= _1 —_ —_
3n g T )<3> +<3>

1 n
Par le méme raisonnement, la série E n(n—1) (5) converge (série géométrique dérivée

n=>0
1
seconde telle que —1 < % < 1). De plus, la série Z (3—n> converge (série géométrique,
n>0
2
n®—n-+1
—1<ic< 1). Par somme, la série Z ————— converge et
3 3n
n=0
+i’fn2—n+1 _1_ 2 1
— 3n T 32 1\ L
"0 (1-3) 3

Pour la troisieme série, on constate que

oy

1 n—1 1
La série Zn (—5) converge (série géométrique dérivée, avec —1 < -5 < 1), et

n>1
+o0 1 n—1 1
don(3) = Ry

n=1
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(—1)™n

n

Par produit, la série Z

n>1

converge, et

Enfin, on constate que

1 1
Ainsi est la série exponentielle en -, qui converge, et
) 2nn! 2 ) b

n=0
+00 1
— 91|
n=0
Exercice 8
1. Apres calculs :
1 1 1 1 1

1
n n+l n(n+1) n—1 n n(n-—1)
Puisque n — 1 < n < n+ 1, par produit puis en appliquant la fonction inverse, décroissante sur

R, on a
1 1 1

- =
nin+1)  n?2  nn—1)

d’ou le résultat.

2. On somme le résultat précédent pour n allant de 2 & N. On obtient, par télescopage :

1 1 SN | 1

o <Y =<1 —

2 N+1° ;2 n?2 > N

N N
: - 1 1 s
et Si N > 2, on peut écrire T,, = Z — =1+ —, on en déduit
n n

n=1 n=2

L L <T 1<1 L

2 N+1 VN TSN
puis le résultat en ajoutant 1 & chaque membre de I’égalité. Celui-ci est valable également pour
N =1. .
3. La suite (ﬁ) étant a termes positifs, la suite (Ty) est croissante. D’apres ce qui précede,

n=1
pour tout N > 2 :
1
Ty<2- <2

la suite (Ty) est donc majorée. D’apres le théoréme de convergence monotone, la suite (7,)
converge.

1
4. Puisque la suite des sommes partielles converge, par définition, la série Z — converge.
n>1
5. On utilise I’encadrement vu plus haut : puisque, pour tout N > 2

3 U <o
2 N+1 SNT N

et que les trois membres admettent une limite, par passage a la limite, on en déduit que

3 Ix® 1
3 S22 s’

n=
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Exercice 9

1. Le premier résultat se montre par récurrence sur n, en constatant que si w,, €]0; 1[ alors u,, —

uZ <u, <1etu,>u2, donc 0 < u,,; < 1. De plus, pour tout n, u,,; —u, = —u2 < 0 donc

la suite (u,,) est décroissante. Elle est minorée par 0, donc d’apres le théoreme de convergence

monotone, elle converge. En notant [ sa limite, et puisque la fonction f : 2 — x — 22 est continue

sur R, d’apres le théoréme du point fixe, [ = — [ et donc [ = 0.

Bilan : la suite u converge vers 0. .

2. Par définition, u2 = w, — u,,;. Notons, pour tout entier n, S, = Zu% D’apres ce qui
k=0

précede, .

S, = E (up — upy1 = Ug — U, 4 par télescopage.
k=0

Puisque la suite (u,,) converge vers 0, (.5,,) converge vers uq. Donc, par définition, la série E uZ
n

converge et
+00
E U?L = Ug
n=0

3. Notons T, = Zln(ukH) — In(uy,). Par télescopage,
k=0

T, = 1n(un+1) — In(u)

Puisque (u,,) converge vers 0, par composée, nl—i>£?oo In(u,, ;) = —oo. Ainsi,
lim 7, = —o0
n—-+oo

La série Z(ln(unH) — In(u,,)) diverge.

Exercice 10

1. Montrons par récurrence la proposition P, : “u,, existe et 0 < u,, < 1”7

e Pour n =0, puisque 0 < uy < 1, la proposition F, est vraie.

» On suppose que la proposition P, est vraie pour un certain entier n. Montrons que P, | est
vraie.

Puisque, par hypothese de récurrence, 0 < u,, < 1, alors

O<u?<u,<lesl<l+uz<ltu,<2

soit, puisque la fonction racine est strictement croissante sur R™

1<y/l1+u2<+14u,<V2

U, existe donc. De plus, d'une part,
V1+u, —1/1+u3 >0

et d’autre part —/1 +u2 < —1 et donc
VItu, —\/14+u2 <V2-1<1

donc 0 < u,,q <1 :la proposition P, ,; est donc vraie.
D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier n.
2. On constate que, pour tout entier n (et puisque u, < 1) :
- - X
Vitu, +vV1+u2  JT+u, +v1+u2  T4u, +/1+u2

Up+1
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Puisque u,, > 0, alors /14w, +1/1+u2 > 2 et donc

un

2

On peut alors montrer, par récurrence rapide, que pour tout entier n,

1 n
tn S to (5)

Up 41 <

1 n
Puisque la suite (u,,) est positive, et que la série E (—) et & termes positifs et converge, par
n=0
théoreme de comparaison, la série E u,, converge.

Corrigés des exercices approfondis

Exercice 11

Remarque

N ;. . . s a+1
Lorsqu’on le peut, on compare a une série de Riemann. Ici, on va utiliser I’« astuce du -

1. Soit o > 1. Notons tout d’abord que aTH > 1 et que

1

ne(lnn)p 1 atl 1 a—1
T = — R = 0 car > 0.
— n®(lnn) R T (Inn)f " 2
n 2

Ainsi,

1 B 1
na(lnn)ﬁ_o n%l '

. a+1 L. 1

Puisque - > 1, la série E — est convergente.

nz
Par comparaison de séries & termes positifs, on en déduit que si| a > 1, la série E 0‘(1—)6 converge.

n*(lnn
. A N a+l .
2. Soit o < 1. De la méme maniere, notons que - < 1. Mais alors
1
.3 (Inn)f . ) 1—a
T = —= 0 par croissance comparée car > 0.
e n—+o00
n*(lnn)s n
Ainsi,
1 ( : )
=0o| ———=|.
a+1
nz n®(Inn)?
. a+1 ;. 1 .

Puisque - < 1, la série g — est divergente.

n 2
Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que si| o < 1, la série g w diverge.

n*(lnn

3. a) Supposons § < 0. Si 5 =0, il s’agit de la série harmonique qui diverge. Si < 0 :
1

n
1

n(lnn)?

= (Inn)? —— 0.

n—+oo
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= ()

1
Puisque la série g — est divergente, Par comparaison de séries & termes positifs, on en déduit

Ainsi,

que si | 5 <0, la série Z )P diverge.
b) Soit 8 > 0. La fonction ¢ — —— v ) est continue sur [2, nl]. T,, existe et
=), e~ [,
, t(nt)? B—1(lnt)s~1 |,

1 1
ﬁ —1(In z)ﬂ—l ~ B—1(lnn)P!

1 ) /
B—1 (ln2)F1 : la suite (7),) est donc bornée.
o Sip <1, (T,) diverge vers +oo par somme de limites.

c) Soit k > 2. Pour tout t € [k, k+ 1] :
E<t<k+1 = Ink<Int<Iln(k+1)
= (Ink)? < (Int)? < (In(k +1))”
— k(lnk)? <t(Int)? < (k+1)(In(k +1))®  par produit d’'inégalité & termes positifs
1 1
< <
(k+1)(In(k+1))? ~ t(Int)? = k(lnk)B

Par croissance de 'intégrale

e Si 8 >1, 7T, converge vers L

par décroissance de la fonction inverse sur R’

1 _ kL q¢ _ 1
(k+1)(In(k + 1))# \/k t(nt)? = k(nk)s’

n
1
Notons alors S,, = . (S,,) est croissante puisque
; k(In k)#

1
S -5 = 0.
T L ) (In(n+ )P

En sommant les inégalités précédentes de 2 a n :

N

1 _ e & 1
(k+1)(In(k+1))8 = /2 t(Int)? = & k(Ink)?

1
k(In k)?

S =
[]:

+ i
— N

+1<Sn

=

=3

—_

= Spy1— Thp1 < 5n

2(In2)8
soit, en ré-écrivant, pour n > 3 :
1

T -
2(In2)8

n

+1<‘S’n<Tn+

e |Sif>1]| (T,) est bornée. L’'inégalité précédente garantit que (.5,,) est bornée également.

Etant croissante, le théoréme de la limite monotone permet de conclure que (S,) converge :

la série converge.

e [Si <1, T, —— et Pencadrement précédent garantit que .S,, ——— 400 :| la série diverge.

n—-+00 n—-+o0o
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Exercice 12
e Remarquons que, pour tout entier n > 1,

22 )k 20 (_q\k 1 1 1
S2(n41) = Son = ,; %_;< k:> = il Tmmi2 . @naneniy N0
donc la suite (S,,,) est décroissante. De méme,
So(nt1)+1 — Sons1 = 2?:3 ﬂ - pppe=il = L] = ! >0
~ k ~ k 2n+2 2n+3  (2n+2)(2n+3)

donc la suite (Sy,,,1) est croissante. Enfin,
1 . 1
— et lim — =
2n+1 n—t+oo  2n 41
Ainsi, les suites (Sy,, et (S9,41) sont adjacentes. Etant adjacentes, elles convergent et ont la
méme limite. Puisque (S5,,) est (Sy,,1) convergent vers la méme limite, on en déduit que (S,,)

S2n+1 - S2n =

1"
elle-méme converge vers cette limite, et donc que la série Z =) est convergente.
n
n=1
e La généralisation se fait de la méme maniére.
Exercice 13
1. Puisque t — % est décroissante sur R’ , donc pour t € [k, k+ 1], on a
1 1 1
k+1 "t kK

On integre entre k et k + 1. Par croissance de l'intégrale (ou inégalité de la moyenne), on a

k+1 1 k+1 1 k+1 1
—dt < - < —dt
. kTl Ltk

soit

En sommant,
" 1

R | k=1
soit par telescopage H,,; —1<In(n+1)< H,
1
ouencore H,+———1<In(n+1)<H,
n+1
et finalement In(n+1) < H,<In(n+1)+1— 1
n

Soit, en divisant par In(n),
In(n+1) o H, o In(n+1) 1 1
In(n) " In(n) ~  In(n) In(n) (n+1)ln(n)

Par quotient, les deux termes extremes tendent vers 1. Par encadrement

n

, —— 1, soit
In(n) n—too

H, o In(n).

2. Déterminons un équivalent de (v,,) :
Up = Hdpy1 — ln(n + 1) - (Hn - ln(n))
= p41 — Hn - (ln(n + 1) - ln(n))

1 n+1 1 1
n—+1 n n+1 n
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Pu1sque - —0,ona:

n n—+oo

e ()

—n+1 N ( 1 )
= ——--m- (0] —_—
2n2(n+1) T \n2

N —— e’

1

~ 1
+oo 2n2

1

donc v, ——.
2n2
1
Puisque la série ), —— converge (Riemann, avec 2 > 1) et que les suites sont & termes négatifs,
n>1
par comparaisons de su1tes, on peut en déduire que la série > v,, converge.

n=1
Or, remarquons que la suite partielle de la série (v,,) se télescope :

n

n
E UkZE Up1 — Up = Upyp1 — Ug-

k=1 k=1

Puisque la série ) v, converge, la suite (u,,.; —u;) converge, et donc (u,,) converge également.
n>1

. - 1
3. On remarque que le reste a un S€ns, puisque la série gl E converge.
nz

On s’inspire de la question 1. On va encadrer t — %2 sur [k, k + 1], intégrer puis sommer. Par
décroissance de la fonction ¢ — %2 sur [k, k+ 1] (pour k > 1),

1 1

(E+1)2 2 = k2

soit par inégalité de la moyenne sur [k, k+ 1] :

! </k+11dt<1
(k+1)2 =), 2 T k2

1 1 1 1

—— < .
k+12 Sk k+1 &2

ou encore

En sommant entre n et p :

?rlr—‘
Mv
Tl =

k;:

3
>
Il
3

et par télescopage
P 1 1 1 o1
R T eIt
= (k+1)2 "n p+1 k2

On peut passer a la limite (le reste converge) :

=X 1 1 X1
L GTESnS A
et finalement
1 1 1 1

R,1 < = <R, ouencore — < R, < -+ —.
n n

3
S

En multipliant par n :

n n—+oo
Ainsi, par encadrement, nR,, ——— 1 et donc
n—+oo
1
R, foiies
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4. On réfléchit comme en 2 :

1
n+1 n Il( +7’L>
1 1

Yoo 2m2 {00 2n2

. 1
Mais alors, comme nous ’avons vu en 2, t,, ~ ——.

+oo 2n2
C s ) . . 1 > F
Il reste alors & utiliser le résultat suivant : si ¢, ~ ——, alors ) t, ~ —. Et en
+o00o 2n k=n +oo k=n 2k
utilisant le résultat de la question 3,
I
E D To5
= "+ 2n
Par télescopage,
+o0o
Ztk = ( lim fwn> —w,
p— n——+oo
Or, par définition de 7, w,, —— 0. Finalement
n—-+oo
1 1
—w,, ~ —— soitw,, ~ —
oo 2n +oo 21
sest-d-di -t 2y L 1
c’est-a-dire w,, = 5 T 0400 <2n) =5 T 0 <n>

En utilisant la définition de w,,, on peut alors écrire :

1 1
H,=In(n)+v+ —+0, <—) .
2n n

Remarque

Le résultat de la question 4 serait a démontrer : si a,, ~ b, & termes positifs (ou négatifs)
+oo

+o0 +o00
et si les séries Y a,, et Y b, convergent, alors les restes R, = Y a; et S, = > b, sont
k=n k=n

équivalents.

Démonstration

Pour cela, on écrit a,, = b, + 0, (b,). Ainsi, pour tout € > 0, il existe un rang N tel que,
pour tout n > N, on ait

(c’est la définition de o, o (b,,)). On peut écrire alors
|an = by| < lby]-

Mais alors, par inégalité triangulaire, pour n > N :
+00
< Z g — b

+00

Zak — bk:
+oo

<D el < 52 by| = €S,,.
k=n

On a ainsi montré que R,, — S,, = o, (S,), c’est-a-dire R,, ~ S,,.
+o00

‘Rn - Sn’ =
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A| Attention
Bien stir, ce résultat n’est pas au programme.

Exercice 14

n
1. Pour tout n € N, notons S,, = Zyk la suite des sommes partielles. Par télescopage :

k=0
n
Sn = § xk+1 - xk
k=0
= Tpi1 — Lo-

Ainsi, (S,,) converge si et seulement si (x,,,) converge, c’est-a-dire si et seulement si (z,)
converge.
Bilan : )y, et (x,,) sont de méme nature.
2. Remarquons tout d’abord que, pour tout n € N* w, > 0. La suite (v,,) a donc un sens.
Calculons le quotient :

(n+1)"+1e*<"+1)\/n_+1

Up 41 o (n+1)!

- n"e "\/n
Uy, e vr
n!

(n+1)"* e 1y/n + 1n!
(n+ 1)lnme "y/n
(n+1Dme tn+1
n*/n

. 1\" 1
=e <1+—> 1+ -—.
n n

Mais alors, a ’aide d’un développement asymptotique :
1 1 1
In <M> =—1+nln <1+—> +=In <1+—)
U, n 2 n
i (rosstzmto(=))+
=—1l4+n|l—-—— 0
n 2 3n3 n3
1 N ( 1 ) 1
= (0] —_— ~ .
12n2 n2) +oo 12n2

> est convergente (série de Riemann avec 2 > 1). Par comparaison de séries a

La série E

n>1

Unp+1

termes positifs, on peut en déduire que la série de terme général In ( > est convergente.

3. Appliquons le premier point. Notons x,, = In (u,) pour tout entier n et Yp = Tyl — Tpe
Remarquons alors que

Yo = (tt41) — In(u,) = In (>

Up,

La série >y, converge (d’apres la question précédente). D’apres le premier point, on en déduit
que la suite (z,,) converge, vers un réel £. Mais alors, par continuité de la fonction exponentielle
sur R, u,, = exp(x,) — e’ = K > 0. Ainsi

n—-+oo

n"e " /n 1
——— ~ K < |n! ~ =n"e"Vn.
n! +00 +oo K

Uy =
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Exercice 15
1. Pour tous réels = et y, on constate que (z — y)? > 0. En développant :

1
22 =22y +9y?> >0 <= ay < §(x2+y2).
2. Soient u et v deux suites de £2. Ainsi, Y u2 et Y v2 sont convergente. D’aprés la propriété
précédente :

1
= (uz +v3).

(fnl? + [0a]2) = 5

N | =

< ‘unvn’ = |un| : ‘vn‘ <

La série g (uZ 4+ v2) est une série convergente comme somme de deux suites convergente.

Par Comparalson de séries a termes positifs, la série Z |u,v,| est convergente.Ainsi, la série
Zunvn est absolument convergente, et donc convergente.

3. Montrons que £? est un sous espace vectoriel de I’ensemble des suites convergentes. Tout
d’abord, si u € £2, la série > u2 converge et donc u2 ——— 0 : la suite (u,,) est bien convergente

n—+o00
(vers 0).

« La suite nulle appartient & £? puisque la série > 0% est bien convergente.
e Soient u et v deux suites de £2 et A € R. Remarquons que, pour tout entier n :
(M, +v,,)° = A\2u2 + 22,0, + 2.
Par hypothése, > u2 et > v2 convergent (car u et v appartiennent & ¢2). D’aprés la question

précédente, Y u,v,, est convergente également. Par somme, la série Y (Au,, + v,,)? est donc bien
convergente, et \u + v € 2.

Ainsi, [ £? est bien un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites convergentes.

Exercice 16
1. On suppose que —= ﬁ A < 1. Soit £ € R tel que A < ¢ < 1. Par convergence vers A < k,
Uy, n—+oo
il existe un rang nq tel que, pour tout n > ny :
U
U

n

Mais alors, par télescopage et positivité de la suite w :

n
Un+1 Up11 _ 1
> < n _ < g no+l __ n.
vVn = ng, O\U —|| 0y </ = 7m0 lf

o k=ng

La série de terme général Z ™ est convergente (géométrique avec 0 < ¢ < 1). Par comparaison
nzng

Up 41

U

est convergente, de méme que la série E Uy
n=ng

de séries a termes positifs, la série E
nzng

Bilan : |si A < 1, la série ) u,, est convergente.

2. Par le méme raisonnement, si A > 1, prenons £ € R tel que 1 < £ < A. Le méme raisonnement

U
que précédemment implique qu’il existe un rang ngy, tel que pour tout n > ny, -4l > ¢, Par
n
télescopage, et positivité de la siute u, pour tout n > ng

Up1 > gn—notl — L o

Uy, fro—1

Cette fois-ci, puisque ¢ > 1, la série E ™ est divergente. Par comparaison de séries a termes
nzng

positifs, on en déduit que la série Z u,, est divergente.

nzng

Bilan : [si A > 1, la série u,, est divergente.
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3. Si A =1, « tout peut arriver ». Prenons w et v les suites définies pour tout n > 1 par

1
U, =— et v, =—.
n n
Remarquons que, pour n > 1 :
1
Up41 n+l n N
Uy, l n+ 1 n—=4c
n

1
et pourtant la série Z — est divergente (série harmonique). De méme :
n=1
1

— 2 2
Untr ot % R 1
v, L (n+1)2 400 n2 no+oo
n2

1
et cette fois-ci, la série Z — est convergente (série de Riemann avec 2 > 1).
n>1
Bilan : si A = 1, on ne peut pas conclure.

Exercice 17
1. Soit n € N*. Calculons :

n3/2 (Un+1 - vn) =n2 (hl((n + 1)aun+1> - ln(naun>

=n321n (_(n i 1)aun+1>

n®u,,

=n321n (1 + l>a Sl
n Uy,

Utilisons I'hypotheése et effectuons un développement asymptotique :

a  ala—1) 1 a c 1
n3/? (UnH—vn):n3/21n<(1+g+—2n2 +o0 (—n2>> (1_E+_fn2 +o0 <_n2>>)
_ arm ala+1)\ 1 1
=n?/ ln(l—}—(c——2 —n2+0 i)

B ala—1)\ 1 1 0
=\~ 2 n1/2 to <n1/2) n—too

; 3/2 —
nl—lf-i{loon / (vn+1 o vn) =0.

Ainsi

2. On en déduit, par continuité de la valeur absolue, d’apres ce qui précede, que

1
[VUpy1 —vp| =0 (W) :
1

La série E Y] est convergente (série de Riemann avec 5> 1). Par comparaison de séries a
n>=1 n
termes positifs, on en déduit que ) v, 41 — v,| est convergente. Ainsi

Z(vn +1 — Uy,) est absolument convergente.

n
3. Notons (S,,) la suite des sommes partielles de la série précédente : pour tout n, S,, = Z Vgy1—
k=0

vg. Par télescopage :
Sp = Upy1 — Vg
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Puisque la série converge, (S,,) converge, on en déduit que la suite (v,,;) et donc (v,) est

également convergente. Il existe £ € R tel que v,, —— £.
n—-+0oo

Par continuité de la fonction exponentielle, on en déduit que
n®u, = expv, — et >0
n—+oo

soit finalement

U, ~ — = —.
" too @ n

4. Essayons d’appliquer ce qui précede. Par une récurrence rapide, on constate, puisque x et y
sont strictement positifs, que la suite (u,,) est a termes strictement positifs. Mais alors :

xX
Uppp N+ 14—

Uy, n+y_1+%

n n
D’apres la regle de Raabe-Duhamel, il existe A > 0 tel que

A

n ™7 :
+oo Y=

U

Par comparaison de séries a termes positifs :

e Siy—x>1, cest-a-dire si y > x + 1, la série >_ u,, converge.
e Siy—ux <1, cest-a-dire si y < x + 1, la série > u,, diverge.
5. Notons, pour tout n € N*,

H'n.

bl
[NgE
E

U, =z’ =z

Puisque z € RY, u est a terme strictement positifs. Calculons alors :

H
u xrontl
n_+1 = —_— = an+1_Hn
Uy, xtn
1 1
— gt = et @)

In(z) In®(z) ( 1 )
=1+ +o|—
n+1 2(n+1)2 n?
D’apres la regle de Raabe-Duhamel (qu’on pourrait, de maniére rigoureuse, appliquer a (u,,_;)
et non (u,,)), il existe A > 0 tel que

A

~ _ In(n)
n Y TG AL .

u

Si 2 < 1, alors puisque pour n > 1, In(n) < n, |z|™™ < |2|”. Par comparaison & une série

géométrique convergente, la série u,, converge.
Si z > 1, la série diverge grossiérement.
Ainsi,

Z u,, converge si et seulement si z € |—1, 1].

Corrigés des sujets de concours
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Sujet 1
1. a) Soit k € N* et t € [k, k+ 1]. Alors, par décroissance de la fonction inverse sur R :
E<t<k+1 = ! < L < L

Par croissance de U'intégrale (puisque k < k + 1), on a alors

/k+1 1 dt
y K

+1

k+1 dt k+1 1
< / & / Lat

soit

1 /k+1dt 1
— < — < -
k+1 L.tk

b) Soit n > 2. Sommons ces inégalités pour k entre 1 et n —1 :

n—1 1 n—1 k+1 dt n—1 1

2asx) TeXE

=1k 9 =

n—1 1 nl nl
BRI o A )

La somme de droite s’écrit :

Enfin, par la relation de Chasles :

Finalement, I'inégalité s’écrit

¢) Remarquons tout d’abord que

" dt n
|5 = ey = o).
1
Réécrivons alors 'inégalité précédente :

S,—1<In(n) = S, <Ilnn)+1

et
1 1
In(n) < S, —— = In(n)+—<5,.
n n
Finalement
1
Vn>2 Inn)+—-<S95,<lnn) +1.
n

d) Divisons 'inégalité précédente par In(n) > 0 : pour n > 2, on a

1+ L Sn <1+ !
nin(n) ~ In(n) In(n)

Par quotient

— 0 et
nln(n) n—+oo ¢
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Finalement

lim 1+ 1+ =1

n—-+0o nln(n) ~ oo In(n)

Par encadrement,

Sn

n—to0 In(n)

=1

soit

Sh ol In(n).

2. a) Comme son nom l'indique, c’est un algorithme de seuil : I'instruction rang(a) renvoie le
premier rang n & partir duquel S,, > a. Ainsi, rang(50) renvoie le premier rang a partir duquel
S,, = 50.

b) Puisque S,, ~ In(n), on peut imaginer que (.5,,) dépassera 50 a peu pres lorsque (In(n)) le
n + n
o

fera. Or In(n) > 50 < n > e.

L’instruction laisse donc & penser qu’il faudra attendre la 10?! rang avant que (S,,) ne dépasse
50 (c’est donc une convergence vers +o0o extrémement lente).

3. a) Puisque ¢ € [0, ] et x < 1, on est str que ¢ # 1. On reconnait alors la somme des termes
usuelles et

- 1—t"

D et = —

k=1

k
b) Le terme % laisse a penser que nous avons intégrer le résultat précédent.
Soit n € N*. Puisque, pour tout t € [0, z], on a

n 11—t
tk—lz
> -

k=1
/ > thldt = / dt.
0 k=1 0 L=t

/ tk—ldtzz / th=1d¢
0 k=1 k=1+Y0
>[5 -
k], k

alors

Par linéarité de 'intégrale :

Toujours par linéarité :

Finalement, on obtient bien

n

=

z In(1 — z) /z "
—=—In(1l—2x) — .
K ) 1=

¢) Procédons par encadrement. Pour tout ¢ € [0, z] :

k=1

t<r = 1—ax<<1-—t.
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et finalement, par décroissance de la fonction inverse sur R*

R
1—t 1—a
Enfin, puisque ¢t < z < 1, 1 — ¢ > 0. Finalement, pour tout t € [0, z] :
< <!
S1—t 11—z
Mais alors, par produit (puisque ¢ > 0) :
t" tm
0< 1—t S 1—=z

et par croissance de l'intégrale :

T gn 1 gntl T

[ ===l
o 1—x 1z |n+1],
1 xn+1

T l—zn+1

T oyn 1 xn-{-l
0< dt < .
\A 1—t “1—-zn+l1

L’inégalité s’écrit alors

Or, 0 < z < 1, donc par croissances comparées

xn+1

lim =0
n—toon + 1

Par encadrement, on en déduit donc que

€ n

lim dt = 0.
n—+oo 0 —

d) On combine les deux derniers résultats. La question 3.c) garantit alors que, pour tout z €
]0, 1] :

xT tn
—ln(l—x)—/ dt —— —In(1 —x).
0

1—t¢ n—+o0

Or, la question 3.a) nous indique que

x tn
Z—:—lnl—x) / dt.
) 1—t

k
x
Ainsi, la suite des sommes partielles de la série Z — converge. On peut en déduire que la série
E>1
converge, et que
+00 k
v elo, 1], Z}—:—m1—@
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Sujet 2
1. a) Soit x € R" fixé. Tout d’abord, f,,(x) est bien définie pour tout n > 1. Remarquons que,
n+r—mn T T
Jnlz) = nin+z) nn+z) foo n2’

/. x ’ . . . Y N
La série g — converge, comme série de Riemann avec 2 > 1. Par comparaison de séries a
n>1
termes positifs, on en déduit que la série E fn(x) converge.
n>1

b) Pour tout n > 1, f,,(0) = 0. Ainsi, | F(0) = 0| Remarquons enfin que, pour tout n > 1,

par télescopage.

Or1-— —— 1. Ainsi, | F(1) =1}
n-+1 notoo

2. Tout d’abord, f,, est bien dérivable sur RT, comme somme de fractions rationnelles dont le
dénominateur ne s’annule pas. On a :

1

VIEGRJF, f,,q(IE):m

Notons alors que, pour z € RT,
, 1
fn(‘r) ~

+oo n?

1
La série E — converge (série de Riemann avec 2 > 1). Par comparaison de séries a termes

n>1
positifs, la série Y - f5,(z) converge.

3. a) On suite I'indication. ¢ est de classe €2 sur R*. Soit n > 1. ¢ est donc de classe €2 sur
[n, +0ol. Soit (x,z() € [n, +oo[. L’inégalité de Taylor—Lagrange, a lordre 1, garantit donc que,

lp(x) — (o) — (. —20)9 (20)] <

Or, pour tout ¢t > 0, p? (t) = t% Ainsi, pour tout ¢ € [n, +00[, et par décroissance de la fonction
inverse :

2
t>n = 0<e@(t) < =.
n
Ainsi,
@ 2
max | (t)| < —
x,Tq n
et 'inégalité s’écrit alors
(z —20)?

lp(z) — p(z0) — (T —20)9 (T0)] <

n3

b) Prenons x € R, h # 0 tel que z +h € R*. Appliquons le résultat précédent & n + = et
n + x + h respectivement, tous les deux dans [n, +oof :

n+z+h)—(n+z)?
\go(n+x+h)—g0(n+:1:)—(n+x+h—(n+m))cp’(n+x)|<( ;3 ( ) .
c’est-a-dire
1 1 1 h?
<

- +h <=.
n+x+h n+zx (n+x)2| = n3
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Remarquons alors que
, 1 1 11 1
[ Fn(@+h) = fulw) = hfa(2)] = n nt+az+h <E_n+w> _h(n+x)2
1 1 1
n+z n+z+h o (n+x)?
1 1 1
n—l—x—i—hin—l—aszh(n—i-x)z

Ainsi,
h2
h2
Remarquons que la série, pour h fixé non nul, Z —
n>1
raison de séries & termes positifs, on en déduit que la série de terme général | f,,(x + h) — f,(z) — hf, (x)]

converge.
c) On utilise le résultat précédent. La série de terme général f, (z + h) — f,(z) — hf, (x) étant
absolument convergente, on peut écrire :

> falz+h) = fu(z) — hfi(x Zlfnerh Fa(@) — hf}(z)]
<;F

Or, les séries Z fnl(x), Z falx+h), et Z fr(x), convergent (questions 1. et 2.). Par linéarité
n>1 n>1 n>1
de sommes de séries convergentes :

+oo +00o +00
> falz+h) = fo(x) — hf)(x an r+h) =Y folm)—h ) fil(x)
n=1 n=1 n=1

= F(a: +h) — F(x) - hG(x).

converge (Riemann avec 3 > 1). Par compa-

+oo 1
En notant C' = Z —» on peut en déduire
n

n=1

|F(x +h) — F(z) — hG(z)] < Ch2.

‘h (F(a; +h) —F(z) G($)>’ <o

Factorisons par h # 0 :

En divisant par |h| >0 :

—G(z)| < C|h|.

h

‘ F(z + h) — F(z)

d) Soit z € R*. Lorsque h tend vers 0, C|h| = 0. Par théoreme d’encadrement on en déduit
—

que
F(z+h)— F(x)
h

h—0 G(.CL‘)
Ainsi, F est dérivable en z, et F’'(x) = G(x). Ceci étant vrai pour tout € Rt on en déduit
que F est dérivable sur Rt et F' = G.

a) Soit k € N*. Soit ¢ € [k, k + 1]. Notons g : ¢ — 7 — ——. f est dérivable sur [k, k + 1] et

on a
vielk k1, o)==+ —
’ ST TR T ey

<0Ocarx>0.

A. Crouzet 48 ©@®®



Maths. approfondies Chapitre 24 — Séries

Ainsi, g est décroissante sur [k, k + 1], et donc

gk +1) <g(t) <glk) = fr(r)<-— t_il_x

Par croissance de l'intégrale (les bornes étant dans le bon sens) :

k+1 k+1 1 1 k+1
feais [ (3o )ars [ fwar
L A t t+ax .

Jr(m) < /:H (% — t—ll—x> dt < fi(x).

b) Soit n > 2. Sommons ces inégalités de 1 an —1:

;fk+1(w> < kz/k (- )a< Y nw

soit, par la relation de Chasles :

:Z_:szﬂ(@“)g/ln <%—t+$) ka

Premierement, en sommant jusqu'a n + 1 au lieu de n, la partle de droite s’écrit

[ G- e

D’autre part, par changement d’indice :

S fen@) =Y fule)
k=1 k=2

< frl(@).

~+ | —

/

c’est-a-dire

k=1
n 1 1 n z
= > frlx)— <—— ) = > frlx)—
kz:; 1 1+x kz:; 14+
et finalement
n x "1 1 n "1 1 x
— < - — | dt = < (—— )dt

;fk(x) x /1 (t t—|—:v> ;fk(x) /1 t t+x +$—|—1

et finalement

& x "l 1
dt < < - — dt.
[ t+x Z;h@) z+1 Z Q t+x>

5. Calculons I'intégrale. Par linéarité :

/%<1 ! )a—{luyl It + ]
: 7 PRI = |In n 5171

=In(n) —In(n+z) — (In(1) — In(1 + x))
(n(l + x))
=ln|—=
n-+x
Passons a la limite quand n tend vers +oo :

n(l+x) n(l+x)
~ =l+z——1+2.
n+x +oo n n—+o00

Par continuité de la fonction In sur R, on en déduit que

1
m(m +@> In(1 + z).
n—+ax n—-+00
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Finalement, par passage a la limite dans 'inégalité précédente :

+oco
In(1+2x) < < + In(1 + x),
(o) <3 < g inll+ o
c’est-a-dire
In(1+2) < F(z) < +1In(1 + z).
r+1

6. Pour z > 0, In(1 + =) > 0. Divisons l'inégalité précédente par In(1 + z) :

F(x) o x

S In(l+x) (x4 1)In(l+z) L

Par équivalence,

x x 1

~ 0
(x+1)In(l+z) oo zln(l+2z) In(l+x) z—toc

la limite se faisant par quotient. Ainsi,

x
l 1=1.
et @1 DIn(l 1 2)

Par théoréme d’encadrement
F(z)

lim ———
T—+00 ]n(l + x)

c’est-a-dire

F(x) fod In(1+ z).
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