Chapitre

Développements limités

Résumé

NANS ce chapitre, on introduit la notion de développement limité, en lien avec le chapitre
S précédent. Nous verrons ensuite des applications de ceux-ci, dans le calcul de limite et de
position relative.
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« La joie est-elle un sentiment surnaturel 7 Ne doit-elle pas étre I’état normal
de ’homme ? Plus le développement intellectuel et moral d’un homme est élevé,
plus I’homme est libre, et plus la vie Iui donne de satisfaction. »

Anton Pavlovitch Tchekhov (1860-1904). Le Moine noir
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@® Concernant les développements limités :

e connaitre la définition d’un développement limité................................. O
o savoir obtenir des développements limités (somme, produit, composée, troncature,

quotient, INBEGTALION) . .. ... v .ttt O
e connaitre les développements limités usuels........... ... ... o i i, O

@ Savoir utiliser la formule de Taylor-Young pour déterminer des développements limités.O

® Savoir utiliser les développements limités :

e pour déterminer des limites et des équivalents........... ... ... ... .. O
e pour déterminer des positions relatives ............. i O
e pour déterminer des asymptotes et position relatives................ ... .. ... O
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I. Deéveloppements limités

1. Définition

Définition 23.1. Développement limité en z

Soit f une fonction définie au voisinage de z(, et n un entier naturel. On dit que f admet
un développement limité a l'ordre n au voisinage de x s’il existe des réels ag, a; ..., a,
tels qu’au voisinage de z on ait

f(x) = ag + a1 (x — x9) + as(x — 30)> + ... + a,,(x — 20)" + 05, (( — 7)™

La partie ag + a1 (x — o) + as(x — 29)% + ... + a,(z — z7)" est appelée partie réguliére du
développement limité, et o, ((z —x()") le terme complémentaire ou le reste.

On abrégera régulierement « développement limité a lordre n au voisinage de xy » en
DLn(‘TO)‘

Remarque

L’idée d’un développement limité est de trouver une approximation locale d’une fonction f
par un polynéme. Le terme complémentaire est essentiel, puisqu’il permet d’indiquer I'ordre
du développement limité.

Remarque

Pour que f admette un développement limité en z, il faut qu’elle soit définie au voisinage
de xz : c’est une propriété locale.

Plutot que d’écrire le reste o, (( — x()™), on pourra écrire (x—x¢)"e(z) avec lim e(x) = 0.
T

Exemple 23.1

On a le développement limité & 'ordre 1 suivant : In(1 + x) = x 4 oy(z). En effet,

C Im(l4+2)—z . In(l+=z)
lim ————— = lim ———

z—0 T z—0 x

—1=0

Exercice 23.2

Montrer qu’on a le développement limité suivant : e* = 1 + x + og(z).

Solution
En effet

x x

—1—x e’ —1
= —1—1—-1=0
X X x—0

€

Citons le cas particulier, que ’on va souvent utiliser, du développement limité au voisinage de
0:

Définition 23.2. Développement limité en 0

Soit f une fonction définie au voisinage de 0, et n un entier naturel. On dit que f admet un
développement limité a 'ordre n au voisinage de 0 s’il existe des réels ag, ay ..., a,, tels
qu’au voisinage de z on ait

f(z) = ag + a1 + azz? + ... + a,x™ + 0y (z™)
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Remarque

f admet un développement limité en x si et seulement si la fonction h +— f(zy + h) admet
un développement limité en 0 (par rapport a la variable h). Dans la suite, on n’énoncera
ainsi que les résultats pour les développements limités en 0.

Exercice 23.3

2
Montrer que cos(z) =1 — % + 0p(2?). Déterminer alors un développement limité a 'ordre

. s
2 de sin en 5>

Solution

On a en effet, d’apres un résultat du chapitre 21

22
cos(x) — 1 pimry

donc
cos(z) —1 1
x2 z—0 _5

Ainsi

m2
cos(z) =1+ = cos(z)—1 1
2
= +-—=0
x? x? 2 20

. 1‘2 . .- . e
On a donc bien cos(z) = 1 — - T 0p(2?). Mais alors, pour x au voisinage de 5> bosons

x=h+ g, avec h au voisinage de 0. On obtient

sin(z) = sin (h + g)
2

h
=cos(h)=1— o) + 0y(h?)

s

-5 ()

Proposition 23.1.

Soit f une fonction admettant un développement limité & 1’ordre n au voisinage de . Alors
la partie réguliere est unique.

Démonstration

Montrons-le dans le cas d’un voisinage de 0. Ecrivons f(z) = P(z)+o0y(2") = Q(z) + 0y (z™)
avec P, Q) deux polyndmes de degrés inférieurs ou égaux a n. Mais alors

P(z) — Q(z) = og(z™) soit lim Pla) ~ Q) =0

z—0 "

Or, puisque deg(P — @) < n, ce résultat est impossible, sauf si P — @ = 0. En effet, si
P—Q #0, alors P(z) — Q(x) > a,xP avec p < n et oy, # 0. Mais alors

P(z) — Q(z)

p—n
~ QT — « 0ou + oo.
xn o P z—0 p?é

Ainsi, P = @ et la partie réguliére est unique.
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Exercice 23.4

Déterminer un DL, (0) de f: z ﬁ (on pourra s’intéresser a 1 + = + ... + z™).

Solution

Remarquons que, pour x # 1 :

1_$n+1 1 anrl
taA .t 1—=x l—2 1—2x
Ainsi, pour x £ 1 :
anrl
=1l4+xz+..+2"+
1—=x 1—=x
Or
zn+1
T
lim =% = lim =0
x—0 " z—=0]1 —zx
xn+1
Ainsi, = 0p(x™) et donc
—x
=1l4+z+..+2"+o0g(z")
1—=x

2. Propriétés des DL

Proposition 23.2. Troncature

Soit f une fonction admettant un développement limité a ’ordre n au voisinage de zy de la
forme

f(x) = ag + ay(x — x9) + as(x — 10)* + ... + a,,(x — )" + 05, ((x — x0)")

et soit 0 < p < n. Alors f admet un développement limite & I'ordre p, donné par

f(x) = ag+ay(x —xg) + ag(x — x0)® + ... + a,(x — 20)P + 0, ((x — x)P)

Démonstration

Supposons que l'on dispose d’un DL, (zq) :
f(@) = ag + ay(x — x0) + ag(z — 20)? + ... + ap(x —20)" + 04, ((x —20)")
Alors,si0<p<n:
f(@) = ag+ay(x—zo) + ... + ap(x —20)P + aper (. — 20)PT + .+ ap(z — 20)" + 0, (2 —20)")
=ag + a1(z — o) + ... +a,(x —20)P + (. — 3P (%+1($ —x0) + o+ a, (T — mo)n_p) + 04, ((x —10)™)
Or oy, ((z —9)") = 0, ((z —3)P) et

Upi1 (T —20) + oo + @y (2 —3)" 7P — 0.
T—T(

Ainsi,

(2 —20)P (aps1(z — ) + o+ ap(z — 20)" ) + 0, (& — 29)") = 0, ((x — )P) .

Exemple 23.5
Ainsi, si f(z) =1+ 2 + 2% + 23 + 0y(23) alors f(z) =1+ x + 2% + o(z?).
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Proposition 23.3. Opérations sur les DL

Soient f et g deux fonctions admettant un développement limité a ’ordre n au voisinage de
0. On écrit
f(@) = P(x) +o0(a™) et g(z) = Q)+ 0o(z")
avec P, () deux polynémes de R, [X].
e Pour tout réel A\, A\f + g admet un développement limité & 'ordre n au voisinage de
0, dont la partie réguliere est AP + Q.
e f X g admet un développement limité a 'ordre n au voisinage de 0, dont la partie
réguliere est la troncature du polynéme P x ) a l'ordre n.
e Si f(0) =0, go fadmet un développement limité & l'ordre n au voisinage de 0, dont
la partie réguliére est la troncature du polynéme @ o P a l’ordre n.

Démonstration

Le premier point se fait aisément, en utilisant les régles de prépondérance :
Af(x) + g(x) = AP(x) + 0g(z") + Q(z) + 0p(2") = (AP + Q)(x) 4 00(z")
Pour le deuxieme point, on écrit astucieusement :
fXg=PxQ=fxg—fxQ+[fxQ—-QxP=fx(g—Q)+Qx(f—P)
Mais alors
fx9—Px Q= fo(a") +Qopla™) = op(a™)

Le dernier point est admis.

Attention

Pour f x g, P x QQ a un degré 2n, mais n’apporte qu’'une information jusqu’a l'ordre n, et
donc tout mondéme de degré strictement supérieur a n sont a supprimer.

Ces résultats sont valables de maniere générale en x, quitte a poser f(zy+ h).

Exercice 23.6
Déterminer un DL,,(0) de x H% et x

1422°

Solution

On part du développement limité

=1l4+z+..+2"+o0y(z")
1—2

et on compose f : x + —x (qui vérifie bien f(0) = 0) par z ﬁ :
1 1

= =1- 24 4 (—1)nan n
5 1o T+t 4 ..+ (=1)"2" 4 og(z™)

De méme, on compose  — 22 par le précédent et on tronque le résultat & I'ordre n :

1
v L 2+ ot + o+ (=DP2P + 4 op(27)

Proposition 23.4. Parité

Soit f une fonction admettant un développement limité & I’ordre n au voisinage de 0.
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e Si f est paire, alors sa partie réguliere ne contient que des termes de degrés pairs.
e Si fest impaire, alors sa partie réguliére ne contient que des termes de degrés impairs.

Démonstration

Ecrivons f(z) = P(z) + I(z) 4+ o(z™), ou P contient les termes pairs, et I les termes im-
pairs du développement limité. Mais alors f(—z) = P(z) — I(z) 4+ o(z™). Par unicité du
développement limité, par exemple si f est paire, on a nécessairement I(z) = 0.

Quotient

Méthode

Pour déterminer le développement limité d’un quotient 5, on écrira f = f X p et on se

S 2 o onz 1 2
ramenera au développement limité de x 17, bar composée.
x

Exercice 23.7

Déterminer un DL5(0) de z -

—z24x+1"

Solution

On utilise le développement limité a 'ordre 3 de - et on compose x - x —x2 par celui-ci,

en tronquant a l'ordre 3 : 172 1—z+2%—12%+ 0, (2) donc
x

1
— —=1—(z—2?)+ (x —2?)? — (. — 2?)3 + 0y (23
T—— ( )+ ( )7 —( )? +0g (%)
soit, apres développement et troncature
1
———— =1—z+2?+ (2% —223) — 23 + 0y (23) = 1 — 2 + 22% — 323 + 0 (2?3)
14+ 2 — 22

Dans le cas d’un produit ou d’un quotient par un mondéme, on a des résultats plus intéressants,
puisqu’on ne perd pas d’information :

Proposition 23.5. Cas particulier des monoémes
o Sif(x) =ag+ a1z + ...+ a,x™ + oy(x™) alors, pour tout p € N :
2P f(x) = agz? + a,zPt + ..+ a, " P 4 oy (xHP)
o Si f(z) = aya? + ... + a, 2™ + op(2™) alors

f(z)

xP

=ay+ ... +a, " P + oy (z"7P).

Ceci est bien siir valable en z( et pas uniquement en 0.

Exemple 23.8
2
On a vu que cos(z) =1 — % + 0p(z?). On peut alors écrire

cos(z)—1 T
wole) 1
x 2
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4. Développement limité, continuité et dérivabilité

Proposition 23.6.

f admet un développement limité a 'ordre 0 au voisinage de z de la forme f(z) = £+o0, (1)
si et seulement si f est continue (ou prolongeable par continuité) en z et f(xy) = £.

Démonstration
—/
En effet, f(z) — ¢ =0, (1) <= lim % =0.

T—To

Proposition 23.7.

f admet un développement limité a l'ordre 1 au voisinage de z, de la forme f(z) = a +
b(z —zg) + 0,, (¥ — () si et seulement si f est dérivable en z et f(z¢) = a et f'(z¢) = b.

Démonstration

En effet, par troncature, f(r) = a + o, (1) si et seulement si f est continue en z, et
f(zg) = a. Enfin

m:b—koxo(l)—ﬂy
r — Xy T—XTq

f(z) =a+b(x—x0) + 0, (r—1z0) =
Attention

Ce résultat, vrai si f est continue ou dérivable, n’est plus vrai pour les dérivées d’ordre
supérieur. Ainsi, une fonction peut avoir un développement limité d’ordre 2 au voisinage de
0 sans étre deux fois dérivable en 0.

Exemple 23.9

Soit f : z = 23 sin (i) Montrer que f(x) = oy(z?) mais que f n’est pas deux fois dérivable
en 0.

Solution
Rapidement, pour z # 0, on a % = xsin (%) — 0 en 0 (par encadrement classique).

Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0. f est de classe C! sur | — oco;0[ et ]0; +oc[. Pour
x#0,o0na

f'(z) = 32%sin (é) + 2? (—%) cos <é> = 3z%sin (i) — xcos (é)

Calculons alors le taux d’accroissement de f” en O :

f'(z) — £(0) _ f'(x) = 3z sin <l> —cos <l>

x—0 T x T

Le premier terme admet une limite en 0 (qui vaut 0). En revanche, le deuxiéme terme n’en
admet pas (car cos n’admet pas de limite en +00 ou en —o0). Ainsi, f’ ne peut étre dérivable
en 0, et f n’est donc pas deux fois dérivable en 0.

5. Intégration

A. Crouzet 8 ©@O®®
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Proposition 23.8.

Soit f une fonction continue sur un intervalle contenant 0. On suppose que f admet un
développement limité a 'ordre n au voisinage de O :
f(x) = ag+ a1 +ax? + ... + a, 2" +o, (z")
=P(z)

Alors une primitive de f admet un développement limité a ’ordre n + 1 au voisinage de 0,
dont la partie réguliére est la primitive de P valant F'(0) en O :

_ 1 2, %2 3 n _ n+41 n+1
F(x) —F(O)—i—aox—i—?x —1—3:1: —|—...—|—n—+1x 1 +o,, (")
Démonstration
Posons Q(z) = F(0) + agz + %:ﬁ + %1'3 +...+ :—L:E"“. La fonction ¢ = F'(t) — Q(t) est

de classe C! sur [0;z] (pour z bien choisi), donc par inégalité des accroissements finis

Flx) — Q) — (F(0) — Q(0) o
| —u < x| (P = Q) (0] = | 6) — PO
Ainsi,
’F(a:) —Q@)| _ trerﬁ}a{:]‘f@ —P)l 0
l.n-i-l = rn 20

puisque f(z)— P(x) = op(x™).

Exercice 23.10
Déterminer un DL,, ,(0) de z — In(1 + z) et un DL,,,,;(0) de = - arctan(x).

Solution
On part d'un DL, (0) de z 1% que 'on integre :

1
=1l—x+2%+ ...+ (=1)"2" + oy(x™)
1+
et donc
.’L‘2 1,3 l,n—&-l
In(l+z)=In(1+0)4+z— —+ —+ ...+ (=1)" + 0p(z™1)
De méme, on écrit un DL,,, (0) de = s que lon integre :
1
T L—a2? + 2t + 4 (—1)"2? 4 oy (2?")
et donc
1’3 .’IJ5 x2n+1 _—
t = tan(0 -+ =4 ... 1" "
arctan(z) = arctan(0) +x 3 + 3 + ...+ (—1) 1 + og(z="11)

Il. Formule de Taylor-Young

1. Formule de Taylor-Young

A. Crouzet 9 ©@®®
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Théoreme 23.9. Formule de Taylor-Young

Soit f € €™(I) ou I est un intervalle contenant x,. Alors f admet un développement limité
a l'ordre n au voisinage de z( et

n ) (g
fay =3 20 e o, (e — )

!
— K

Démonstration

La preuve est admise. Si f est de classe "1, il s’agit d’une conséquence de l'inégalité de
Taylor-Lagrange.

Exercice 23.11
Déterminer le DL,,(0) de exp.

Solution

exp est de classe €™ (R) pour tout entier n (puisqu’en réalité, exp est de classe €°°) et on a
V keN, exp® =exp etdonc V k€N, exp®(0)=exp(0)=1

Ainsi, f admet un développement limité a I’ordre n au voisinage de 0 et

n (k) n
exp'™(0) N 1 "
exp(z) = g T:}ck + 0p(2") = g Emk + og(x™)
k=0 : k=0 "

2. Développements limités usuels

En utilisant la formule de Taylor-Young, on obtient les développements limités au voisinage de
0 suivants, qui sont a connaitre par ceeur.

1 .
a. T, logarithme et arctan
—X

Proposition 23.10.
On dispose des DL,,(0) suivants :
1 2
.= l+x+22+ ...+ 2"+ op(x™)
1
=1—z+22+ ..+ (—1)"z" + oy(z"™)
1+
2 n
In(l+z)=2——+ ...+ (—1)"1— + 0y (a")
.5(12 n
In(l—2z)=—x— Cl — — 4 0p(z™)
1
m =1- .’IJ2 + .’B4 + ...+ (-1)"1‘2” + 00(1}2”)
$3 5 x2n+1
t =1 — — — _1\n 2n+1
arctan(r) = x s ts+ +(—1) 2n+1+00($ )

Démonstration

Pour le premier, on n’utilise pas la formule de Taylor-Young, mais plutot le résultat des
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sommes géométriques :

1
1+a:+...+:zf”b:1_In+
1—2x
T T 1o 1—g 0@
———
—0

x—0

En remplagant x par —z (qui tend vers 0 en 0) on obtient

=1l—z+2?+ ..+ (—1)"2" + op(z").

1+2
Par intégration du précédent :
IE2 (_1)nxn+1
In(l4+2)=In(l)+2— —+ ...+ ———— + 0y (z"!
(1+2)=mn(1) +2— 2 I o ()
et par substitution
1.2 wn-ﬁ-l
n(l—z)=—2——+...— +o0p (z"F1).
Par composition avec z - 22 (qui tend vers 0 en 0) dans le deuxiéme développement limité :
1
Tl 2?4zt + 4 (=1) 2" 4 o (2°7)
et par intégration
.’E3 1175 x2n+1 _—
t = arctan(0 ——+—+ ..+ (=D)" "
arctan(z) = arctan(0) + x st + +(—1) 2n+1+00(:1; )

3. Exponentielle et fonctions trigonométriques

Proposition 23.11.
On dispose des DL,,(0) suivants :

2 23 "
exp(z) =1+ + —+ = +...+ — +0y(z")
21 3l n!
e 220
— - (=) 2n+1
cos(x) TR (1) o)l + og(xz*" 1)
B 2+l
: _ = - _1\n 2n+2
sin(z) =z 3 + 5 + ...+ (—1) —(2n+1)! + og(x"*2)
3 22°
t =z+—+— >
an(x) =z + 3 + 15 + 0g(x®)

Démonstration

Les quatre découlent de la formule de Taylor-Young, les fonctions sont de classe € sur
un voisinage de 0, donc admettent des développements limités en 0 a tout ordre. Il suffit
d’utiliser les dérivées vues dans le chapitre 19.

Remarque

tan étant de classe C*° au voisinage de 0, elle admet un développement limité a tout ordre.
Il n’y a cependant pas de formule « simple » donnant le développement limité.

A. Crouzet 11 ©@®®
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4. Puissances
Q Proposition 23.12.

Soit @ € R. On dispose des DL,,(0) suivants :

a(a—1)$2+m+ ala—1)...(a—n+1)

5 - " + og(z™).

(1+z)*=1+ax+

Démonstration

On applique la formule de Taylor-Young, la fonction f : z + (1 + x)* étant de classe €
au voisinage de 0. On constate rapidement que, pour tout n € N*,

fMriz=sala—1) . (a—n+1)1+2)*" et fM0)=ala—1)..(a—n+1).
La formule de Taylor-Young s’écrit alors

ala—1 ala—1)...(a—n+1
—< )xz—l—...—i- ( ) - )
21 n!

l+z)*=1+az+ " 4 0p(z™)

Remarque

1 o
Le cas a = 3 est intéressant. On constate alors que, pour tout n € N* :

1/1 1
1-1-3  —2n+3

22 277 2
(=)™ M x 3 x...x (2n—3)
— o

(—1)"1(2n —2)!
:2"><2><4><...><(2n—2)
(—=1)"(2n —2)!
T nani(n — 1)

Pour les premieres valeurs :
1
V1i+zx= 1+§w+00(x)

1 1
=1+ -2 — 2%+ 0y (2?)

2 8
1 1 1
:1+§x—§x2+ﬁx3+00(x3)

I1l. Applications

1. Calcul de limite
On peut utiliser les développements limités pour lever des formes indéterminées.

Exercice 23.12

Calculer
o (z+ 1D 4+1)=3(In(1+=z)+1)+1 )
lim 5 et lim
z—0 T z—0 T

In(l+z)—=
2
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Solution

Dans le premier cas, on utilise le développement limité de exp et de z — In(1+ z) & 'ordre
2 (car le 22 au dénominateur nous en donne I'intuition) :

:E2 x2
@+ D)1 +z+ 5 +0)(x?) +1) =3z — 5 +0p(x?) + 1) +1 322 1 g5(a2)
2 - 2

T T

=3+0(1) —>3
x—0

De méme, en effectuant un développement limité a l'ordre 2 de z - In(1 + z) :
1‘2 2 35'2 2
ln(l—l—:n)—:v_x_j‘f‘oo(x)_x _7"‘00(1’)

2 - 2 -

x x 2 z—0 2

2. Recherche d'équivalents

Proposition 23.13.
Soit f une fonction admettant un développement limité a ’ordre n au voisinage de O :
f(x)=ag+ a1z + ...+ a,z™ + oy(x™)

Soit p Iindice du premier coefficient a,, non nul. On appelle forme normalisée du déve-
loppement limité I’écriture

f(@)=aP (a, + ap 12+ ... + 4, 2" P + 0y (z"P))
et dans ce cas

f@) ~ aga?

Remarque

On peut raisonner en dehors de 0, en faisant un développement limité a I'ordre n de x —
f(zo + ).

Exercice 23.13

Déterminer un équivalent simple en 0 de

f:x - tan(x) — z cos(x)

Solution

On utilise un développement limité a I'ordre 3 au voisinage de 0 de chacune des fonctions :

3 3
tan(x) =z + 5 + 0p(2?) xcos(r) =x — 5 + og(2?)
et donc 5
tan(x) — z cos(x) = gaz?’ + 0p(2?).
Ainsi,
D 3
fl@) g

Exercice 23.14
Déterminer un équivalent de la suite 1 4+ nln (1 — %)

A. Crouzet 13 ©@®®
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Solution

1 1
— ——— 0. Posons u = —. Remarquons alors que
n

n n—4oo
1 In(1—u)
thaln (1-—) =14+ 22
n u

u2
a2 oy ()

u u
:1_1_54‘00(“):__“‘00(“)’6“_

)
IS

Par substitution,

1 1
1—|—nln<1——> ~ ——
n

Position relative de courbe

Méthode

Maths. approfondies

Supposons que f admette un DL;(z;). Alors on obtient I’équation de la tangente a la
courbe de f au point d’abscisse x; en prenant la partie réguliere du développement limité.
En appliquant le résultat précédent, et sous réserve qu'un DL d’ordre suffisant existe, on

peut écrire
f($> - (a + bx) ~xy ap(x - x())p

Alors le signe de a,(z — x()? permet de donner la position relative de la courbe et de la
tangente au voisinage de xg : s’il est positif, la courbe est au dessus de sa tangente ; sinon

elle est au-dessous.

Attention
Le résultat n’est vrai que localement autour de x.
Exemple 23.15
Soit f: x> % Montrer que f est dérivable en 0, et étudier la position relative de la
courbe de f et de sa tangente au point d’abscisse 0.
Solution
Utilisons le développement limité de x  In(1 + x) au voisinage de z :
132 $3 I4
x-S +—-—T+o) -z 1 1 1
2 3 4 2 2
x) = =—+-x— -2+ oy(x
D’une part, puisque f admet (par troncature) un DL;(0), f est dérivable en 0 et f'(0) = %,
. 1,1 1 1
mais de plus, f(x) — (—5 + gm) = —Zx2 + 0p(2?) > —ZxQ.
Puisque —ia:z < 0 au voisinage de 0, on en déduit que la tangente a la courbe de f au
voisinage de 0 est localement toujours au-dessus de la courbe de f.
4. Asymptote
A. Crouzet 14 ©@®®
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Définition 23.3.

On dit qu'une fonction fadmet un développement asymptotique a l’ordre n au voisinage
de 400 si on peut écrire

a a 1
f)=ao+ 2+ + 22 o ()

Meéthode
Pour obtenir un développement asymptotique au voisinage de +oo de f(z), on posera le
changement de variable ¢t = i, et on cherche un développement limité en 0 de f (%) On

revient alors a la variable de départ, en remplacant ¢ par i

Exercice 23.16

Déterminer un développement asymptotique a l’ordre 2 de

1+
Sy T

T

fixe

Solution

Notons u = ~. On a alors f(u) = uv/1+ u. Faisons un développement limité au voisinage
de 0 :

flx)=f (%) =u (1 + %u — éuQ + 00(u2)> =u-+ %uz + ug(u?)

On obtient alors le développement asymptotique

1 1 1
)= 5+ g i (53)

Proposition 23.14.

Soit f une fonction, telle que % admet un développement asymptotique au voisinage de

+o00 a l'ordre n : ()
flz a, a,, 1

soit encore
n

Gy a 1
f(z) =agr+a; + ~ +..+ T + 0400 <F>

Soit p > 2 I'indice du premier coefficient a, non nlil. Alors y = agz + a; est asymptote a la
P
Pl

courbe de f au voisinage de 400, et le signe de donne la position de la courbe et de

son asymptote au voisinage de +oo.

Exercice 23.17

Déterminer 'asymptote au voisinage de 400 et la position relative avec la courbe de la

fonction
1
fro=a\/1+—
T

A. Crouzet 15 ©@®®
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Solution
En procédant comme précédemment, posons u = i flu) = i\/ 1+ u et faisons un dévelop-

pement limité & 'ordre 2 de u — v1 4+ u :

1 1 1 1 1 1
fu) = - (1—1- §u—§u2+00(u2)> =-+5 —gu—l—oo(u)
Soit, en revenant a x :
1 1 1
f(@) :33—1—5— 8x 0o <;>

Ainsi, la courbe de f admet la droite d’équation y = x + % comme asymptote oblique, et

puisque —% < 0 au voisinage de +o00, la courbe de f est localement en dessous de son
asymptote.

A. Crouzet 16 ©@®®
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Exercices

Exercices

Développements limités

Exercice 1 Un début (5 min.)

A partir du développement limité de = /1 + = au voisinage de 0, déterminer un développe-
ment limité & 'ordre 4 de
1

V1—az2

V1422 = V1—2x2 T

Exercice 2 Des développements limités simples (15 min.)
Calculer les développements limités suivants :

"  Pordre 3 en 0, 4. cos(z)In(1 + z) a lordre 4 en 0,

) 3/1—95 " U 5. (z3+1)V1—x alordre 3 en 0,
. -+ +z a lordre 4 en 0, 6. (In(1 +x))? a l'ordre 4 en 0.

3. sinz cos(2x) a l'ordre 6 en 0,

Exercice 3 Des développements limités un peu moins simples (15 min.)
Déterminer les développements limités suivant :
1 . R
1. z— 3., au voisinage de 0 a 'ordre 3.
x

x - sin(2z) au voisinage de 0 a lordre 4.

7+ (In(1+ x))? au voisinage de 0 a Pordre 4.
exp au voisinage de 1 a l'ordre 4.

x > exp(l + sin(x)) au voisinage de 0 a 'ordre 4.

CUp N

Exercice 4 Des DL mais pasen 0 (15 min.)

Déterminer les développements limités suivants :

1 S
1. — alordre 3 en 2, 3. e” al'ordre 3 en 1,

T

- 7
2. In(x) & Pordre 3 en 2, 4. cos(x) 4 Pordre 3 en =,

5. vz & lordre 3 en 2.

Limites et équivalents

Exercice 5 Le retour des limites (15 min.)

Déterminer les limites suivantes :

et — esin(z) 9 i . 1 * Siﬂ(%’)
L iy i (e (D) (20

8|~

x—0
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000 Exercice 6 D'autres limites (15 min.)

Déterminer les limites des fonctions suivantes :

sinx —x 1+In(l+z)—€"
1. ———en, 2. ( ) en 0,
T 1—coszx
a® + b\ M/* 2x
3. < ) en 0 (avec a,b € RY), 4. — =~ en 0,
In (—)
11—z
exp(sinx) — exp(tanx 2% Inx
5. ( - ) p( ) en 0, 6. en 0F.
sinz — tanx ¥ —
000 Exercice 7 Limite or not limite? (10 min.)
e® + o —
Déterminer a € R tel que la fonction x ————— admette une limite finie en 0. Déterminer
x
cette limite le cas échéant.
000 Exercice 8 Des équivalents de fonctions (15 min.)
Déterminer des équivalents en 0 des fonctions suivantes :

_ 1
1'3“—“3:_69”_235’ 4.x|—>—<\3/1+:c2+\3/1—x2—2>,
2. z+—e* —cos(z), r 1 ]
3. > x + arctan(z) — 2sin(x), 5. T

zn(l1+z) sin(z?)

000 Exercice 9 Des équivalents de suites (20 min.)

Déterminer des équivalents des suites suivantes :

1. 4/n(1 + 4n) — 8n — 1, 4.e_<1+l> ,
n

2. 3n — 2ncos (n*3/2) — V3 +nd,
3. sin (77\/ n? + 1),

1
5. —2+(2n+1)1n<1+—).
n

Etude locale de fonctions

000 Exercice 10 Etude locale d'une fonction (15 min.)
Soit f:x %
1. A partir du développement limité de = — /1 — x, déterminer le développement limité a
I'ordre 4 au voisinage de 0 de \/cos(z) — 1.
2. En déduire le développement limité a I'ordre 3 au voisinage de 0 de f.
Démontrer que f est continue et dérivable en 0, et donner f(0) et f(0).

4. Déterminer la position relative de la courbe de f et de sa tangente au point d’abscisse 0.

@

000 Exercice 11 Une nouvelle étude locale (10 min.)

, 1 e’ —1
Sorcf:xr—>—ln< )
T x
1. Donner un développement limité a I'ordre 3 de f au voisinage de 0.

2. En déduire un prolongement par continuité, la dérivabilité et la position relative de la
courbe de f et de sa tangente au point d’abscisse 0.
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@000 Exercice 12 Des asymptotes obliques (20 min.)
Montrer que les courbes représentatives des fonctions suivantes admettent une asymptote en
400 dont on donnera ’équation. On précisera également la position de la courbe par rapport a
I’asymptote au voisinage de +oo.

1.+ (22 —1)e3/7, 2. x> V83 + 712 — 3z + 1,
4 2.1/z 2 3
3. v+ Vat+2x 45— x?el/”, 4. 2+ (22 +2)In (1 —— |,
T
2o (1 —e 1/
5. 0 U= 1)
(1+2x)3

Suites implicites

@0 F[xercice 13 Une premiére suite implicite (20 min.)
1. Montrer que, pour tout n € N, Iéquation tan(z) = z admet une unique solution dans
T T
]mr 3 nw + B que l'on notera z,,.

2. Déterminer un équivalent simple de la suite (z,,)

neN’
T
3. Pour tout n € N, posons y,, = 3 +nw—x,.
1
a) Montrer que, pour tout n € N*,y,, = arctan (—)
':L'n

b) En déduire un équivalent simple de la suite (yn)neN*.

¢) Montrer que z,, = a, +b, +o(b,) avec (a,) . et (a,) des suites que 1’on
n—-+00 neN

neN*
précisera.

eee® [xercice 14 Une autre suite implicite (20 min.)

1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique z,, € R, tel que z,, + vz, = n.
2. Montrer que z,, o
0

3. a) Pour tout n € N, posons y,, = z,, — n. Montrer que y,, o —i/n.
o0

b) Pour tout n € N, posons z, = ¥, + Vn. Déterminer un équivalent de z, lorsque n
tend vers +o0.

¢) En déduire un développement asymptotique & trois termes de x,, lorsque n tend vers
+00.

®ee [Exercice 15 Une derniere suite implicite (25 min.)

1. Montrer que, pour tout n € N, I’équation x + In(xz) = n admet une unique solution dans
R’ que ’on notera z,,.

2. Etudier les variations de la suite (z,,) et montrer qu’elle tend vers +o0.

neN

3. Montrer que In (z,,) =0 (z,,) et déterminer un équivalent simple de la suite (:Un)neN.
(e0)

4. Montrer que y,, = x,, —n + In(n) —— 0.

n—+oo
In(n) In(n)
5. Montrer que =, = n—In(n)+ +o .
+o0 n n

Pour aller plus loin

000 Exercice 16 Sur le développement limité de tan (20 min.)
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L’objectif de cet exercice est de déterminer un développement limité de tangente suivant plusieurs
méthodes.

1.
2.

Pourquoi tan admet-elle un DL,,(0) pour tout n?
En utilisant la formule de Taylor-Young, déterminer un développement limité a ’ordre 2
de tangente.
Méthode par unicité.
a) Expliquer pourquoi tan” admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0
(pour tout entier n).
b) On note tan’(x) = ay + a1z + ayx? + agz3 + agx* + oy(x?). Déterminer en fonction
des a; le développement limité de tan au voisinage de 0.
c) En utilisant la relation tan’ = 1 + tan®, en déduire une relation sur les a;, puis
déterminer ceux-ci.
Méthode par polynoéme.
Soit (P,) la suite de polynéme définie par Py(X) = X et pour tout entier n, P, (X) =
(1+ X?)P(X).
a) Déterminer P;, Py, P3, P, et Ps.

b) Montrer par récurrence sur ,n que pour tout réel x € ]— ,

[, on a

ISR
ISR

tan™(z) = P, (tan(zx))

¢) En déduire tan™(0) pour tout n € [1;5], puis un développement limité de tan a
l'ordre 6 au voisinage de 0.

eee® [xercice 17 Du dénombrement (15 min.)

Donner le développement limité en 0 & 'ordre 10 de

1
(1—2)(1 —22)(1 —a®)

U:IT k=

En déduire le nombre de triplets (a, b, c) € N vérifiant a + 2b + 5¢ = 10.
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1
En utilisant le développement limité du cours en O :
1 1 1 5
1 — 14+ Zp— 24 3 4 4
Vite=1+go—ca’+ o’ — o + o (2)
on en déduit, par composée :

1 1
V1i4+a2 =1+ 22— -z +o(2)
2 8
1 1
\/l—xzzl——x2—§x4+o($4)

2

Mais alors, en utilisant le développement limité de au voisinage de 0 :

+x
1 1
V1—a2 1—%:1;2—%364—1—0(1’4)
=1- (—1x2 - 11*4 +o0 (w4)) - (—le — 1:Jc4 +o0 (x4)>2 + o (z4)
2 8 2 8
1 1 1
= 1+§m2+§x4+1x4+0(m4)

1 3
:1+§x2+§x4+0(m4)

Exercice 2
On utilise les développements limités usuels a 'ordre demandé, et on utilise les propriétés
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(somme, troncature, ..

1
1—=x

T

— €

Vi—z+Vita

sin(z) cos(2x)

cos(z)In(1 + x)

(3 + 1)\/1T

(In(1 + x))?

Exercice 3
On se ramene aux DL

Chapitre 23 — Développements limités

).

=1+$+CE‘2+5E3+0($3)(1+x+%+%+o<x3)>
= %2-1-%3—}—0(3:3)
R
ke b T2 30
= 2—1m2—6—54x4+0(x4)
:$—2x3+§$5—%3+%x5+%50+0(x6)
= x—%x?’ %aﬁ—i—o(azﬁ)
2(1—%2+;—z+0(:v4)> (x—%2+%3—%4+0(m4)>
I S

2 3 4 2 4
= az—%$2—%x3+o(ag4)
(g )
=1—§—él‘2—%$3+x3+0(:¢3)
= 1—%$—%x2+%x3+0(x3)
T ) (g4 g )
2372—%3—1-%4—%34-%44—%44—0(904)
= xz—x3+%x4+o(:ﬂ4)
usuels par somme, composée, produit, ...

22
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1. On factorise et on utilise le développement limité de au voisinage de 0.

+x
111
3+a 3143
1 x x\? x\3
=—[1=-= ) - (=Z 3
(154 () - (5) +o)
1 z 22 23
- _Z, -z 3
379 o s o)
2.
2 3
sin(2z) = (2z) — ( ? o (z)
43
:23:—%—#0(3:4)
2?2 2 ot
3. Puisque In(1 + x) :w—?—i—?—z—i—o(x“), on a alors :

(In(1+z))* = (x—x—2+x—3—x—4+o(:z4))2

2 3 4
zt 2t
— 2 _ .3 2 - 4
2 =2+ 20+ + o (z*)
112"
=22 -2+ 1;6 + o (z)

4. Attention, ici on est au voisinage de 1. Pour utiliser le développement limité en 0, il faut se
ramener a 0. On pose x = 1+ h. Alors :

e” = elth
= eeh
h2 3 h4
B T S T N
x—1)2 r—1)3 r—1)
:e+e(:c—1)+e( 5 ) —i—e( G ) —i—e( 24) +o0,((x — 1))

5. On développe tout d’abord 1 + sin(z) au voisinage de 0 a lordre 4, puis on compose les

développements limités :
23
1 +sin(z) = 1-|—x—€+o(1‘4)

et donc

exp(1 + sin(x)) = exp (1 bz %3 ‘o (;,;4))

= exp(1) exp (x - ‘%3 +o (a:“))

_ 4
T + o (z) 5 + G +
R R L

el T 4

e(+;1: 6+2 6+6+24+o(a:))
2 4

:e+em+e%—e%+o(x4)

A. Crouzet 23 ©@®®



Maths. approfondies Chapitre 23 — Développements limités

Exercice 4

Deux méthode : un changement de variables pour se ramener & un DL,,(0), ou bien la formule
de Taylor-Young. C’est ce que l'on fait ici pour des fonctions usuelles : ici, toutes les fonctions
de classe €°° au voisinage des points considérés. On applique alors la formule de Taylor-Young :

n_ £k)(g
f =318 i, (@ —ay).
— k!
Ll e g B o a ()
r 2 4 2! 3! 2
= 12 52— (r 2 oy (e~ 2)7).

In(z) = In(2) + %(1: —2)— é(m —2)2 + i(w —2)3 40, ((x—2)3),

e =el +el(x—1)+ %(x— 1)2 + e—(x— 13 +0, ((z—1)3)

= o

ot = (5) =0 () (- ) -2 (- 5) - L (- ) s ()

6
55 (31l g ) e (-9

Exercice 5

g : Meéthode
: On utilise les développements limités a des ordres bien choisis pour déterminer les limites.

1. On effectue un développement limité & 1’ordre 3 (car il y a 2% au dénominateur) :

2 3
_ 2 g3 3 (a:—%3+o(x3)) (x—%3+0(x3)>
em—esm(mzl—l-l'—i—?—i-?— 1—{—(.%—?4‘0(.%'3))4' 5 + 6

.%'2 $3 :L‘3 .2172 :L'3
=1 T T oLz 3
trt o+ (—i—x 6+2+6>—|—0(:U)

Ainsi

2. Rappelons que

(:1: sin (i))x _ ewln(wsin(%))
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. o 1 N
Puisque la limite est en 400, posons u = — pour se ramener a 0. On cherche alors
€T

111(%)

lime w
z—0
. -y sin(u) ) |
On veut alors un développement limité de In a l'ordre 1. On a :
U
sin(u) Y~ % +o(u?)
u U
2
u
=1—-— 2
6 +o0 (u )
donc
sin(u) u?
1 =ln(l—— 2
n ( " ) n ( 5 +o0 (u ))
2
U
__ 4 2
5 To)
et finalement ()
In ( " ) u
———=——+o0(u)—0
U 6

Par composée

3. De méme :

sin(z)

). Or, dans la question
T

On cherche donc un développement limité a l'ordre 2 de ln(

() 2

précédente, on a obtenu :

et donc

Par composée :

Exercice 6
Pour chacune des limites, on effectue un développement limité pour en déduire le résultat.

3
sine —x 37—%‘“)@3)_55

3 N 3
B 1 (1) 1
~ s WIS T

IQ IQ
1+In(l+z)—e” 1+m_?+0($2>_<1+m+?+0($2>>
1 —cosx _ (1—36—22—1—0(3:2))

—_
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—z?+o(2?) —1+0(1)

T 9y L 1) z—0 —2
o) 3+o(l
a® + b\ V® lln(a’“rbz)
Pour la troisieme, on écrit ( > =e= 2/, Faisons un développement limité du

terme de 'exponentielle :

1 a® + b* 1 exln(a)+ewln(b)

2 (3 )Zgln(—2 )
_ iln (1 + zln(a) + o (x) —21— 1+ z1n(b) —I—o(x)) car 2 In(a) — 0 et zIn(b) — 0
= éln (1 + xln(a) + In(0) o (az))
_ i (x1n<;b) +o (x)) = In(Vab) + o (1) —> In(v/ab)

Par composition,

T x\ 1l/x
(a 0 ) S eln(Vab) — \/gp.
T—

2
Ensuite, on reprend les développements limités :
2z 2z
In (t_z) - In(l+z)—1In(l —2)
B 2x
Cz4o0(x)—(—z+o(x))
2z 2

= 1
2e4+o0(z) 240(1) 2-0

3 23
exp(sin x) — exp(tan J}) _ ex—?+0 (x3) . em+?+° (23)

sinz — tanz x_%3+0(x3)—<g:+%3+o(x3)>

x3 1
—74-0(1'3) —5 +o(1)

—§x3+o(m3) _%_1_0(1) 20
Pour le dernier, procédons a des développements limités du numérateur et dénominateur pour
obtenir un équivalent :
2%" In(x) = e ) In(z)
= (14 22In(z) + o (z?In(x))) In(x) o In(x)
2 1 = e:cln(z) -1

=142zln(z)+o(xln(z)) —1 > zIn(z).
Par quotient,
%" In(x) In(r) 1

z®—1 ot zln(z) x -0

+00.
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Exercice 7
Soit a € R. Effectuons un développement limité en 0 a I’ordre 2 des exponentielles :

e® + e — 2 1+96+%2+1+(aw)+%+0(w2)—2
x? x?
(a+ 1)z + %:ﬁ + o0 (2?)
22
2

:a—;—1+a ;—14_0(1).
Sia+ 140, c’est-a-dire si a # —1, alors %1 — +00. Par somme, z — emt# admet une
limite infinie.
Sia = —1, le développement s’écrit alors

e’ + e —2

x? :1+0(1>z——)0>1

et dans ce cas, la limite vaut 2.

Exercice 8
On effectue un développement limité afin d’obtenir un équivalent, en rappelant que si f(x) =
g9(@) +o(g(x)) alors f(z) ~ g().

2 28 2 28
e’ —e Tt — 21 = <1+w+—+€+oo(a:3)> - (1—x+—+—+00(3c3)> — 2z
3

2 2 6
:%3—1-0(333)3%.
e —cos(z) = <1+1‘2+%4+00<.%'4>> — (1—%2—1-;:—2—1—00(:1:4))
= 3302‘1'00 (?) Y gxz'
x + arctan(z) — 2sin(z) = = + (x—%3+%5+00(x5)> —2(x—%3+%+00(x5)>
= %x‘rw—oo (x5) ~ é—éx‘r’.
é<\3/1+x2+\3/1—:c2—2) :%(1—1—%x2—$x4+00(az4)+1—%x2—%x4+00(az4)—2>
2 2

= —§x3 +0p (%) ~ —53;3.

1 1 sin(z?) —zIn(1 + z)
xIn(l+2x) sin(z?) xIn(1 + ) sin(x?)

1:2—%6+00(x6)—:n<3:—%2+00(x2)>

2 3
(2= %+ 5 400 (a%)) (22 + 0 (%))
1‘3 3
S5 too(2?) 1
x* +oy(z4) 2z
Pour le dernier, on pouvait multiplier les équivalents en 0 pour le dénominateur :

zIn(1 + z) sin(x?) YT XX r? =zt
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Exercice 9
Dans chacun des cas, on utilise les développements limités pour trouver un développement
asymptotique et en déduire un équivalent. Pour n > 0 :

1
44/n(1+4n) —8n — 1 = 44/ 4n? <1+4—>—8n—1
n

1
—8ny/1+——8n—1

4n,
=8 1+11+11_1(1)2+ (1) 8n— 1
—on 2an 22 2 \4n) T2 "

1 1 1 1 1
:8n+1——+0<—>—8n—1:——+0<—> ~

n 16n n/ | +oo _16_n

—3/2)2 —3/2\% 1
?m—?ncos(n3/2>—V33+”3:3”‘2”(1_<n Lt >+0<E)>_3n3<1+%)

2 4!
Can—on g L 1 (1) 1+13+11_2<3)2+ (1)
TN T e T 15 TOs " 3n3 23 3 \n3 °\ne
11 n <1> 11
= 0] —_— ~ .
12n® nd/ | +oo 12n°

1
sin (77\/ n? + 1) = sin (Wn\/ 1+ —2>
n

= (—1)"sin (l +o <l)) car cos(nm) = (—1)"

n

- (o (2]

(14 1) —e e (nm (1+2))

1
:e—exexp<———|—0< )
2n
(-5 @) = ()xz
=e—e —— 4ol - = — 40| - ~ —
2n n 2n n/|+oo 2n

—2+(2n+1)1“<1+%> =-2+(@2n+1) (%_LjLLO(%))

2n2  3n3

n
919 1_'_1 1 . 2 i (1) 1 n (1) 1

= — _— _ — (0] —_— = — O —_ ~ —
n n 2n?  3n? n? 6n? 2 )| +00 612

Exercice 10
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1. Puisque
1 1 1 )
Vi—r=1—== 2 3 4
v AR TR TR
2 4
et que cos(x )—1—7+ﬂ+0( 1), par composée :

\/cos(z \/ ——+—+0(x4)
3 4

1 (22 2t 1 /(z2 2t 1 (22 2t 5 x? ozt 4
oo (o) (i) () L2 (D) o
2\ 2 24 8\ 2 24 16 \ 2 24 128 \ 2 24

et

2. Alors, puisque

1+22
on a

3. Puisque f admet un développement limité a l'ordre 3, donc au moins a ’ordre 1, on en déduit
1
que f est continue et dérivable en 0, et que f(0) =0 et f/(0) = 7
4. D’apres le développement limité, on a
T 23
_(zy = =2 3
fla)=(=7) = 5 +o(a®)

Puisque 22 > 0siz > 0 et 23 < 0si z < 0, on en déduit qu’au voisinage de 0, la courbe de f
est au-dessous de sa tangente avant 0 et au dessus apres.

Exercice 11
1. Puisqu’on veut un développement limité a I’ordre 3 de f, il nous faut un développement limité

a Pordre 4 de In (e

), et donc un développement limité a 'ordre 5 de e* — 1.

x
x2 23 ozt b
e” —1—x+—+€+ﬁ+m+ ( )
donc
ex_1:1+f+x2+x—3+x4 +o(a?)
T 2 6 24 120
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et

e’ —1 x x2 a23 x4 4
In ( )zln 1+ —+—+ =+ —+o(z?
+

2 6 24 120

x2 23 xt 1/ 22 23 x4 1/z 22 23 xt
F—i——-l———— -4 =4 =4 ===+ =+ —=

24 120 2\2 6 24 120

1 x+x2+aj3+z4 4+ (4)
A\27%6 Ty T120) OV
z /1 1 111 11 1 1 1
_ = - = 2 - _ 3 = - 4 4
2+<6 8>x+<24 12+24>x+<120 SRR 64>$+O(x>
X f]f2 1134
_ - 4
5T 21 280 oY
on a alors s
1 X T
_ = - 4
f@) =3+ 55~ 2880 70"

2. Le résultat précédent nous permet de dire, puisque f admet un développement limité a I’ordre

1 au voisinage de 0 que f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = %, que f est
3

dérivable en 0 et que f'(0) = L Enfin, le terme —21 permet de donner la position relative
de f au voisinage de 0 : localement, la courbe de f est au-dessus de sa tangente avant 0, et
en-dessous apres 0.

Exercice 12

Pour chacune des fonctions, on effectue un développement asymptotique de la fonction a un
ordre suffisant pour obtenir ’équation de 'asymptote, ainsi que la position relative de la courbe.

. 1
On pose, pour chacune des fonctions, u = —.
€T

2
(22 —1)e™3/* = <— — 1> e 3u

U

_ (% _ 1> (1 —3u+ (_?)2 + 0 (u2))

2
=—T+4 —+12u+ o0 (u)
u

12 1
=—T+2r+—+0,4 (—) .
x x
Ainsi, la droite d’équation y = 2x — 7 est asymptote a la courbe de la fonction au voisinage de

. 12 ..
400, et puisque - > 0 sur R?, la courbe est au-dessus de son asymptote au voisinage de +o0.

V8 + Tu — 3u? + ud

3

V823 + 722 —3x+1=

u3

7 3 1 1/3
(3(1+gu—zw+5))
1/7 3 1 1/7 3 1 .\2
(1 sl et) g (g g) oo WZ))

7 121
(1+ﬁu—%u2+00(u2)>
T
T2 Ty gt Tl

1
u
2
u
2
u
7
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Ty, l2n (1)
T 12 T T 9ggr 0\,

La droite d’équation y = 2z + 1—72 est asymptote oblique a la courbe de la fonction au voisiange

. 121 ..
de 400, et puisque ——— < 0 au voisinage de 400, la courbe est au-dessous de son asymptote
au voisinage de +oo.

188z

14 2u3 + 5ut 1
Vat 42z + 5 — x2el/r = +u—4+u——e“

U u?

(\/ 1+ 2u3 + 5ut — e")
w oud

6

5= 8- S

B 1+5+ (1)
-7 2 6z O+°O$

(1+%(2u3+5u4)+00(u3)— (1+u+7+—+00(u3)))

La droite d’équation y = —x — % est asymptote oblique & la courbe de la fonction au voisinage

de +o00, et puisque % > 0 sur R%, la courbe est au-dessus de I’asymptote au voisinage de +oo.

3 1+ 2u?
(z2+2)In (1——) = 2u In(1 — 3u)
x u
1+ 2u? (3u)?  (3u)?
=0 <_3u_T_T+OO<US)
1 9u?
= ; (—3u — T — 9u3 — 6’LL3 + Op (ug))
_ 3 9 15 n (1)
T Ty T T
La droite d’équation y = —3x — g est asymptote oblique a la courbe de la fonction au voisinage
de +o00, et puisque —% < 0 sur R%, la courbe est au-dessous de I’asymptote au voisinage de
+00.
x® (1 — efl/’”) 1l 1—e
I+ o T
u3
1 —u -3
= —(1—e)(1+u)
1 w2 ud —3 x (—4) —3 x (—4) x (=5)
:§(1—<1—u+7—3+00(u3))) (1—3u+ 5 u? + 5
1 u? o 2 3 3
== u—?+€+oo(u) (1 —3u+ 6u —10u? + oy (u?))
1 7 14
== (u - §u2 + Eu?’ + 0y (u3)>
T . 23 N (1)
T T T\

La droite d’équation y = = — g est asymptote oblique & la courbe de la fonction au voisinage de

400, et puisque ;—i > 0 sur R%, la courbe est au-dessus de ’asymptote au voisinage de +ooc.
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Exercice 13

1. Sur |nm— = 2, nmw+ = [ la fonction f : x +— tan(z) — x est de classe €' par somme de
deux fonctions €!. De plus, pour tout € R, f/(z) = 1 + tan?(z) — 1 = tan?®(z) et tan® est
strictement positive sur ]mr 5, nw+ - [ sauf en nm ou elle s’annule. La fonction f est donc
strictement croissante sur ]mr —Z onr+Z [ Puisqu’elle est de classe C' sur ]mr —Z onr+ g [,
elle y est continue. Le théoréme de la bijection nous garantit que f établit une bijection de
]mr— g, mr—i—g[dans

lim f(z), lim , f(z)| = ]—o0, +ool.

T—np—y Tonpty
Puisque 0 € R, ’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur ]mr — g, nw + g [, que 'on
note x,,.
Remarquons, puisque cela va nous servira plus tard, que f(nm) = tan(nw) —nm = —nw < 0 pour
n # 0. Ainsi, par stricte croissance de f, on peut méme en déduire que x,, € ]mr, nmw 4+ g [ pour
n>1.
2. Par définition de la suite (z,,), on a

T T
VnéeN, mr—gg:nngmr—kg
soit
s T, s
vneN, m7——<—<<n+—
2n n 2n
Puisque lir+n % = 0, par encadrement,
n—-+oo
. xn
lim — =7«
n—+oo n

c’est-a-dire | x,, ~ nm|
+o00

™
3. a) Tout d’abord, remarquons que, pour tout n > 1, nous avons vu que x,, € |nmw, nT + B
Ainsi :

T T
nr<z, <nr+- = 0<y, <—.

" 2 2

Calculons alors tan(y,,) qui a donc un sens :

m
—+n7r—acn>

tan(y,,) = tan 5

— xn> car tan est m-périodique

&,
=

(@]
@}
0

I

=+

&

=
| ——~

ST ORI
|
8
3
S——

8
3

L
= — puisque tan(z,) = x,,.
n

n
=
=

=
8
3
~— | —

-
&
=
8
3\/

Ainsi, tan(y,,) = Ii En appliquant la fonction arctan, définie sur R, et puisque 7,, € |—=, =|,

n

on peut en déduire que y,, = arctan (i)

a:n
b) Puisque z,, ~ nm, et que nm ——— 400, alors x,, ——— +o00. Par quotient, — ——— 0.
+o0o n——+00 n——+00 Tp n—+00
Par équivalent classique,
1 1
Y, = arctan (—) ~ —

A. Crouzet 32 ©@®®



Maths. approfondies Chapitre 23 — Développements limités

D’apres ce qui précede, z,, ~ nm et donc

+o0
1
Yn foo T
ce qu’on peut également écrire
1 1
=—+40
Un = pm T Otee ( 7r>
Rappel
En effet, z,, 2 Yn si et seulement si x,, = y,, + 0, (Yn)-
o
c) D’apres ce qui précede, x,, = g + nm — y,. On peut finalement écrire le développement
asymptotique :

_7T+ 1+ (1)
a:n—2 nmw — 0400 —)-

Exercice 14
1. Notons f la fonction définie sur R* par f : x — o + {/z. On cherche & montrer 'existence
d’un unique réel solution de ’équation f(z) = n.
Notons que f est continue sur R*, strictement croissante sur R* comme somme de deux fonctions
strictement croissantes (on peut aussi dériver si besoin). Le théoréme de la bijection nous garantit
que f établit une bijection de R* dans

lim f(z), lim , f(z)| =10, +ool.

z—0 x—+00
Pour tout entier n, n € Rt donc I'équation f(z) = n admet une unique solution sur R*, que
I’on note n.
2. Premiére méthode : remarquons tout d’abord que la suite (z,,) est croissante. En effet,
pour tout entier n,
) =n<n+1=f(o,,)

et par stricte croissance de f sur R*, on en déduit que x,, < x,,;.

Elle admet donc une limite, finie ou infinie. Si elle est finie, on la note ¢, par continuité de f,

f(x,) —— f(£). Or, f(z,) =n —— 400. C’est absurde : (z,,) tend vers 4oo.

n——+oo n——+oo

Deuxiéme méthode : on écrit, puisque f est une bijection sur R*, z,, = f~1(n). Or f —+>
T—+00

+00, donc f~(x) ﬁ 400 et par composée, x,, — 400.

Tr—+00

n—+oo
On peut alors conclure :

n—+oo
Ainsi, lim = =1, soit encore
n—+oo N
T, ~ Nn.
" +o00
3. a) D’apres la définition de (z,,), on peut écrire y,, = x, —n = (n — {zx,) —n = —3/z,,

puisque z,, + ¥z, = n.
Or, , ~ n donc par exponentiation, {/z,, ~ i/n, et finalement
+o0 +oo

Yn —&::o _%
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b) Réécrivons z,, :
3
2y =Yy + \n

=z, +n

()

Or, %” —+> 1. Donc, par équivalence classique
n—+oo
T (&)”3_1 N 1<fﬂ_n_1> _Ln
n n +o0 3\ n 3n

3 1yn 3 1_% 1
n-— ~ —yn-

Z’I’L ~  — ~
+o0 3 n +oo 3 n +oo 33n

et finalement

¢) Remarquons alors que :
Tp,=N+Y, =n-++ (zn— %)
=n— % + zy,-

NI - 1 1 .
Or, d’apres ’équivalent précédent, z,, = 377 T O4c0 (ﬁ) Finalement,

, 1 1
n=n—n+—=+o. | 5=
x n n 3\3/5 O+ <%)

Exercice 15
1. Notons f : z + z + In(x). f est définie sur R*, et y est de classe C'. Pour tout réel z > 0,

ffror— 1+ i > (. Ainsi, f est continue et strictement croissante sur R*.. Puisque

whj& f(z) =—c0 et mEToo f(x) =400
le théoréme de la bijection assure que f établit une bijection de RY dans f(R%) = R. Ainsi, pour
tout n € N, il existe une unique solution z,, a I’équation f(z) = n.
2. Soit n € N. Remarquons que, puisque n < n+ 1, on a f(z,) < f(z,,1) par définition. Par
stricte croissance de f, on en déduit que z,, < x,,,;. Ainsi (x,,) est strictement croissante.
Le théoréme de la limite monotone garantit que (x,,) converge ou tend vers +oco. Supposons par
labsurde que (z,,) converge vers un réel £. Mais alors, par continuité de f, f(x,,) m FOR.

Or, f(x,) =n —— : c’est absurde.
n—+oo

Bilan : (z,,) est strictement croissante et tend vers +oco.
In(z)

3. Par croissance comparée, — ——— (. Par caractérisation séquentielle de la limite, puisque
z r—+00
In(zx,, .
X, — +00, be.) 0, soit In(z,,) = o (x,,).
z n—-+o0o

n——+oo n
Par définition de (x,,), In(x,,) +z,, = n. Puisque In(z,,) = o (z,,), In(z,)+x, 2 Tn et finalement
oo

T, ~ M.
n+oo

4. Par définition, In(z,,) + z,, = n soit x,, = n — In(x,,). Ainsi,
n

Yp =n—In(z,) —n+In(n) =In <_> ,

L,

n . oL 7 . 7 .
Or z,, ~ n,donc — —— 1. Par continuité de la fonction In, on en déduit que
+00 Tpn m—+o0

Yp — In(1) = 0.
n—+oo
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5. Le résultat précédent garantit que y,, = o (1), c’est-a-dire z,, = n—In(n) +o (1). Remarquons
alors que

In(z,,) =In(n—In(n) + 0 (1))
=1In(n)+In (1 — 1n7(1n) +o <%>)
~ ln(n) — In(n) ‘o <ln(n)

n n
Ainsi, puisque x,, = n — In(z,,), on en déduit le développement asymptotique

xn:n—ln(n)+M+o<M>.

n n

) par un DL a l'ordre 1 de In

Remarque

En réitérant le processus de la question 5, on peut continuer & obtenir des termes dans le
développement asymptotique.

Corrigés des exercices approfondis

Exercice 16

1. tan étant de classe C°° sur ]—2, g
2. tan(0) = 0, tan’(0) = 1 + tan?(0) = 1 et tan'®(0) = 2tan’(0) tan(0) = 0. Ainsi, d’apres la
formule de Taylor-Young :

, elle admet des DL,,(0) pour tout n.

tan®(0)

tan(x) = tan(0) + tan’(0)x + 5

x2 + 0 (mz)
=z + 0 (27).

3. a) tan’ est également de classe C°° sur ]—g, g[, donc admet des développements limités a
tout ordre en 0.
b) On integre :

x? x> xt z°

tan(z) = tan(0) + agz + a5 + az5 + a3 + a4 + 0p(zP).

c¢) En utilisant la relation tan’ = 1+ tan?, on va obtenir des relations entre les a;. Commengons
par donner un développement limité & lordre 5 de tan? :

2 3 4 25 2 3 4 25
1+ tan(x) x tan(z) =1+ (aom + a5 + az3 + az- + a4~ + 00(x5)> X (aox + a5 + az + az; + g -

9 2
=1+ adz? + (agay) 23 + (gao@ + %) zt + (% + %) 2 + oo (%)

Puisque 1 + tan? = tan’, par unicité du développement limité :

2 a? apa aia
ag + a1z + ax? + agz® + agxt + op(2?) = 1+ adz? + (agay) 23 + <§a0a2 + f) zt + (% + %) 25 + 0p(a
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donne le systeme

ag = 1 CL():].
a, = 0 a1=0
§ Ay = a% <= a2:1
as = anaq a3:0
a—2aa —|—a% a—2
\ "4 — g%0%2 4 4= 3

et on obtient le développement limité de tangente :

tan(x) =z + m—S + 3:):5 + 0g(2®) |.
3 15
4. a) Par calcul successif :
P=X
P =1+ X?

Py =(1+X2%)2X =2X3+2X

Py=(1+X%)(2+6X?) =6X*+8X2+2

Py=(1+X?%)(24X3 4+ 16X) = 24X° + 40X3 + 16X

Ps = (1+ X?%)(120X* + 120X? + 16) = 120X° + 240X* + 136 X2 + 16

b) Montrons le résultat par récurrence.
« Pour n =0, on constate que Py(tan) = tan donc le résultat est vrai.
e Supposons la proposition vraie pour un certain entier n fixé. On dérive I'hypothese de ré-
. o N s . ™ ™
currence (ce qui est légitime, les polynémes comme tan sont dérivable sur ]—5, 3 [) Pour tout
™ ™
vel-51[:
tan"*V) (z) = tan’(x) x P.(tan(x))
— (14 tan?(2)) P, (tan(z)) = Py (tan(a))

Ainsi, la propriété est héréditaire et le principe de récurrence nous garantit que le résultat est
valable pour tout entier n.
c¢) On utilise les calculs précédents : puisque tan(0) = 0, alors

tanV(0) = P,(0) = 1, tan'®(0) = P,(0) = 0, tan®(0) = P;(0) = 2, tan®(0) = P,(0) = 0, tan® (0) = P5(0) =

tan étant impaire, tan(® (0) = 0. La formule de Taylor-Young donne alors :

tan? (0 tan® (0 tan® (0 tan® (0 tan® (0
tan(x) = tan(0) + tan’(0)z + an2( >:z:2+ an3'( >:c3+ an4'( >:c4+ an5'( >:c5+ an6'( >:c6+00(:z:6)
2 16
=z+ 81’34- mﬁ + 0p(29)
3 2
:m+?+ﬁm5+oo(:p6).

Exercice 17

On constate que u est le produit de trois fonctions dont on connait le développement limité a
I’ordre 10. On les multiplie en tronquant a ’ordre 10.

u(x) (kz_: zF + o (ml[))) (; 22k + o (xlo)) (; %% 4+ o <x10)>

10
_ <Z$k+o($1o>> <1+x5+x10+x2+x10+x4+x6+x8+$10+0($10)>
k=0

=1+ +22% + 223 + 32* + 42° + 525 + 627 + 72® + 827 + 1020 + o (219)
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Mais on peut calculer ce produit autrement et plus intelligemment :

u(z) = ( 3 x“) (bz: a:2b) (Zoa:5c) + o (z19)

Q

10 5 2
= Z Z g t2t5e 4o (210) par Fubini
a=0 b=0 z=0
10
=Y card({(a,b,c) EN?  a+2b+5c=k})x*+o(z!0) en dénombrant
k=0
Par unicité du développement limité, on en déduit que

card ({(a,b,¢) € N3, a+2b+ 5c =10}) = 10.
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