Chapitre

Formules de Taylor

Résumé

0US revenons sur les dérivées multiples, on s’intéressant a ’espace des fonctions plusieurs fois

5‘@ dérivables. Nous introduisons ensuite deux résultats importants sur les fonctions dérivables :

la formule de Taylor avec reste intégral, et linégalité de Taylor-Lagrange, qui nous servira régu-
lierement, ainsi que dans le chapitre suivant.
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@® Concernant les dérivées successives :

o Connaitre la structure d’espace vectoriel des fonctions D™, €™ et € ............. O
o Connaitre les dérivées successives des fonctions usuelles........................... O
e Connaitre la formule de Leibniz ........ ... O
@ La formule de Taylor avec reste intégral ....... ... ... .. i i m|
® L’inégalité de Taylor-Lagrange ... ..... ...t O
@ Savoir appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a 1’étude de limites..................... O

® Concernant ’étude des extrema :

e Connaitre la définition de point critique......... ... o i O
o Savoir utiliser la condition suffisante d’existence d’extrema dans le cas C?......... O
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Dans 'ensemble de ce chapitre, I désignera un intervalle non vide, et non réduit a un point.

I. Deérivées successives

On va tout d’abord revenir sur la notion de dérivée successive, et ajouter diverses propriétés sur
celle-ci.

1. Définition
Soit f: I — R une fonction dérivable sur I.
Si f” est également dérivable sur I, on dit que I est deux fois dérivable et on appelle dérivée
seconde de f, notée f” ou f?), la dérivée de f.
Par récurrence, si n est un entier supérieur ou égal a 2, on dit que f est n fois dérivable sur
Isi:

e fest n—1 fois dérivable sur I,

e et si f("1) est dérivable sur 1.
La dérivée (f("~1)" est appelée dérivée d’ordre n (ou dérivée n-ieme) et est notée f(™).
Par convention, on note f1) = f” et f(0 = f.

Notation

On note, pour tout entier n € N*, D"(I,R), ou plus simplement D"(I), ensemble des
fonctions n fois dérivable sur I.

Lorsqu’une fonction est dérivable, on peut s’intéresser a la continuité de sa dérivée.

Définition 22.2.

Soit » un entier. On dit que f est de classe €™ sur [ si et seulement si f est n fois dérivable
sur I et si (™ est continue sur I.

Notation

On note €™ (I, R), ou plus simplement €™ (I) I’ensemble des fonctions de classe €™ sur I.

D’apres le théoreme d’analyse classique, toute fonction dérivable sur I est continue sur I. On
obtient alors les inclusions

C™(I)c D™(I) c €™ (1) c..c CY(I) c DY(I) c e°(I).

Enfin, on dispose d’un ensemble important : les fonctions qui sont dérivables une infinité de fois :

Définition 22.3.

On dit que f est de classe € sur [ si, pour tout entier n, f est de classe €™ sur I.
Ainsi, f est infiniment dérivable sur .

Notation

On note €*°(I,R), ou plus simplement €*°(I) 'ensemble des fonctions de classe € sur I.
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Remarque

Par définition, et toujours en utilisant le théoréme d’analyse classique :
e=(I)= (eI =) D).
neN neN
2. Exemples classiques

Dans cette partie, on revoit les fonctions usuelles. Leurs dérivées successives doivent étre retrou-
vées rapidement.

Théoréme 22.1. cos et sin

Les fonctions cosinus et sinus sont de classe €*° sur R, et on a :

cos si n=0[4] sin  si n=0[4]

) _ ) —sin si n=1[4] (n) _ cos si n=1[4]

vneR, cos —cos si n=2[4] et s —sin si n = 2[4]
sin  si n=3[4] —cos si n=3[4]

Démonstration

Cela se fait par récurrence, en posant P la proposition P, : « cos est de classe €43 et
cos = cos, cos"t) = —gin, cos"t = —cos et cos"3) =gin. »

et de méme pour sin.

Théoréme 22.2. Monome

Pour tout entier n, notons f,, : x = z". Alors f,, est de classe € sur R et pour tout entier
k,on a :
nn—1)...(n—k+1)a"* si k<n
PR { (n=1)..(n—k+1) i <
0 sinon
Akzrn=k i k<n
= n! si n=k
0 si k>n

Démonstration
Fixons n et raisonnons par récurrence sur k : on note Pj la proposition « f,, est k fois
dérivable et sa dérivée est donnée par la proposition ».
0 o . (s
e k=0, f'r<1 ) = fn = x> 2™ et la propriété est bien vérifiée.
e Supposons la proposition vraie pour un certain entier k. Ainsi, f;, est k fois dérivable.

— si k > n, alors fék) est constante ou nulle, donc est dérivable et sa dérivée est
nulle.
— si k < n, alors
fflk) cxnn—1)..(n—k+ 1)z F

et est donc dérivable (polynéme), de dérivée
(f,&“) — s n(n—1) .. (n—k+1)(n— ka"r1.

Dans les deux cas, la propriété est héréditaire.
Le principe de récurrence nous permet alors de conclure.
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Théoreme 22.3. Exponentielle et logarithme
exp est de classe € sur R, et In est de classe €°° sur R, et on a
(—1)" Y —1)!

VneN, exp™ =exp et VneN, ™=z ~
x

Démonstration

Par récurrence a nouveau. Pour exp c’est rapide, puisque exp’ = exp. Soit P la proposition
(=)™ (n-1)! N

m

définie pour tout entier n > 1 par « In est k fois dérivable et sa dérivée est = —

- 1 —n=ta-nr . . .
e Pour n =1, In est dérivable et sa dérivée est z I - = % Ainsi, P, est vraie.

e Supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n > 1. Ainsi, In est n fois
dérivable et sa dérivée est
(=1)"H(n—1)!

xn

X =

Mais alors, par quotient, cette fonction est elle-méme dérivable, donc In est n 4+ 1 fois
dérivable, et en dérivant :
—n (—1)"n!

(n+1) _ n—1 —
In =zt (—1) (n_1>!$n+1 =

Ainsi, P, est vérifiée.
Le principe de récurrence nous permet alors de conclure.

A\ | Attention
Il existe des fonctions dérivable sur R mais pas de classe €! en un point. On peut s’intéresser

par exemple &
o (1Y
s d sm(x) siz # 0
0 sinon

Cette fonction est continue et dérivable sur R, mais pas de classe €' en 0.

En prenant des primitives successives de cette fonction, on a donc des fonctions de classe
C™ qui ne sont pas de classe €"*1.

3. Opérations sur les dérivées
a. Addition, multiplication

On dispose d’un résultat fondamental :

Proposition 22.4. Structure d’espace vectoriel

Pour tout entier n € N*, D™(I,R) est un R-espace vectoriel.
Si f et g sont deux fonctions de D™(I,R), et A € R, alors Af + g € D"(I,R) et on a

Af +9)™ = Af) 4+ g,

Pour tout entier n, €™ (I,R) ainsi que €*°(I,R) sont également des espaces vectoriels.

Démonstration

Cela se fait par récurrence, laissée au lecteur.

D’apres le résultat sur les monémes vu plus haut, on peut rappeler le résultat sur les polynémes :
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Proposition 22.5.

Si P est un polynome de degré n, alors P est de classe € et pour tout k > n, P*) est le
polynoéme nul.

Démonstration

En effet, un polynéme est une combinaison linéaire de monomes. Puisque C*°(R,R) est un
espace vectoriel, P est de classe C° et le résultat découle de ce qui précede.

Pour le produit de deux fonctions, le résultat est plus compliqué :

Théoréme 22.6. Formule de Leibniz

Soit n € N*. Soient f et g deux fonctions de D™(I, R). Alors fg est également de classe

D™ et on a
" (n
k=0

Démontrons le par récurrence sur n. Soit P la proposition définie pour tout entier n > 1 par

Démonstration

n . n
« Pour toutes fonctions fet gde D™(I,R), fgest de classe D™ et (fg) = Z (k) R gn=h),
k=0

e pour n =1, si fet gsont de classe D', alors fg est dérivable et

(f9) = f'9+ fg' = (i) fWgl0 4 (;) fOq0.

P, est donc vérifiée.
« Supposons la proposition P, vérifiée. Soient f et g deux fonctions de classe D1,
Elles sont donc au moins de classe D". Par hypothése de récurrence, fg est de classe

D" et
(fo)™ =Y (Z) F0 glnk),

k=0
Constatons alors que (fg)™ est dérivable comme somme et produit de fonctions
dérivables (puisque f et g sont n + 1 fois dérivables). On dérive :

n

(fg)m D =3"

n
k

n FlkH1) g(n—k) FR) gln—ht1)
+

= n <Z f(k+1)g(n+1 (k+1)) +Z( )f(k n—k+1)

(f(k+1)g(n7k) + f(k)g(nkarl))

n 1) n+1 —1) (n+1 k) ti=k+1
; 1) + Z en posant % +

" (4) (n+1—i ) )0 4 [ ™) £0) (1)
(7))o +(n>f oo (3o
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n+1 . 4 n+1 n+1
( , ) fgn+1=i) 4 ( N 1) gl 4 ( 0 ) fO g+l par la formule de Pascal
i n

<”+ 1) i) glnt1-i)
1

Ainsi, P, est vérifiée, et le principe de récurrence nous garantit qu’elle est vraie
pour tout n > 1.

Il
S .
I Ms
[

o

%

Par produit de fonctions continues, on en déduit également le résultat suivant

Proposition 22.7.

Soit n € N U {+o0}. Soient f et g deux fonctions de €™ (I, R). Alors fg est également de
classe C".

Exercice 22.1

Soit f la fonction définie sur R par f : o > 2

déterminer, pour tout entier n, f().

e”. Justifier que f est de classe C* et

Solution
f est le produit des fonctions carrées et exponentielle, fonctions de classe €. f est donc de
classe €. Notons u : z +— z2 et v :  — . Alors, pour tout n > 3, ul™ = 0.

e Ona f/:xr (22 +2x)e® et fP) x> (22 +da + 2)e”.

e Pour tout n > 3, par la formule de Leibniz :

Ve eR, f(z)= i (n) u®) ()vF) ()

= \ K
-y (") W) + Y (”) ul®) @) (2)
k=0 k k=3 k
=0

= " r2e® + " 2ze® + " 2e”
0 1 2

= (2% +2nz +n(n—1))e*

Remarquons que cette formule est valable pour n = 0,1 et 2.
Ainsi

VneN, f:zis (224 20z +n(n—1))e”.

Une derniére proposition pour le quotient :

Proposition 22.8. Quotient

Soient f et g deux fonctions de classe D™ (respectivement C", respectivement C°°) sur [

telles que g ne s’annule pas sur I. Alors i et g sont de classe D™ (resp. C", resp. C°°) sur [.

b. Composition

Les espaces D" (I,R), C"(I,R) et €>°(I,R) sont stables par composition :

A. Crouzet 7 ©@®®
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Proposition 22.9. Composition
Soient f: I — Ret g:J — R avec J un intervalle de R tel que f(I) C J.

e Soit n e N*. Si f e D"(I,R) et g € D"(J,R), alors go f € D"(I,R).
e Soit n € NU{+o0}. Si f € C"(I,R) et g € C"(J,R), alors go f € C"(I,R).

Démonstration

Prouvons le cas de D", les autres se montrant de la méme maniére. Soit P la proposition
définie pour tout entier n > 1 par P, : « pour toutes fonctions f € D"(I,R) et g € D"(J,R),
go fest de classe D™ sur I.
e Pour n = 1, le résultat vu dans le chapitre sur la dérivabilité garantit que go f est
dérivable, de dérivée [’ x ¢’ o f.
e Supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n. Soient fet g deux fonctions
de classe D" respectivement sur I et J. Alors, entre autre, f et g sont de classe D?!.
Ainsi, g o f est dérivable, et sa dérivée est

(gef) =1 xg'of.
Or, f', g et fsont de classe D" (puisque f et g sont D"*1). Par hypothése de récur-

rence, g’ o f est de classe D™, et par produit, f’ X g’ o f I'est également. Donc go f est
de classe D"*! et la proposition est héréditaire.

Par le principe de récurrence, on en déduit le résultat.

4. Fonctions usuelles

Toutes les fontions usuelles sont de classe €°° sur leur domaine de définition :

Proposition 22.10.

Les fonctions polynoéme, exp, In, sin, cos, tan, arctan et les fractions rationnelles sont de
classe € sur leur domaine de définition.

Démonstration

On a vu précédemment le cas des fonctions polynémes, exp, In, sin et cos. tan = % et les
fractions rationnelles sont de classe €°° sur leur domaine de définition comme quotient de
fonctions de classe €°° dont le dénominateur ne s’annule pas. Enfin, arctan est dérivable et

arctan’ : x Sa dérivée est de classe € (fraction rationnelle) sur R, donc arctan

1422’
également.

I’ FEzercices 1, 2, 3 et 4.

Il. Formules de Taylor

Nous allons, dans cette partie, exprimer les fonctions, quand cela est possible, en fonction de ses
dérivées.

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel. Par convention, si a > b, l'intervalle [a, 0]
désigne l'intervalle [b, a].

1. Formule de Taylor avec reste intégral

La formule de Taylor avec reste intégral donne une formule exacte de f en fonction de la valeur
de ses dérivées en un point.

A. Crouzet 8 ©@®®
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Théoréme 22.11. Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f une fonction de classe ™! sur I. Alors

n ( ) a b _ n
VY (a,b) € I2,  f(b) :kak‘( >(b—a)k+/ (th)f("“)(t) dt.
k=0 : a :

Cette formule est appelée formule de taylor avec reste intégral d’ordre n.

Démonstration

On va le démontrer par récurrence sur n. Soit P la proposition définie, pour tout entier n,

par P, : « pour toute fonction f de classe €™ sur I, et tout (a,b) € I?, on a

£(b) = En: %) (a) (b—a)k + /b Mf(ml)(t) dt. »

| |
pr k! “ n!

e Pour n = 0, si fest de classe C! sur I, I'intégrale a un sens (car t — (b;—f)n

continue sur I) et on a

n_ k) (g bp—t)n a
Zf k‘( )(b_a)k+/ (()Tﬂﬂ"“)(t)dt:&(b—a)o*‘/

|
k=0 a 0

0!

La proposition est donc vraie pour n = 0.

"(b—1t)°

— fla) + / Ftydt = fa) + (1) = £(b)

f(t) est

fr()dt

a

 Supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n. Soient f de classe €"*2

et (a,b) € I%. Par hypothese de récurrence, f est de classe €™ et donc

n (k) a b _\n
£(b) :Zf ‘( )(b—a)k—l—/ %f(mrl)(t) dt.

k=0 k a
Procédons & une intégration par parties dans l'intégrale. On pose u = ("1 et v’ :
— 4\ — (h_+\n+1
t (bnf) , soit v : t %. u et v sont de classe C! (car f est de classe C€"*2)

sur [a, b]. Par intégration par parties :

n (k) a b _ H\n
s =3y [ o
k=0 ' a ’

St (t)dt

n f(k)(a) _— _(b_t>n+1 b b_(b_t)n+1) o
:kzo k! (b—a)k—i-{f( )<t>—(n+1)! L—/a Wf( )(t) dt
_y 10 nenyy —(0—a)" b (bt
= pmat+ (0= s o= ) - [ o

§~ 10 U e
:k:O o (b—a)k—i—/a mf( )(t)dt.

Ainsi P, est vérifiée, et d’apres le principe de récurrence, la proposition est vraie

pour tout entier n.

Remarque

Si f est un polynéme de degré p, pour n > p, f™ = 0. L’intégrale est alors nulle, et on

retrouve la formule de Taylor pour les polynémes.

Cette remarque admet une réciproque :

A. Crouzet 9
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Proposition 22.12.

Soit n € N* et f une fonction de classe €" sur R telle que f(™ est la fonction nulle. Alors f
est une fonction polynomiale, de degré au plus n — 1.

Démonstration

Il suffit d’appliquer la formule de Taylor. f(™) étant nulle, la formule de Taylor d’ordre n—1,
appliquée entre 0 et z € R donne alors :

n—l (k) T (h _ 4\n—1 n=1 p(k)
veer fw =y Dlw—ore [t w5 Ll
=0

Donc f € R, [X].

2. Inégalité de Taylor-Lagrange

Souvent, le terme intégral n’est pas utile, et on peut se contenter de le majorer : c’est 'inégalité
de Taylor-Lagrange.

Théoreme 22.13. Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f une fonction de classe ™! sur I. Alors
N |b _ a|n+1

®)(q
: k'< - <

Vb e |fp)-3 | f]
k=0

——— ma
(n+1)!' [a,b]

Démonstration

Tout d’abord, remarquons que si f est de classe "1, f(»*1) est continue sur I, et est
donc bornée et atteint ses bornes. Le max a donc un sens. Notons, pour simplifier M =

r[nab)]c |f™+D| (en rappelant que [a, b] = [b, a] si a > b).

e Sia<b,on part de la formule de Taylor avec reste intégral et on applique I'inégalité

triangulaire :
Z f(k>(a) . b(b_t)n (n+1)
0=y Lo = | [ L e
b bh— )"
g/ %f(n+l)(t>‘dt

b n
< [l e wgar

a

b

b (b _ t)n (b _ t)'ﬂ+1 (b _ a>n+1
<]\4/a n! dt:M[ (n+1)! L:M(n—l—l)!

e Sia > b, le principe est le méme en échangeant les bornes en passant a l'inégalité
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triangulaire :

1)
— kz:;) o (b—a)

/b Epeenioan

/ n+1)(t>‘dt
b
< [ g ar
b
t—b t_bn+1 a _bn+1
M/ L [ ]:Mm )
b (n+1)! (n+1)!
Dans tous les cas
n b — a|nt?
-3 | <l
k=0 (n+1)!

3. Applications

Les formules précédentes permettent de déterminer des résultats sur des limites de sommes que
nous étudierons prochainement. Montrons-en un :

Proposition 22.14. Série exponentielle
Pour tout réel x, on a
n .Tk

li — =e”.

nHH+noo k' ¢
Remarque

+oo _.n

On notera prochainement Z . Remarquons que le résultat permet de montrer
I'existence de l’exponentlelle

Démonstration

Soit n € N*. La fonction exp est de classe ™! (puisqu’elle est ) sur R. Appliquons
I'inégalité de Taylor-Lagrange entre O et z € R :

ex_iw(ﬁ_o)k

~ K

_ nln+1
[z — 0l max’exp"*”‘

S (n+1)! 0,4

Or, pour tout entier k, exp®¥) = exp. De plus, par croissance de la fonction exp,

e si x>0
max ‘exp("Jrl ] = { -

= 1,e"
e max(1,e”)

1 si <0

et ne dépend pas de n.
Ainsi :
’x‘n—&-l

max(1,e”) ——— 0 par croissances comparées.
n —+ 1) n—-+o00

n ok
s

Ce qui montre, d’apres le théoreme d’encadrement, que

n .’L‘k
— ——— ",

|
=0 k n—+oo
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I11. Applications a I'étude d’extrema locaux

Dans cette section, on se fixe un intervalle I non vide, et non réduit a un point.

1. Point critique

Rappelons la définition d’extremum local, vue précédemment.

Définition 22.4. Extremum local

Soient f: I — Ret xy € I

On dit que f admet un maximum (respectivement un minimum) local en z; s’il existe
a > 0 tel que, pour tout x € I N [zg— «, x5+ o, f(x) < f(zg) (vesp. f(z) = f(xg) ).

On dit que f admet un extremum local en z; si f admet un maximum ou un minimum
local en z.

On a vu dans le chapitre sur la dérivabilité une condition nécessaire d’existence d’extremum
quand la fonction est dérivable.

Définition 22.5. Point critique

Soient f une fonction dérivable sur I et x5 € I. On dit que z est un point critique de f
sur Isi f'(zg) = 0.

On a alors vu :

Proposition 22.15.

Soit f une fonction dérivable sur I et xy € I un point qui n’est pas a la frontiere de I. Si f
admet un extremum local en x, alors x( est un point critique de f.

Attention

Nous avons déja vu que la réciproque est fausse, par exemple en s’intéressant a la fonction
cube.

De méme, si zy est un point de la frontiere, le résultat n’est pas vabale. Par exemple, si
f:ax xsur [1, 2], alors 2 est un extremum local de f, et pourtant f'(2) # 0.

2. Condition suffisante d’'existence d'extrema

On va pouvoir énoncer une condition suffisante dans le cas ol la fonction est de classe 2.

Théoréme 22.16. Condition suffisante dans le cas ¢2

Soit f une fonction de classe €2 sur I, et z, un élément de I qui n’est pas a la frontiere de
L
Si xy est un point critique de f alors :

o Si f"(xg) >0, fadmet un minimum local en z.
o Si f"(zg) <0, fadmet un maximum local en x.

Attention

Si f”(xy) = 0, on ne peut pas conclure.
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Démonstration
On va démontrer le cas f”(zy) > 0, I'autre cas se traitant de la méme maniere.

f étant de classe €2, on peut écrire la formule de Taylor avec reste intégral a 1’ordre 1, entre
roetxzel:

r—1t)!

T fR(t)de

@) = fleo) +a o) + [

=0 Zo
— S0+ [ -0t
To
Puisque f”(xq) > 0, il existe un voisinage de x, de la forme I N [zy — «, x¢ + @] tel que,
VeelnN[zg—a,zg+al, [’(x)=0.

Mais alors, soit z € I N [zy — a, z¢ + a.
o Siz>uxg, (x—1t) >0 pour tout t € [zg, x|, et par positivité de I'intégrale

/I(x—t)f”(t)dt>0.

Zo

o Siz < xg, (x—t) <0 pour tout t € [z, |, et par positivité de 'intégrale (attention :
les bornes sont dans le mauvais sens)

/I(xo () dt > 0.

Zo

Dans tous les cas, on en déduit :
Ve eln[z—ao,zg+al, flx)—flzg) 20 = f(x) > f(xo).

Ainsi, f admet un minimum local en x.

Exercice 22.2

Soit f la fonction définie sur R* par f : z -+ 22 4+ 4z — 6In(|z|). Etudier les extrema locaux
de f.

Solution
f est de classe €? sur R% et sur R*. On détermine tout d’abord ses points critiques. Re-
marquons que sur R*, f se dérive en

6 222+4x—6
ffio—2r4+4——= ——
x x
Les racines de 222 4+ 42 — 6 sont 1 et —3. Il y a donc deux points critiques.

Calculons f” :
i 24 %
et
/(1) >0 et f"(=3)>0.
Ainsi, f admet deux minima locaux, atteints en z = 1 et x = —3, et valant

f(1)=5 et f(—3)=-3—-61In(3).

I's FEzercices 5, 6, 7, § et 9.
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IV. Dérivée d’une fonction définie par une intégrale

Une application tres classique des théoremes précédents est la démonstration de continuité et de
dérivation d’une fonction définie par une intégrale. Aucun théoreme sur ces dérivations n’étant
au programme, vous serez systématiquement accompagné : on utilisera l'inégalité de Taylor
Lagrange plusieurs fois, afin de conclure.

Exercice 22.3

Soit f la fonction définie sur R par

f(:L‘):/ sin(zt?) dt.
0

1. Montrer que f est bien définie sur R.
2. a) Montrer que, pour tous ¢ € [0, 1], et tous réels x et y,

|sin(yt?) — sin(zt?)| < |y — =|.

b) En déduire que f est continue sur R.
3. a) Montrer que, pour tout t € [0, 1], et tous réels = et y, on a

1
| sin(yt?) — sin(zt?) — (y — x)t? cos(xt?) | < §]y —z|?.

b) En déduire que f est dérivable sur R et que, pour tout =z € R,

1
f’(x):/ t2 cos(xt?) dt.
0

Solution
1. Soit z € R fixé. La fonction ¢ — sin(xt?) est une fonction continue sur [0, 1], comme
composée de deux fonctions continues. L’intégrale f(z) a donc un sens.
Ainsi, f est définie sur R.
2. a) Onfixet € [0, 1]. La fonction g, : z - sin(zt?) est de classe €' sur R. L’inégalité
de Taylor-Lagrange, a 1'ordre 0 appliquée entre x et y donne

19¢(y) — gu(2)| < |y — 2| x r[naf\gél-

Or g; : z = t% cos(zt?) et pour tout t € [0, 1] et z € R,
9/(2)] < 2] cos(a?)| < 1.
Finalement, pour tous réels = et y :
lsin(yt?) — sin(zt?)| < |y — z|.

b) Soit z € R fixé. Pour tout réel y, on a :

1f(y) = flo)] =

1
/ (sin(yt?) — sin(xt?))dt| par linéarité
0
1
< / |sin(yt?) — sin(xt?)| dt par inégalité triangulaire
0

1
< / |y — 2| dt d’apres le résultat précédent et croissance de U'intégrale
0

<y —
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Lorsque y tend vers x, |y — x| —— 0. Par encadrement, on en déduit que
y—T

lim | (y) ~ f(2)| =0 = lim f(y) = f(a).

Ainsi, f est continue en x. Ceci étant vrai pour tout réel x, f est continue sur R.

3. a) Soit t fixé dans [0, 1]. L’écriture nous donne envie d’appliquer l'inégalité de
Taylor-Lagrange entre x et y & la fonction g, a 'ordre 1. Elle est de classe €? sur
R, donc nous pouvons le faire :

ly — z|?

’ 2
19:() = (90(2) + gi(@)(y — 2))| < F5= maxg,”)|
soit
2
— T
piny) — (sin(et?) + 1 con(at?)y — )| < L2 TE magf?

Or, pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout réel z, g,§2) (r) = —t*sin(xt?) et donc
\gf)(x)] < tH]sin(z2)] < 4 < 1.
Finalement,
ly — =P
2
b) On se fixe x € R et on calcule le taux d’accroissement. Pour tout y # x :

fly) = flz) _ /1 sin(yt?) —sin(at?) |

|sin(yt?) — sin(xt?) — t? cos(xt?)(y — x)| <

y—x y—x
- /1 sin(yt?) — sin(xt?) — (y — 2)t? cos(xt?) + (y — x)t? cos(wt?) &
0 y—=
1 . 1
_ / sin(yt?) — sin(xt?) — (y — x)t? cos(xt?) dt 4+ / 2 cos(zt?)dt
0 y—z 0

c’est-a-dire
LORSR |- [ 2 in(e)— g ) et
y—x 0 0 y—x

D’apres le point précédent, et par croissance de I'intégrale :

.

sin(yt?) — sin(xt?) — (y — x)t? cos(xt?)

0

0 y—a

y—x

Ply—af 1
< | =—dt==ly—z]| —0
o 2ly— | 2 Y-

Par encadrement,

1
fly) — f(z) / +2 cos(xtQ)dt.
y —x Yy—x 0

Ainsi, f est dérivable en x, et puisque cela est vrai pour tout réel x, on peut
conclure que f est dérivable sur R et

1
Ve eR, f'(x) :/ t2 cos(xt?)dt.
0

A. Crouzet 15 ©@®®
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Remarque

On aurait pu appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange simplement a la fonction sin,
mais entre xt? et yt2. Le résultat sera identique.

I's Ezercices 10 et 11.
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Exercices

Exercices

Dérivées successives

Exercice 1 Calculs de dérivées (15 min.)
Montrer que les fonctions suivantes sont de classe €°° sur des intervalles & préciser, et déterminer
leurs dérivées successives.

of:a:l—>%. o g:x > In(l+x). e h:izxre ™.
Exercice 2 Dérivée n-ieme et application (10 min.)

Soit n € N*, et (a,b) € R2. Calculer la dérivée n-ieme de la fonction z — (z — a)"(z — b)".

2
En déduire la valeur de Z (:) .
k=0

Exercice 3 Sur la somme harmonique (20 min.)

Pour tout entier n € N*, on pose

n
1
foixa™ g,z z"In(x) et Hn:Z—.
il
1. Justifier que g,, est de classe € sur RY.
2. Pour tout entier n, exprimer g;,,; en fonction de g, et de f,,.

w

. Montrer par récurrence que, pour tout entier n € N*,
VeeRy, ¢v(z)=n!(n(z)+ H,).

4. En calculant g,(lm d’une autre maniere, montrer que

"o (n\ (—1)k1
£

k=1

Exercice 4 Une dérivée trigonométrique (15 min.)
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e*sin(x). Montrer que, pour tout entier n,

Ve eR, f"(x)=v2ne®sin <:L‘ + %) .
Applications

Exercice 5 Recherche de fonctions (20 min.)

" (n
Soit n € N*. Déterminer toutes les fonctions n fois dérivables sur R telles que E ( ) ¥ =o.
k=0

A. Crouzet 17 ©@®®
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Exercice 6 Calcul d'une limite (15 min.)

En appliquant une formule de Taylor & la fonction z + In(1 + z), déterminer la limite de
i

=k

Exercice 7 Une inégalité (10 min.)

Démontrer que, pour tout z € R,

r  x? r x2 23
l+=——<VIta<ld+e——+4—.
Ty TR SIS IS TR T
Exercice 8 Une autre inégalité (10 min.)
Montrer que, pour tout = € [0, g],
x3 x> b
—— <8 < —_— 4+ —.
x in(z) <z 5 + 120

Exercice 9 Extrema locaux (15 min.)

Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes :

o frixtsa®—1523 +12. og:ﬂ:i—)ln( z )
1+ 22
Exercice 10 Limite d'intégrale (20 min.)

Montrer que, pour tout réel x
2

x
|sin(z) — x| < —.
2
En déduire la valeur de
. 2 sin(t)
lim dt.
x—0 . 12

Exercice 11  Dérivée d'intégrale — le come back (25 min.)

fx) = /12 cos(xt) dt.

Soit f la fonction définie sur R par

t
1. Montrer que f est bien définie sur R.

2. a) Montrer que, pour tous ¢ € [1, 2], et tous réels x et y,
cos(zt)  cos(yt)
t t

‘ <ly—al
b) En déduire que f est continue sur R.
3. a) Montrer que, pour tout t € [1, 2], et tous réels = et y, on a

cos(yt)  cos(zt)
t t

Fy-a) sin(xw] <ly—al.

b) En déduire que f est dérivable sur R et que, pour tout z € R,

fl(x)=— /12 sin(zt) dt.

Pour aller plus loin

A. Crouzet 18 ©@®®
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@ee F[xercice 12 Un exercice théorique (25 min.)
Soit f une fonction de classe €2 sur R, telle que f et f” sont bornées sur R.

On note
My = sup|f(@)] et My =sup ()]

zeR zeR
L’objectif de I’exercice est de démontrer que f’ est également bornée sur R et de trouver une
inégalité entre les sup de f, f et f”.
1. Montrer que, pour tout réel z € R, et tout A >0

: Myh? , Mayh?
[flo+h) = f@) = hf' @) < == et |flx—h)= f(x) +hf (2)] < ——.
2. Montrer que, pour tout réel x € R et tout h > 0
M,  Msh
/ < -0 )
F@l< 22+

3. En déduire que f’ est bornée, et en notant M; = sup |f'(z)|, que
zeR
M, < \/2M,M,.

@ee F[xercice 13 Une fonctions sous contrainte (30 min.)
Soit f une fonction de classe €*° sur R telle qu’il existe un réel a > 0 vérifiant
|
VneN VzeR, |fM@)]<— et fm(0)=0.

an

1. Montrer que f est nulle sur |—a, a[, puis que ] —g, %a [
2. Montrer que f est la fonction nulle.

000 Exercice 14 Sur le développement de tan (25 min.)
Soit z € R\ (g + WZ). Pour tout n € N, on note
tan™ (z)
a, = ——=.
n!
Montrer que

n
V=1, (n+1)a, = Zakan—k'
k=0

A. Crouzet 19 ©@®®
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1

Méthode

I
I
: On extrapole une formule pour la dérivée n-ieme, puis on la démontre rigoureusement par
I récurrence.

f est de classe € sur |—oo, —1[ et sur |—1, +o00[ comme fraction rationnelle dont le dénomi-
nateur ne s’annule pas.

g est de classe € sur |—1, +o00| comme composée de la fonction In et d’une fonction affine
strictement positive sur le domaine.

h est de classe € sur R comme composée d’'une exponentielle et d’une fonction affine.

Apres calcul des premieres dérivées, il semblerait que :

" (—1)™n!
VneN Ve eR\{-1}, fM™(z)= m
—1)""(n—1)!
VneN, Vael-1, +oof, ¢"(z)= ( zm +<Il)n ke f ()

VneN, VzeR, hM(z)=(—1)"".

Exercice 2
Notons f et g les fonctions définies sur R par

frx=(x—a) et g:x (x—0)"
Les fonctions f et g étant des fonctions polynomiales, elles sont de classe €*° sur R. De plus,
pour tout entier k € [0, n] :

fBrrzmnm—1) . mh—k+Dz—a)"* e ¢g¥:znn—-1)..(n—k+1)(z—0b)""

La formule de Leibniz nous garantit alors que, pour tout réel x :

(f-9)"(x) = FP ()g"™ (@)

k

n

k k:'k:'

!n z—a)" Faz—0b
((k))< ke —

On prend alors a = b = 0. Cela donne

g ()

A. Crouzet 21 ©@®®
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2
" (n
=nlzg" kz::o (k:)

Or, dans ce cas, f: x = 22" de dérivée n-iéme
(2n!)

xn
n! '

f™ iz 2n2n—1)...(2n —n+1)2" =

L’égalité donne alors, pour tout réel x

2
n |
lgn Z AN (Qn)xn
= \k n!

soit

Exercice 3

1. g, est le produit de deux fonctions, la fonction x 2™ et la fonction In, toute deux de classe
C°° sur R%. Ainsi, g,, est également de classe C*° sur R%.
2. On calcule la dérivée du produit. Pour tout z € R :

1
Gor(@) = (n+ D" In(a) + 2"~

= (n+1)gn(x) + fu(2).

3. On note P la proposition définie pour tout entier n € N* par P, : « Vo € RY, ggln)(a:) =
n!(In(x) + H,,) ».
e Pour n =1, le calcul de la question précédente nous donne

VreRL, gi(@) = (0+1)go(@) + folx) = In() + 1 = 1(In(x) + H, ).

Ainsi, P; est vérifiée.
e Supposons la proposition P,, vérifiée pour un certain n € N*. Remarquons que, par définition
et d’apres la question 1 :

+1 / (n) n
gt = (g040)"™ = (04 Dgo + 1)
Par linéarité de la dérivée, et I’hypothese de récurrence, pour tout z € R :

gfffll)(x) =(n+ 1)95171)(3:) + fr(Ln) (x) par linéarité

= (n+ )n! (In(x) + H,) + n! par H.R. et dérivée n-ieme de z — 2"
(n+1)!
n+1

= (1)t (1) + Hy o+ — = ) = (0 )} In) + Ho)

=(n+1)!(In(x)+ H,) +

et ainsi, P, est également vérifiée.

D’apres le principe de récurrence, on en déduit que la proposition P,, est vraie pour tout n € N*.
4. La somme nous donne envie d’appliquer la formule de Leibniz, en remarquant que g,, = f,, X1n.
Les deux fonctions étant de classe €°°, on peut appliquer la formule de Leibniz & ’ordre n, en
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faisant attention a la dérivée d’ordre 0 de In. Pour tout réel z > 0 :

(fo x )™ (z) = i (”) ™ () 1 (@)

=0 \F
L —1)(k—1)!
= (Z) In(z) x n!+ ; (Z) (=1) x’i ) nn—1)..(n—(n—k)+1)zk
_ ~(n k1 n!
= nlln(z) + I; (k) (DM (k= 1)1
" (n\ (=1)k1
—nll !
n!ln(z) +n ; (k‘) .
En utilisant la question précédente, on en déduit que
n(n (—1)k1
Ve R, ' +n! —— =nl(l + H,
x o nlln(x) +n ; (k)) - n! (In(z) )
soit
n -1 k—1
=1 \F k
Exercice 4

Remarquons tout d’abord que, par produit de deux fonctions exp et sin de classe C*° sur R, f
est de classe € sur R.

On va le démontrer par récurrence et on note P la proposition définie, pour tout entier n, par
P .

n -

n
«VazeR, f(x)=v2ne®sin <;1: + f) ».
e Pour n = 0, on constate que, pour tout réel x :
O
V29e® sin (x + Z) = e%sin(z) = f(z).

Py est donc vérifiée.
e Supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n fixé. On a alors, par hypotheése

de récurrence :

Ve eR, f"(r)=V2"e®sin (a: + %) .

Dérivons alors :
VeeR, fotl(g) = 2n <ew sin (x n %) + e cos <$ n %))
B) ( (+n7r>+ <+n7r)>
= ne® |sin |z + — cos |z 4+ —
4 4
Calculons alors la formule proposée a l'ordre n + 1 :

+1
VIn+1le® gin (l‘ + %) = VIn+1leT gin <$ 4 % 4 %)

= V2ntle? <sin (x + m) Cos <E> + cos (ac + @> sin (Z))
N 4 4 4 4

T ) <+n7r)\/§+ (+n7r>\/§
= ntle? I sinle+— ) — 4 cos|lz+ — ) —
4 2 4 2

nm nm
=V 2ne” (sin (x + I) —+ cos (x + I»
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On obtient alors le méme résultat : on peut conclure que

1
VrelR, fmﬂ)(x) = V2nt+leT gin <x + —(n—z M)

et la proposition P, ; est donc vérifiée.

Le principe de récurrence nous garantit alors que la proposition P, est vraie pour tout entier n.
Ainsi

Vn, YzeR, fM(z)= 2”emsin<x+%>.

Exercice 5

Soit f une telle fonction. Remarquons qu’en multipliant par exp (qui est strictement positive),

la relation s’écrit
n

n " (n
0=> (k:) [Wexp=3, (k) JHepr .
k=0

k=0

.. . - n (k) _ Jo y N T (n)
Ainsi, la relation Z k; f%) = 0 est équivalente, d’apres la formule de Leibniz, a (fexp)'’ = 0.
k=0

C’est-a-dire, en utilisant un résultat du cours, que fexp est un polynéme de degré au plus n—1.
Finalement, f s’écrit
x> P(x)e ™ avec P € R, _[X].

)(n)

Réciproquement, si f est de cette forme, fexp € R,,_;[X] et donc (fexp)"’ = 0, soit la relation

de I’énoncé.

" (n
Bilan : les fonctions f n-fois dérivables vérifiant Z (k) %) = 0 sont les éléments de I’ensemble
k=0
F={axw— P" PeR, [X]}.

Remarque
On peut montrer que F est un sous-espace vectoriel de F (R, R).

Exercice 6

On suit I'indication naivement. On constate tout d’abord que la fonction f: x +— In(1 + x) est
de classe € sur |—1, +o00| par composée. Appliquons I'inégalité de Taylor-Lagrange a f entre
Oet z € RT, al'ordre n :

n (k) r — 0)t+1
f(@_Zf (O)@:_O)k <¢ aX|f(n+1)|

m
per (n+1)! Jo,2]
On constate que, pour k= 0, f*)(0) =1n(1) = 0 et pour tout k > 1 :
—1)k 1k —1)!
$0gy SUT R DY s090) = (—1)A (k- 1)1,

(14 x)*k

On remarque alors que, pour z € R* :

l+z>21 = 1 = |frt ()| < nl

7 <
(14 z)n+l
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L’inégalité de Taylor-Lagrange devient

n (—l)kfl(k . 1)! :E"+1
‘f(x) _,; k! ' CESike
n -1 k—1 n+1
soit ’f(ac) — ; %xk < Tf-i- N

Prenons alors = 1. On obtient

k-1
-3 5

u 1
k=1

X
n+1 notoo

On en déduit que la somme converge vers f(1), ¢’est-a-dire

n -1 k—1
lim = = In(2).
n—-+0oo o k

Exercice 7

Les termes font penser au début d’une formule de Taylor. On note f : x — /1 + x. Déterminons,
pour x € R*, la formule de Taylor a I’ordre 2 et & l'ordre 3 de f, entre 0 et z. Constatons tout
d’abord que f est de class € sur RT. De plus

1 —1 3 15
flrx 5(1—|—$)_1/2, frre T(l—}—x)_g/Q, @z §(1+x)_5/2 et fW:z —1—6(1—1—35)_7/2.

Ainsi,
1 1 3

FO =1, FO =5 fO=-7 [90)=z

Les formules de Taylor s’écrivent alors, pour = > 0 :

Fa) = 10 + 2/ 0) + T )+ [ 2D

2!

F3(t) dt
x z? 3
=14+ - - — —(x—1t)2(1 t_5/2dt
+2 3 +/0 16(96' ) ( + )

Puisque, sur [0, z], %(:c—t)Q(l +1)75/2 > 0, et que les bornes sont dans le bon sens, la positivité
de l'intégrale nous garantie que

/zi(x—t)2(1+t)—5/2dt>0 = f(x)>1+£_x_2
o 16 g ~T 28]

Par le méme raisonnement :

562 1173 x T —t 3
@) = 0 +25'0) + S0+ Tr00) [T 0 a
! 0 !
x x> 23 5
=l4+--—+—= ——(z— )1 +t)72dt
T3 8+16+/0 g )

et cette intégrale, cette fois-ci, est négative sur [0, z|. Ainsi
fo) <1+ xz 22 23
VST TS T 6
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Exercice 8

On procede comme ’exercice précédent, en s’intéressant a la fonction sin, de classe € sur R.
On fixe = € [O, g] , et on écrit les formules de Taylor avec reste intégral a 1'ordre 3 et 5 entre 0
et x.

2 3 x —t 3
sin(z) = sin(0) + 2 sin’ (0) + % sin®(0) + “:;—, sin® (0) + / (Gl
: 0

31
3 x _t3
:x—%Jr/O @3!) sin(t) dt

sin™® (¢) dt

T

Constatons alors que, si x € [0, 2], sin(t) > 0 et (z —t)® > 0. Par positivité de I'intégrale (car

0<x):
) xT (l'—t)S
/ ' sin(t)dt > 0
0 3!

et finalement

Ve [0 w} in(x) > v
T y 5], sin@) >z -
A lordre 5 :
2 3 4 5 T (g )P
sin(z) = sin(0) + x sin’(0) + % sin®(0) + % sin®(0) + Z—‘ sin™®(0) + % sin®(0) + / (@ 5 )
! ! ! 0 !
- T (3 — 1)
R I —sin(t))dt
et )

Constatons alors que, si x € [0, g], —sin(t) < 0 et (x — )% > 0. Par positivité de I'intégrale
(car 0 < z) :

et finalement

Exercice 9
f est de classe €*° sur R. Déterminons les points critiques de f.

() =0+« b2' — 4522 =0 < 522%(2? —9) = 0 < z € {0,-3,3}.
Il y a donc 3 points critiques. Calculons alors f” :
7z 2023 — 902

Remarquons que
f7(=3)==270<0 et f"(3)=270>0.

Il y a donc un maximum local atteint en £ = —3 et un minimum global atteint en z = 3. Enfin,
f7(0) =0.
On ne peut donc pas conclure avec la méthode du cours. Remarquons alors que
f(z) — f(0) = 2° — 1523 = 23 (2 — 15).

Siz e [0,1], f(x)—f(0) <Oetsize[—1, 0], f(x)— f(0) > 0: ainsi, f n’admet pas d’extremum
local en 0.
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g est, quant a elle, de classe €°° sur R* . Déterminons ses points critiques :

(1+=?)—2(2z)

J@)=0e= 20 —9
Tra
1— 2 0
<:>x(1+x2) B

—=1-22=0
—zrx=1cRlouzr=—-1¢R}
Le seul point critique sur R est donc 1. Calculons la dérivée seconde de g :

—2z(x +23) — (1 — 2?)(1 + 32?)

VeeR:, ¢@(z)=

z?(1 4 x2)?
—22? — 22% — (14 322 — 2% — 32%)
- x?(1 4 22)?
xt— 42?2 —1
T
On constate alors que g?(1) = “=-1<o. Ainsi, g admet un maximum local en 1 et

9(1) = —In(2).
En réalité, c’est un maximum global puisque, pour tout x € R’ et par décroissance de la fonction
inverse sur R7,

(z—1220 = 1+2°>22 = —<i.
1+22 = 2x
Ainsi, en multipliant par x > 0 et par croissance de la fonction In,
T 1
1122 < 5 = g(r) < —In(2) = g(1).

par croissance de la fonction In.

Exercice 10
L’inégalité en valeur absolue nous donne envie d’appliquer 'inégalité de Taylor-Lagrange.

Soit € R. On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction sin entre 0 et x, a 'ordre
1:

2
x
|sin(z) — (sin(0) + zsin’(0))] < % I[na>]< sin® |
. 10,z
. . z? . . (2) .
soit  [sin(x) — z| < — buisque |sin'? | =] —sin| < 1

On va déterminer la limite de I'intégrale par encadrement. Puisqu’il faut en déduire le résultat
avec ce qui précede, on réécrit l'intégrale : pour x # 0, on a

2z : 2z : _
/ sm(t)dt:/ sin(t) t+tdt

2 t2
€T

/2’” sin(t) — e /29” 9y

PR L

xT

2x sin —
%dt + (In(2|z]) — In(|x]))

/
/
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2 sin(t) — ¢
= / ——dt +1n(2)

xX
Remarquons que pour tout x # 0 :

22
|sin(z) — x| < 57 =

D’apres I'inégalité de la moyenne :

2 sin(t) —t 1 ||
———dt| < 5\233—:6\ =5 —0

t2 z—0
xT
Ainsi
2x
. sin(t)
aljlil(l)/ 2 dt = In(2).
x
Exercice 11

cos(zt)

1. Soit x € R fixé. Remarquons que la fonction ¢ — est bien définie et est continue sur
[1, 2]. f(z) existe donc bien.

Bilan : f est définie sur R.

2. a) Soient (z,y) € R? et t € [1, 2]. Appliquons I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction

e U @ (t étant fixé) entre x et y & 'ordre 0, la fonction g, étant de classe €' sur R :

l9:(y) — g(2)] < max g¢(u)|ly — |

)

Remarquons que, pour tout u € R :

gi(u) = —sin(ut)

Mais alors, pour tout u € R, |g;(u)| < 1 L’inégalité s’écrit alors

cos(yt)  cos(xt)
t t

’<|y—l‘|

b) Soit € R. Montrons que f est continue en x. Remarquons que, pour tout y € R :

F@) = @) :/ cos(xt) dt—/ cosiyt) dt

t

_ /12 (cosixt) B Cost(yt)> &

Par inégalité triangulaire, et en utilisant le résultat de la question précédente :
cos(xt)  cos(yt)

@) - fol< [ < t

2 2
</ \y—xrdt=\y—m\/ 1dt =y al.
1 1

Remarquons finalement que |y — 2| —— 0. Par encadrement, |f(z) — f(y)| —— 0 et donc
y—x y—x

f(y) L’_)—Qf f(z).
Bilan : f est continue en z. Ceci étant valable pour tout réel x, f est continue sur R.

c)

a
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Remarque
Le terme en |y — z|? doit immédiatement faire penser a I'inégalité de Taylor-Lagrange.

Pour t € [1, 2], la fonction g, est de classe €2 sur R.
Soient alors = et y deux réels. L’inégalité de Taylor-Lagrange, appliquée a g, entre x et y a 'ordre
1 donne

2
<Iy |

l9:(y) — (ge(2) + (y — 2)g1(x))] < max |g'?) (u))|

2! [z,9]
Remarquons que g§2) : u > —tcos(ut) et, puisque t € [1, 2],
VueR, g7 (u)]<2.
L’inégalité précédente devient
cos(yt)  cos(xt)
t t

+ (y — @) sin(at)| < |y — o[

d) Soit x € R. Calculons le taux d’accroissement de f en x. Pour tout y # = :

2 cos(yt) 2 cos(zt)
fly) —fe) L=l = d

y—x y—x
= i - /12 (cosiyt) — COSEN) + (y — ) sin(at) — (y — x) sin(wt)) dt
-~ i - /1 ’ (COS}@ B COSEwt) Y (y—2) sin(xt)) dt = — /1 2(y — ) sin(zt) dt
- - i - /1 i (Cosiyt) - Cosixt) +(y—2) sin(:ct)) dt — /1 i sin(zt) dt

En utilisant 'inégalité triangulaire et I'inégalité précédente :

L/ﬁ (cos(yt) B cos(xt) . |yim| /12

cos(yt)  cos(xt)
y—x

— + (y — x) sin(xt) | dt

+ (y — ) sin(mt)) dt

t t t t
1 2
< / ly —x]?dt = |y — x| — 0.
ly—=| J, y-e
Ainsi,
1 2 (cos(yt cos(xt
/ ( (i) _ cost )+(y—az)sin(xt)>dt—>0
y—zJy t t y—

et par somme de limite, on en déduit que

fly) — f(x) 2
Er—— —/1 sin(xt) dt.

Bilan : ceci étant vrai pour tout réel x, on en déduit que f est dérivable sur R et

2
VeeR, f(x)= —/ sin(xt) dt.
1

Corrigés des exercices approfondis
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Exercice 12

1. fétant de classe C? sur R, on peut appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange & 1’ordre 1. Soit
x € R et h > 0. L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée entre x et x + h donne, en utilisant la
définition de M, :

2

x+ h—z|? . h
BRI o |7 < L,

[f(x+h) = (f(z) + hf'(2)]

2! [z,z+h)]
Ainsi,
) M,h?
[Fla+h) = f(2) = hf (@) < ——.

De méme, I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée entre x et x—h donne, en utilisant la définition
de M2 :

’ |$_h_$|2 ” h2
=) — (1) — )] < 5T e |7 0)] < 50
Ainsi,
Myh?

[f(z—=h) = f(z) + hf(x)] <

2. Soient x € R et h > 0. Remarquons que
fle—h) = f(x) + hf'(x) = (f(x+h) = flx) = hf'(x)) = flx —h) = f(x+h) + 2hf’(x).
Ainsi, par inégalité triangulaire, les inégalités précédentes et définition de M, :
2hf(z)] = [f(x —h) = f(z) + hf'(x) = (f(x + ) = f(z) = hf'(x)) = f(x = h) + f(z + D)
< f@—=h) = flz) + hf' (@) + |f(@+ h) = f(z) = hf'(z)] + [f(z + h) — f(z = h)]

Myh?  Myh?
<%+ ; T f(z+R)| + |f(z — h)| < Myh? + 2M,
En divisant par 2h > 0 :
Myh M,
/ < -
Fal< S

3. Fixons par exemple h = 1. Le résultat précédent indique que

M.
VzeR, |f(z)< 72 + M.
Le réel % + M, étant indépendant de x, on en déduit que f’ est bornée.
Msh
2

. R . M,
Pour trouver la « meilleure borne », étudions la fonction g : h + TO sur R7. g est de

classe C! sur R? et sa dérivée est

M, M, h*M,—2M,

Tihir— — — — =
g > 2 E
o , [2M, [2M,
Le trindbme du numérateur s’annule en — M° et en MO. De plus,
2 2

M 2M,
2M, 2\ m M, M, M. M, M,
o o) V2 M YR
M. 2 oM, 2 2
M,

Le tableau, sur R*, de g’ donne alors
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2M,
g'(h) - 0 +
g +00 +00
variation — —
de g 2M, M,

L’inégalité
Ve eR, |f(z)<g(h)

, . , N ;. M .
étant vraie pour tout réel h > 0, elle I'est, d’apres le tableau précédent, pour h = 4/ QMO, ce qui
2

donne
Ve eR, |f'(x)] <2MyM,.

Ceci étant valable pour tout réel x, par passage a la borne supérieure :

M, < \/2M,M,.

Exercice 13

1. Soit x € |—a, a[. Appliquons 'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre n fixé, entre 0 et z :

n_ fk)
o) - (Zf - <x—o>k)
>

=0

|z — 0|+t N
ECER R

X

Par hypothese, les dérivées successives en 0 sont nulles, et

|
sup o )| < ED
[0,2] ar
Ainsi, I'inégalité s’écrit
|z|" ™t (n+1)! x
< = |- _ —
|f(x)|\<n+1>! o - mOcar 1<a<1

Ainsi, |f(z)| = 0 et donc f(z) = 0.

Vzel—a,a], f(z)=0.

f est donc nulle sur |—a, a[, et donc toutes ses dérivées également. Entre autre, pour tout n € N,

(n) (&) =
f (2) =0. 5
Soit alors x € ]_g —a[. Utilisons la méme méthode ensuite, mais en appliquant I’inégalité de

27 2
Taylor-Lagrange, a ’ordre n, entre x et g :

o (S5 3

2
(n+1)!

a|n+1
P—g\ (

’ a ‘TH-].
X
k=0

sup £+ (u)
x, %]

xr— —
2

a

n+1)
(n+1)! a»

soit | f(a)] <

. 3
Or, puisque x € ]—%, ?a[,

< a<
—a<r—=-—<a
2

A. Crouzet 31 ©@®®



Maths. approfondies Chapitre 22 — Formules de Taylor

et donc
. 2 n+1
‘ 2 0.
a n—-+0o0o
Finalement,
a 3a
Ve e |—=, —|, =0.
rel-2, 2 f@)

2. On peut réitérer le processus. Soit P la proposition définie pour tout p € N par P, : « Pour

tout x € ]—a—i—p%, a—i—p%[, f(z) =0 ».

Montrons par récurrence sur p que la proposition Pp est vraie pour tout p.

e Le cas p = 0 a été fait dans la question précédente.

« Supposons la proposition P, vraie pour un certain entier p fixé. Ainsi, fest nulle sur |—a + pg, a—+ p% [,

et donc ses dérivées également. En particulier, puisque —a + pg <(p+ 1)% <a+ %,
a
VkeN, f® ((p + 1)5) —0.
Soit alors x € |—a+ (p + 1)%, a+(p+ 1)%[ Appliquons I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre
n entre x et (p + 1)% :

v 0 ((p+ 1)) Y
o TN 27 _ - (n+1)
‘f(af) (Z - (= <p+1>2)) <D [m,fpili)%]'f ()
| o=+ 1y |e—@+DE"
solt |f(@)] < —— =5t e —

Or, puisque z € |—a + (p + 1)%, a+ (p+ 1)%[, —a<z—(p+ 1)% < a et donc

a n+1
a n——+00 ’
Ainsi, |f(z)| = 0. Finalement
a a
Vo e}—a+(p+1)§, a+(p+1)§[, fx)=0

et P, est donc vérifice.
D’apres le principe de récurrence, pour tout p € N, P, est vérifiée. Et puisque

a a

U}—a—i—p—, a—i—p—[:}—a, +o0
2 2

peN

on en déduit que
Va>—a, f(x)=0.

Une récurrence identique, sur |—a — pg, a— pg[ permet de montrer également que f est nulle
sur |—oo, al.

Bilan : Vz € R, f(z)=0.

Exercice 14
On se fixe un réel z € R\ (g —|—7TZ>.

Remarquons tout d’abord que, tan’ = 1 + tan? = 1 4 tan x tan. La fonction tangente étant de
classe €°° sur son domaine de définition, dérivons cette relation n-fois, avec n > 1. D’apres la

A. Crouzet 32 ©@®®



Maths. approfondies Chapitre 22 — Formules de Taylor

" tan® tanm—*)
s k

n!

= —— tan® tan(® k)
= kl(n —k)!

" tan®  tan(®F)

W k)

formule de Leibinz :

3

n+l) _ (tan/)(n)

tan(
k

3l

k=0
Evaluons alors en z :

n (k) (n—k)
fan™* ) (z) = Z tan'” () y tan (x)
k=0

k! (n—k)!

n
=n! E Qly_fo-
k=0

Mais alors

(n+1)ay4 = (n+1)

(n+1)!
_ tan(" 1) (z)
N n!
et en utilisant ’égalité précédente
1 n n
(n+1)an =— | n! Y apa, | =D apany,
n k=0 k=0
Ainsi,
n
VneN, (n+1a, = Zakan,k.
k=0
Remarque

Il s’agit d’'une méthode pour déterminer, de proche en proche, les coefficients du dévelop-
pement de tan dans la formule de Taylor.
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