Chapitre

Analyse asymptotique

Résumé

.(§ E chapitre est une base utilisée dans de nmombreuses situations : calcul de limites, et plus
)

i

& tard, pour des développements limités et des comportements de fonctions. Il est a connaitre
rapidement.
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« Ce qu’on fait de sa seule vie n’est jamais négligeable. Mais rien ne la gache
aussi siirement que trop d’efforts pour la sauver. »

Jean d'Ormesson (1925-). L'amour est un plaisir



CPGE ECG Chapitre 21 — Analyse asymptotique Maths. approfondies

Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@ Concernant la négligeabilité de suites et de fonctions :

e connaitre la définition ...... ... i |
e connaitre les différentes propriétés usuelles ........... ... i, O
o connaitre les négligeabilités usuelles ......... ... . O

@ Concernant I’équivalence de suites et de fonctions :

e connaitre la définition .. ... ... ... O
o connaitre les différentes propriétés usuelles ........... ... . i, O
 connaitre le résultat f(x) — f(0) > f(0)x si fest dérivable....................... O
e connaitre les équivalences usuelles . .. ... O
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I. Négligeabilité

Dans toute cette partie, z, désignera ou bien un nombre réel, ou bien 400, ou bien —oo. Rap-
pelons tout d’abord la notion de voisinage :

Définition 21.1.

On appelle voisinage de z :
o un intervalle de la forme |z, — &, zy + €[, ou un intervalle contenant x, dont z, n’est
pas une borne.
o ]A, +oof ou [A, +o0o[, avec A réel, si g = +oo.
o |—00, A[ ou |—o0, A], avec A réel, si xqg = —o0.

1. Définition

Définition 21.2. Cas des fonctions

Soient f et g définies au voisinage de x, avec g ne s’annulant pas au voisinage de x,. Alors,
on dit que f est négligeable devant g au voisinage de z, et on note f = o, (g), si
55
lim —f( ) =0
z—zo g(x)
f = 0,,(g) peut se noter également f(x) = o, (g(v)) ou encore f(x) = o(g(x)) et se lit « f

20
est un petit o de g au voisinage de zq ».

Exemple 21.1
Par exemple, x = o(z?) puisque

lim — = lim — =0
T—+00 I T—+00 ¢

Exercice 21.2
Montrer que sin(x) =0 (V)

Solution
En effet, pour tout z > 0 :

sin(x) _ sin(x)\/x
vV Vax

sin(x
T
Puisque ) et vV —— 0, par produit
z z—0 z—0
sin(x
lim () =0

z—0 \/E
et donc sin(z) =0 (V).

Rappelons la définition déja vue pour les suites :
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Définition 21.3. Cas des suites

Soient (u,,) et (v,) deux suites, telles que (v,,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang.
On dit que (u,,) est négligeable devant (v,,), et on note u,, = 0, (v,), voire u,, = o (v,,) si
un

lim — =0.
n—-+oo Un,

Proposition 21.1.

f=o0(1) si et seulement si lim f(z) = 0.
zo T—Tg

f—42€=0(1) si et seulement si f —— £.
g T—Tq

Démonstration

En effet, la fonction constante égale & 1 ne s’annule pas au voisinage de z, et on a f = o, (1)
par définition si et seulement si

im 2% 0 i ) = 0
z—xy 1 T
Pour le deuxiéme point, f — ¢ = o(1) et donc f — ¢ —— 0 soit f —— /.
Zo T—xT( T—xT(

@ REFERENCE HISTORIQUE @

Les différentes méthodes de comparaisons que nous allons voir ont été introduites par Paul du Bois-
Reymond en 1872. Ils ont été développés et des notations ont été introduites, par Godfrey Harold
Hardy qui notait f(z) << g(x) puis par Edmund Landau qui utilisa f = o (g).

2. Négligeabilités usuelles

On dispose d’un ensemble de négligeabilités a connaitre.

Théoreme 21.2. Négligeabilités usuelles — fonctions

Soient « et S deux réels strictement positifs. On a

e Sia< f,ona

a B B — o
x +ooo(a:) et x Oo(:v)

e Sia<pf,
(In(z))* = o((n(@))?) et |In(z)|* = o(|n(z)|).

e Si0<p<gq, alors p® = o(q").
+o00

Démonstration
Onprend a < fet 0 <p <gq.
z* 1 zP
— = —0 — =z —0
B P—2 z—+o0 T z—0
In(z)* 1 0 [In(x)]* 1
In(z)8  In(x)f~® estoo |In(z)|?  |In(z)|P~ 2—0+
X
P er(n(p)—In(q)) ____ 4
q* r—400
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Théoréeme 21.3. Croissances comparées — fonctions

Soient « et § deux réels strictement positifs.
e« Sig>1,0ona

et en particulier z® o(e”).

foo

e Sig>1alors

e« Ona

e Si0<q<1,alors

Démonstration
Cela découle des croissances comparées. Par exemple

(In(z))”

:[;B T—+00

0

donc (In(z))* = o(xP).

+oo

On rappelle les négligeabilités vues dans le cas des suites :

Théoréeme 21.4. Négligeabilités usuelles — cas des suites

Soient a > 0, 8 >0et g € R.
e On a (In(n))? = o(n®).
e Sig>1,alors n® = o(q").

+oo 1
e Si0<q<1,alors g™ +foo(n_a)'
o Sig>1,alors ¢" = o(n!).
+o00
e Onan! = o(n").
+o0

3. Propriétés

‘ Propriété 21.5. Transitivité et linéarité ’

Soient f,g et h des fonctions définies au voisinage de x :
e TRANSITIVITE : si f = o(g) et g = o(h), alors f = o(h).
Tq zq T

e LINEARITE : si f = o(h) et g = o(h), alors pour tous réels a et b, on a af + bg = o(h)
To To To

Démonstration

Si f = o,,(9) et g = 0,,(h) alors g et h ne s’annulent pas au voisinage de x(, et on peut
écrire

=1

Q |~
X
>
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x
et ainsi lim M = 0 par produit des limites.
a—xo h(x)
De méme, si f = o, (h) et g = o, (h) alors h ne s’annule pas au voisinage de x, et on a
b
af+bg _ J .9
h h h
af +bg)(z
Par somme et produit des limites, on en déduit donc que lim % =0.
T—Tq xT

Propriété 21.6. Produits
Soient f, g, h et ¢ des fonctions définies au voisinage de .
e Sif=o0(g) et h=o0(p),alors f x h =o0(g X ¢).
Lo Zo Zo
e Si f=o0(g),alors f x o =o0(gx ).
Lo Zo

Démonstration
Toujours de la méme manieére :

fxh(x)  flz) hz)

g X 90(.1‘) N g(CL‘) x go(x) z—x 0
fxolr)  [f@) 0
gxe(x) g(x) ez

Remarque

On peut également diviser des équivalents, si les fonctions sont bien définies. Le plus clas-

f(z)

sique : si f(z) = o, (z"), alors pour tout p < n, — = oy (z"7P). En effet

f@)
P f(.'IZ‘) -0
x" P ™ z—0

/| Attention
On a vu que si f et g sont des petits o de h, alors f + g également. En revanche, dans le cas

général, on ne peut pas ajouter les petits o : si f = o(h) et g = o(p) alors f + g n’est pas
égal & o(h + ).
L’idée est que c’est le plus « gros » des petits o qui 'emporte. Par exemple, si
f(z) e 2?2+ 23+ o(x®) et g(z) =1- z? + o(z*)
alors

f@)+g@)=z—22+23+o(x®)+1—22+o0(z*) =1+ 12— 222 + 23 + o(2?)

4

puisque z = o(z3) : c’est 23 le « plus gros ».

Exercice 21.3
Soient f et g deux fonctions telles que
1 1 1 1 1
f(x) +:ool_;+0<ﬁ> et g(x) +:oox_P+F+O<F)'

Déterminer une expression de f + g au voisinage de +oc.
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Solution
On ajoute :
f@) +ga) = 1= +o(o5) -5+ = +o()
r)+g = x-l—o 2 T 2 x3+0 3
1 1
=1 gram ()

Propriété 21.7. Substitution

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de x telles que f = o(g). Soit ¢ une
Zo
fonction définie sur intervalle J de R et a valeurs dans I. Soit £, un point ou une extrémité

(éventuellement infinie) de J. Si ¢(t) =7 %o alors f(p(t)) = o(g(e(t))).
—to 0

Démonstration
i @)
mmO et go(t)m:co
alors par composée des limites
fle) o

Propriété 21.8. Cas des suites

Les propriétés valables pour la négligeabilité des fonctions sont valables pour les suites.
Ainsi :

et v, = o(w,,) alors u, = o(w,,).

et w,, = o(v,,) alors pour tous réels (a,b) € R, au,, + bw,, = o(v,,).

e Siu, =0
e Siwu,
e Siu,=o0

Il
S

Pour la somme, le résultat est identique : si uw,, = o(v,) et w, = o(x, ), on n’a pas forcément
u,, +w,, = o(v, + x,). A nouveau, c’est le plus « fort » qui 'emporte.

Il. Equivalence

1. Définitions

Définition 21.4. Equivalence de fonctions

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de xy. On dit que f est équivalente a g
en x, si, au voisinage de z, on a

f—gx:OO(g)

ce qu'on note f ~ g. Ainsi, puisque g ne s’annule pas au voisinage de x, on a
Zo

f~g sietseulement si lim — =1
Z0)
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Remarque
Il y a bien équivalence entre les deux définitions. En effet, puisque g ne s’annule pas au
voisinage de x
x)—g(x x
P €0 . BN (. R
) g(:]j) T—xTg g(x) T—Tg
Exemple 21.4
On a les équivalents suivants :
sin(z) ~z et 2% —23 ~ —a3.
0 0o
En effet
sin(x) 2% — 23 1
—1 et ———=—-+1—->1.
xT z—0 —x3 T T—400

Rappelons la définition déja vue pour les suites :

Définition 21.5. Equivalence de suites

Soient u et v deux suites telles que v ne s’annule pas & partir d’un certain rang. On dit que

u et v sont équivalentes, et on note u,, ~ wv,, ou plus simplement u,, ~ v,, si — —— 1.
400 v, n—+oo

De maniére équivalente, u et v sont équivalentes si u,, —v,, = o(v,,).

Proposition 21.9.

Soit f une fonction définie au voisinage de x, et £ un réel non nul. Alors f ~ £ si et
Zo
seulement si f(x) —— £.
T—Tq

De maniere identique, u,, ~ £ si et seulement si u,, —— £.
n—+0oo

Démonstration
En effet, puisque ¢ # 0,

f~£<:>@—>1<:>f(z)—>£.

g =T =T

/| Attention
On n’écrira jamais f(z) ~ 0, ce qui n’a aucun sens.

2. Propriétés

Propriété 21.10. Relation d’équivalence

Soient f, g et h trois fonctions définies au voisinage de x, et ne s’annulant pas au voisinage
de z.
L’équivalence de fonctions est une relation d’équivalence :
e REFLEXIVITE : f ~ I
0

e TRANSITIVITE : si f~ get g~ h alors f~ h.
To To To

e SYMETRIE : si f ~ g alors g ~ f.
To To
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Démonstration

Par calcul rapide :

f(x)
=1 > 1
f(x) T
fl@)  f(z) g(x) :
h) = o(2) h(z) p—— 1 par produit
?,((i)) = @ p— 1 par quotient.
g(z)

‘ Propriété 21.11. Limites ’

Soient f et g deux fonctions telles que f ~ g. Si f admet une limite ¢ (finie, ou infinie) en
Zo

xg, alors g admet également ¢ comme limite en z.

Démonstration
En effet,

Propriété 21.12. Equivalent et petit o

Soient f, g et h trois fonctions définies et ne s’annulant pas au voisinage de x,. Alors
o Si f -9 et g = o(h) alors f = o(h).
e Si f 0(9) et g ~ h alors f— o(h).

Démonstration
Les deux résultats reposent sur 1’écriture
fx) _ fl@) glz)
= X .
h(z)  g(z)  h(z)
Par produit, dans les deux cas, ces limites sont nulles.

Propriété 21.13. Compatibilité avec produit, quotient et puissances

Soient f, g, h et ¢ des fonctions définies et ne s’annulant pas au voisinage de xy. On suppose
que f ~ g. Alors
Zo

. PRODUIT'fxcpfvgxcp.
Zo
1

e INVERSE : = ~ -.
f g

e SiA €R¥ )\f Ag.
e PrODUIT : Slhwap,alorsthngw

. EXPONENTIATION sia€eR est tel que f* et g“ sont bien définies au voisinage de x, on a
@ ~ Ot.
fo

Attention

Pour la puissance, a ne doit pas dépendre de x et doit étre une constante. Par exemple,
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1

1+z > 1 et pourtant (14 x)= % 1 puisque

1 1
= =In(1 4 ;
(1+z) =e= nIe) el = par composée et taux d’accroissement.

z—0

Enfin, ’équivalence n’est pas compatible avec I’addition. En effet, 1 + = ¥ 1, z—-1 ¥ —1

mais pourtant 2z ~« 0 (qui n’a aucun sens).
Zo

Démonstration
Il suffit d’écrire :

fxe f 1
gxe g e
1
L9 ,
1 f T 1
g
A
ML,
Ag g x—xg
fXh fh .
= ~— —— 1 par produit
gXxXe ge T
o «
f—: (I> —— 1 par composée.
g% g =T

Propriété 21.14. Substitution

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de x telles que f ~ g. Soit ¢ une fonc-
o

tion définie sur intervalle J de R et a valeurs dans I. Soit t; un point ou une extrémité
(éventuellement infinie) de J. Si ¢(t) 7 o, alors f(p(t)) ~ g(p(t)).
—lo 0

Démonstration

Remarquons que, par hypothese,
f(@)
g(x) T—Tg t—tg

Par composée,

Attention

On ne peut pas composer a gauche. Dans ce cas, il faut étudier le quotient en détail.

Par exemple, si f et g sont strictement positives sur I, si f ~ g et si g admet une limite
T—Tq

en z différente de 1, alors In(f) ~ In(g). En effet
T
f f f
In(f) In <g X —) In(g) + In (—) In (—)
9 g 9 1
In(g) In(g) In(g) In(g) @

C’est cependant a redémontrer a chaque utilisation.

L’ensemble des propriétés vues précédemment sont valables pour les suites :
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Propriété 21.15. Cas des suites

On considere des suites u, v, w,  ne s’annulant pas a partir d’un certain rang.

o Uy ~ Uy. Siu, ~ v, alors v, ~ u,. Enfin, si u, ~ v, et v, ~w, alors u,, ~ w,.

e Siwu, ~ v, et sivadmet une limite finie, alors u admet la méme limite.

e Siwu, ~uv, etv, =o(w,) alors u, = o(w,). De méme, si u,, = o(v,) et v, ~ w,, alors

u, = o(w,).

o Siwu, ~uv,, w,~z,etacRtel que (u¥) et (vY) aient un sens, alors

1 1 o N
Uy Wy, ~ VpWy,, — ~ —, UW, ~V,T, et uy ~uvy.

un Un

o Si f~ getsiu, — zgalors f(u,) ~ g(u,).
zg n—-+oo T

3. Equivalences usuelles

On commence par des équivalences importantes :

Théoréme 21.16. Polyndmes et puissances
Soient « et 3 deux réels tels que 0 < a < 3. Alors
(%4 2P) ~ 2P et (2% +2P) ~ 2
400 0
De plus, si a et § sont des entiers, alors

(x® +2P) ~ 2P
—0o0

Ainsi, si p < g et si (ay, ..., a,) sont des réels tels que a, # 0 et a, # 0, alors
L ay, ap
E apzk ~ agz, E apxk ~ayr?, et E — ~ .
+o00 0 xk 400 P
k=p
Démonstration

En effet, puisque a — 5 <0et §—a>0:

z® + 2P
—=2"P+1 — 0+1=1
:pr Tr——+00
et 5
«
i Y
T z—0

Le reste s’en déduit des propriétés précédentes.

Avant d’obtenir d’autres équivalents importants, montrons un lemme :

Lemme 21.17. Equivalent d’ordre 1

Soit f une fonction définie sur un voisinage de 0, qu’on suppose dérivable sur ce voisinage.
On suppose que f'(0) # 0. Alors

f(x) = f(0)

£/(0).
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Démonstration
En effet, z = f’(0)x ne s’annule pas sur un voisinage de 0 (sauf en 0) et

fle) = f0) 1 f(z) = f(0) 1
f(0)z f(0) x vwo f7(0)

puisque f est dérivable en 0.

f(0)=1

Théoréme 21.18. Equivalences usuelles

On dispose des équivalents suivants :

o In(1+2) >, o tan(x) T,

e e —1 el o arctan(z) il

. . * S x?
SiaeRY (1+2) 10055, . COS@)_lBJ_?.

o sin(x) ~ T,

Démonstration
Les six premiers découlent du lemme précédent. Pour la derniere, on utilise la trigonométrie :

r x
cos(a:)—lzcos<§+§>—1

—1— 2sin? (f> 1
2

~ i (%)
2

x

. . . . . xX . .
Pusique sin(z) v @, par substitution, sin (2) v Par exponentiation,

(0 (3)) 5 (3)

z? x?
cos(x) — 1 > _2I =-3"

et finalement

En appliquant les résultats précédents, et la substitution, on en déduit les équivalents suivants
sur les fonctions et les suites :

Théoréme 21.19.

Soit f une fonction définie au voisinage de xg telle que u(x) —— 0. Soit u une suite de
limite 0. Alors : o

o In(1+ f(x)) ~ f(z) et In(1 4+ u,,) ~ u,.

o @ 1~ f(O:L‘) et e'n — 1 ~ u,.

e SiaeR, (14 f(2) =1~ af(x) et (1+u,)* —1 ~au,

o sin(f(x)) ~ f(x) et sin(un)x?v Uy, -

e tan(f(z)) ~ f(z) ot tan(u, ) ~ u.,.

. arctan(f(;)o) ~ f(z) et arctan(u,,) ~ u,,.

o cos(f(z))—1~ —@ et cos(u,) — 1~ ——=.

0 2

Enfin, on dispose de deux résultats, concernant In et n! :
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Corollaire 21.20.

Soit f une fonction définie au voisinage de x telle que f(x) —— 1. Soit u une suite de

T—xg
limite 1. Alors

Démonstration
En effet, f(z) —1 —— 0. D’apres ce qui précede :
=T

In(f(x)) = (1 + (f(z) — 1)) ~ f(z) — 1.

Zo

Proposition 21.21. Formule de Stirling

On a
n n
n! ~ (—) 2mn.
e

4. Exemples

Exercice 21.5

Déterminer un équivalent de sin (arctan (%))

Solution

. 1
Puisque — —— 0, on a
n n—+oo

1 1
arctan (—) ~ —
n n

mais on ne peut pas composer a gauche par sin. On le traite donc dans I’autre sens.

1 , o
On note u,, = arctan (—) Par composée, u,, — 0. Par substitution, on a alors
n n—+oo

. 1
sin(u,,) ~ u,, = arctan (—) .
n

1
Enfin, on a vu que u,, ~ -

Par transitivité ) )
sin (arctan (—)) ~ =,
n n

Exercice 21.6

Déterminer un équivalent en 0 de sin* (v/z).

Solution
Puisque /= — 0, par composée
r—

sin (ﬁ) ~ V.

0
Par exponentiation

sin® (vVz) ~ (Va)' =22

0
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Exercice 21.7

Déterminer un équivalent de cos?(z) — 1 en 0.

Solution
Le seul équivalent qu’on a repose sur cos(z) — 1. On essaie de s’y ramener :
cos*(z) =1 = (1+ cos(z) — 1)t —1
_,—/
—0

x—0

> 4 (cos(z) —1) car (1 +u)*—1 > 4u
2

~ 4 (_1‘_) = 222,

0 2

x

Exercice 21.8

Déterminer un équivalent simple de en 0.

Solution
Pour x > 0 :
21  evhnlz) _q
r x
Par substitution, puisque xIn(z) —— 0,
z—07t

e®In(@) 1 > xIn(z)

puis, par quotient
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Exercices

Exercices

Négligeabilités

Exercice 1 Ordre de négligeabilité — fonctions (10 min.)
Classer les fonctions suivantes par ordre de négligeabilité en +oo :

eiE

fl(x> =7, f2<x) - eXp(m')? f3(33> - i? f4($) = 27 f5(33') - ln(x), f6<x) = \/Elnx, f7(33'> = ﬁ

Exercice 2 Ordre de négligeabilité — suites (10 min.)
Classer les suites suivantes par ordre de négligeabilité.
1 1 _Inn e

ap = —, bn__z? Cp = ) dn:_37 en="n, fo=1 g, =Vne"
n n n n

Equivalence

Exercice 3 Equivalences avec la définition — suite (10 min.)

Ces équivalences sont-elles vraies ?

l.n ~n+1 4. exp(n) ~ exp(n+107°)
+o00 +oo
2.n%2 ~ n?+n 5. exp(n) ~ exp(2n)
+o0 +oo
3. In(n) ~ In(10%n) 6. In(n) ~ In(n+1).
+o0 +oo

Exercice 4 A la recherche des équivalents perdus (15 min.)

Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :

1 1 1 n3 —vV1+n2

'un:n_l_”+1 3 Wn = lnn — 2n2
2. v, =Vn+1—vVn—1 4 . ( 1 )
. 2, =sin )

vVn+1

Exercice 5 Le retour des équivalents perdus (15 min.)
Déterminer un équivalent simple des fonctions suivantes :

1. z+14+1Inzen 0 et en +o00 4 sinxln(1+x2)
' rtanzx

en 0

2. cos(sinx) en 0 5. In(sinz) en 0
. In(sinx) en
3. eV" e V¥ en +o0
6. In(cosx) en 0

A. Crouzet 15 ©@®®
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CPGE ECG Chapitre 21 — Analyse asymptotique Maths. approfondies

Exercice 6 Des limites « simples » (10 min.)

1. Démontrer que
In(1 + z) + 22 et r? + 23 f(\)-‘.%'2.

In(1 2
En déduire lim m
z—0t 12 + 23

2. Démontrer que sin(2z) ¥ 2z et tan(3x) ¥ 3x.

in(2
En déduire lim sin x)
z—0* tan(3x)

Exercice 7 Encore des limites, toujours des limites (20 min.)

Déterminer les limites suivantes en utilisant des équivalents :

(1 —cosz)(1+ 2z)
2 gt -0 1 — cos 2z

\/m (1_ x—{—l)

. In(cos z)
1. lim
z—0 x

2. lim z(3 + ) 6. lim v4x+ 1ln

20 vV sin(y/z) w00 x4+ 2
. 11’1(1 —+ sin ZL’) 1 1

3. hII(l) tan(6 7. lim exp ( ) —exp | ————

r— an( IIZ) Tr—+00 x (1‘ + 1)2
A In (sin2 1‘) sin

. ﬁ 8‘ 1- ( ) xTr—sin x
zom/2 (5 — x) 230 \sin &
. (1 —cosz)arctanz
9. lim

z—0 xrtanx

Exercice 8 Je n’en peux plus des limites (de suites) (20 min.)

) @

Déterminer les limites suivantes

1 2 _
1. n!sin (—) 4. n?ln r !
n n2+1

.n2 (V14 n—

2
2. 3"In(1—e™™), \/T

5 n n>’
3 t ( ! ) n?
. narctan sin > 6. (cos ( ))
Exercice 9 Too much. (20 min.)
Déterminer les limites suivantes.
1. lim(l + z)Y/®, 6. lim sin(x) In(tan(x)),
x—0 \/_ x—0 —
2 e
9 _ VT UE 7. JH{K In(1 — z) cos 5 )

. lim
rz—0+t ln(l + l’)

V3 1
xsin®(z) 8 lim vbr+1ln|1— x——i—)’

3. 1i N T )

250 tan(z)(1 — cos(x)) s Tr+4
41 . 5 3 3 3 3

. lim zsin | —/— |, O —

eotee " 703 1 322 11 O Mm (ot et "f a2
5. i 14 22) (ecos(1/z) —g), In(1 el

Jim (14+2%) ( ) 0. i (n +a)

T—r1+00
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000 Exercice 10 Limites d'une somme (10 min.)
Soit n € N tel que n > 2. Montrer que, pour tout k € [0, n — 2] on a

0<k!< L
Sl T an—1)

Déterminer alors, un équivalent de Z k! en 4o0.
k=0

000 Exercice 11 Equivalent et limites (25 min.)
Déterminer un équivalent et la limite des suites suivantes :

1. mn —41n(n) 1 < 1 )
’ 7. —+arctan | — |,
2. Vn?2+3n—n, 7; vn
; nt0%" — 10n! 4+ 100" g Z”: 1
" 10n +sin(n) + v/nln(n) + n1%0e—n’ = 3%
4. In(cos (tan (3e™"))), a 1
_ 352 9. n— [n*cos | —

5 4 3n n )
"B 2+ 6 10 In(n) In(n+1)
_ 22 —2n 4 1 n+1 n
6. sin = 5 = |

3n3+4n+5

000 Exercice 12 Equivalents, encore, toujours (25 min.)
Déterminer des équivalents simples des fonctions suivantes.

1. z+ z+/In(1 4+ z) en 0%, 6. In(3 —z) —In(v/5— ) en —oco

1
) en +o00. 7. v+ 1 —22* 4+ 923 cos(x) + 72° sin <—> en +0o
x

2. In|1
T+ n( +ln(a:)

3. z+— arctan(In(z)) en 1. 8. x> V6+xr—3en3,
22 + In(x)
5+ we™®

4. 1+ (z* =322+ 7)e/* en +oo

5. w|—>\7/5—1en1

©

en 0 puis en +o0,

10. z +— In(2sin(z)) en %

Pour aller plus loin

000 Exercice 13 Equivalent avec Riemann (5 min.)

En utilisant les sommes de Riemann, déterminer un équivalent des sommes suivantes :

- 1 n 7l'k‘2
. = k% avec o > 0. . = _. . = .
Uy, ; vec « Uy, (05 23 w, kz::lkcos <2n2)

n
k=1
@00 Exercice 14 Avec Stirling (20 min.)

A Paide de la formule de Stirling, démonter les équivalents suivantes :

4m n
(271) In(n!) ~ nln(n), et nl ~

o3

Y
n | 4o /1n’ +00 +00

A. Crouzet 17 ©@®®
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eee F[xercice 15 Oral ESCP (20 min.)
Démontrer que, pour tout z € R*, In(1 +z) < z.
Déterminer alors

ln(k)) |

n—+o0o n2

lim (1 +
kf

@ee F[xercice 16 Mais ai-je le droit? (20 min.)
Soient a et b deux réels strictement positifs. Montrer que

lim (M) = ab.

n—-+0oo

000 Exercice 17 Comparons sans Stirling! (20 min.)
L’objectif de ce probleme est de démontrer que, pour tout a > 0, on a

e’ = o (n!)
sans utiliser la formule de Stirling.
On fixe a > 0, et pour tout entier n € N, u,, = e*” et v,, = n!l.
1. Démontrer qu’il existe un entier n, tel que, pour tout entier n > ng, on a

Unt1 Lo,
X
Uy, 2 v,

2. En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout n > ng, on a

1 n—mg
U, <C (—) Uy
2

3. Conclure que e = o (n!).

Exercices bilans

@00 Exercice 18 Formule de Stirling (35 min.)

On pourra utiliser, dans cet exercice, un résultat prouvé dans l’exercice sur les intégrales de

Wallis du chapitre 15 :
(2n)! 7 T

4n(nl)2 2 foo Van
Pour tout n € N*, on pose

n™\/n 1

T, = W, Uy = 111((17n) et Uy = 1H<$n> + m

1. a) Vérifier par le calcul que, pour tout n € N*,

n+1 1
/ (x—n)(n+1—x)dx=6

et que '
/nH(:L‘ —n)(n+1— Jc)i de=—-2+4+2n+1)(In(n+1) —In(n)).

xr2
n

b) En déduire que

1 1 1
Vn € N¥, O<<n+§>ln<1+g>—1<12n2.

A. Crouzet 18 ©@®®
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2. Montrer que

1 1 n+1/2
Vn e N x”“z—(l—l——) .

X, e n
3. Montrer que (uy,),en- €6 (U, )nen- convergent vers la méme limite.
n n
4. En déduire qu’il existe un réel C' > 0 tel que n! o Cvn (—) .
oo e

5. Montrer enfin, en utilisant le résultat rappelé, que C = v/ 2.

Sujets de concours

000 Sujet 1 Ecricome 2015 voie S (50 min.)
1. On note pour tout z € I = ]O, g[ :

1 3 si
f(@) = £ (2sin(a) + tan(z) et g(a) = %&;
a) Factoriser le polyndéme P(X) = 2X2 — 3X? + 1 dans R/ X].
b) On pose u(x) = f(x) — x pour tout = € I.
. - , P(cos(x))
Justifier que u est dérivable sur I et que pour tout z € I, v'(z) = ———=.
3 cos?(x)
c¢) En déduire les variations de u sur I.
d) On pose v(z) = x — g(z) pour tout = € I.
Justifier qu’il existe un polyndéme @ de R[X], de degré deux, tel que pour tout x € I,
, Q(cos(x))
V(r) = —————.
(2 + cos(x))?
e) En déduire les variations de v sur I.
f) Montrer que :
Veel, glz) <z < f(x).
e . ™ ™ ™ ™ . ™ s
2. a) En utilisant le fait que — = — — —, calculer cos (—) , sin (—) et tan (—)
12 4 6 12 12 12
b) Déduire de la question 1.f un encadrement de .

3. On pose pour tout entier naturel n,

. 77 ™
an:sm<3x2n> et b, = cos <3><2">'

a) Justifier que pour tout réel 0,

cos(260) = 1 — 2sin*(6)

et en déduire que pour tout entier naturel n,

1—09, [14+b,
Any1 = 5 (x) et by = 5 (%)

b) Montrer que pour tout n € N,

a’fL a?’l
IX2"—— <7 <220, +— | .
2+b, b,,
c¢) Justifier que les deux termes de I'encadrement précédent tend vers m quand n tend
vers 'infini.
d) Compléter la fonction PYTHON suivant afin qu’elle retourne, a l’aide des relations (x)
et (%) et de la question 3.b, une approximation de 7 a e pres, ainsi que le nombre k
d’itérations qui ont été nécessaires.
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<[> Code Python

def h(e):
k=0

b=1
while

/

from numpy import sqrt

a = sqrt(3) / 2

return (x, k)

e) On souhaite étudier I’évolution du nombre d’itérations nécessaires en fonction de la
précision souhaitée. Ecrire une fonction PYTHON qui prend comme paramétre d’entrée
un entier p et qui retourne une liste de taille p qui contient les nombres d’itérations
nécessaires pour les précisions 107% pour k € {1,2,...,p}.

f) On utilise la fonction précédente avec p = 30 et on représente graphiquement les
valeurs obtenues. On obtient le graphe suivant :

Commenter ce graphe.

A. Crouzet
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1
On utilise les négligeabilités usuelles. On obtient :

f3=o0(fs) fa=o(fs) f5 = o(fs) fe =o(f1)
fi=o(f7) fr=o(f2).

Exercice 2
En utilisant les négligéabilités usuelles :

b, = o(a,) a, = ol(cy,) ¢, =0
fn = O(en> €n = 0<dn) d, = 0<gn)

Exercice 3
On constate que les suites ne s’annulent pas au voisinage de +oo. Il suffit donc de déterminer

les limites du quotient, dans chacun des cas.

1
i s 1. Ainsin ~n + 1.

‘ n+1:1+l n—+00
n
2
n 1
. — =7 1. Ainsi, n? ~n? + 1.
n“+n Z 41 notoo

n
Remarquons que ces deux cas correspondent aux équivalences usuelles dans le cas d’un polynome.

3. Par quotient
In(10%2)  In(10°) +1In(n)  10° - )
In(n) In(n) ~In(n) notoo
Ainsi, In(n) ~ In (10%n).
4. Par quotient toujours

exp Zpﬂ)o%) = AL
Ainsi, exp(n) » exp (n + 107°).
5. De méme, TZ =e™n — 0. Ainsi, e » e?".
6. Enfin, par quotient toujours
In(n+1) ln(n(l—ki)) B ln(n)—i—ln(l—l—%) . ln(l-i-%) .
In(n) In(n) In(n) In(n)  notoo

Ains, In(n) ~ In(n + 1).
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Exercice 4

On n’a pas le droit d’additionner ou soustraire des équivalents. Il faut donc modifier ’écriture
pour conclure :

2 2
n2—1 n?
v, = (\/n+1—\/n—1)
B 2
B Vn+l4+vn—1

)

2 1 1 1
~— = — 1+ —f4/1—=—2
Vn x 2 \/ﬁcar\/+n+\/ n n—-+oo

Vn+14++vn—1
Vn+1+vVn—1

Wn Inn
(5 —2)
1 1
n3<1— F—i_n_) n3 n
Inn _ 2
2<n2 _2) 2n 2
1 1 0
Zy, ~ car
"oVn+1l VnF1 noteo
1
~—carn~n+1doncvn~vVn+1
N

Exercice 5
On factorise si besoin (par exemple, s’il y a des additions), et on utilise les équivalents usuels.
1.

1 Inz
r+1+In(x)==x (1—1———1——) ~ T
T xT +o00
T—+00 1
r+1
z+1+1In(x) = In(z) +1) ~In(x)
In(z) 0
—1
xz—0
2.
cos(sin(z)) ~ 1 car cos(sin(x)) — 1
0 z—0
3.
VT 4o VT = V7 (1+e2v7) ~ eVe
~————
1

4. Puisque sin(z) >, In(1 + 2?) > x? par substitution, et tan(z) ~ T, onen déduit

sinzln (1 +2%) 1z x2?

=
rtanx 0 X
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sin x

5. On écrit In(sinz) = In (Sim X x) = In(x) + ln( "

xr
sinx
In ( ) — 0
x x—0

In(sin x) > In(z).

). Puisque — 7 1, on en déduit que
T x>

et finalement

6. Siu(x) — 1 alors In(u(x)) ~ u(z) — 1. On a alors :
z—

In(cos x) ~ COST — 1

Exercice 6
1. On factorise :

~x
T 0
—1
x—0
Enfin, d’apres le cours, z2 + z° ¥ 22. Par quotient :
In(1+2)+22 =
— L= 4.
2+ 23 0 2 T z—0*
Ainsi
. In(1+2)+a?
lim ———— = 4o0.
z—0+ 2 +x

2. Par substitution, puisque 2z —— 0 et 3z —— 0, on a
z—0 z—0
sin(2x) > 2z et tan(3z) > 3z.

Par quotient

tan(3z) 0 3x -0 3
Ainsi
sin(2z) 2
im = -.
z—0 tan(3z) 3
Exercice 7

On utilise les équivalents usuels et propriétés des équivalents pour déterminer la limite.
1. Ona:

1—cosx

| 8,

~—, 14+2z~1 et 22—2*~2%
0 0 0
Par quotient

.’E2
(1 —cosz)(1+ 2z) oz 1
22 — 24 o2 2
Ainsi,
. (I—cosz)(1+2z) 1
lim = —.
0 2 — ot 2
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2. De méme

3+3:r53, \/ﬁfg\/g et sin(\/z)r;\/fcar \/Em(].
Ainsi,
vV +3 z3V/3 _ 33,

) e (VE) ¥ Vava

On peut donc conclure que

. vr+3 B

3. Puisque sin(z) —— 0, on a
z—0
In(1 +sinz) > sin(x) T
De méme, tan(6x) > 6x. Par quotient,

In(1+sinz) o 1
tan(6z) 0 6z 6

Ains,
In(1+sinz) 1

im —— = —.
z—0  tan(6x) 6

T
4. On pose u = 3 x qui tend vers 0 lorsque z tend vers g Alors

In(sin® z) B In (sin2 (g - U)) ~ In(cos®u)
(I B x)z - 02 - u2
2

Puisque cos?u — 1, on a
u—0

2

u
In (cos®u) N cos?u —1 = (cosu — 1)(cosu + 1) g X 2= —u?
et finalement
In(cos?u) —u? _ 1
u? o w2
Ainsi,
In (sin’ z
lim ﬂ( 2> =
s (3-0)
5. Par substitution, puisque cos(z) — 1et2x — 0
T— T—
2 2
T 2z
In(cosx) ~cosx —1~—— et 1—cos(2z)~ (2z)” = 222
0 0o 2 0o 2
Par quotient,
(E2
In(cos x) -5 1
1 —cos2x 0 222 4
Ainsi,
In(cos x) 1
im ——— = ——.
z—0 1 — cos2x 4
. Vo +1 ,
6. Puisque —— 0, on peut écrire

r+2 z—+oo

vao+1 r+1
In|1-—

£4+2 ) fo z4+2°
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Ainsi

RV 1 V4 1/ 1
\/4x+1ln(1 Tt )+~ — T VET .

T+ 2 T+ 2
Par exponentiation :

dr+1 ~ 4dxdonc Vdr +1 ~ Vdzr et x+1 ~ zdoncvVr+1 ~ V.
+oo +oo +oo oo

Finalement,
ve+1 V4
\/41:+1ln<1— - ) L VievE
T+ 2 +00 T
Ainsi,

T—+00

N
lim V47 + 1ln (1 _ xj > — 9.

7. Pas d’indétermination! La limite vaut 0.
8. Lorsqu’on considere une fonction puissance avec une variable, on passe a ’exponentielle :

sin @

—_— sin x
€ x—sinx In ( )
— @z-—sinz sinx

sinx

Puisque — —— 1, on a
smx g—0
T T xr—sinz
In { — ~— 1= ——.
sinz/ 0 sinz sinx
Par produit
sin x x sinx x —sinx
—In ( = ~ . . =
r—sinzx sinz/ 0 x —sinz sinzx

Ainsi,

sin x x
— In ( — 1
r—sinz sinz/ xz—0

et par composée

sin

. X x—sinx
lim =e.

z—0 \sin x

9. Sans difficulté, par produit

2

(1 — cosz)arctan T x
~ - = 7 0

rtanz 0 xxx 2 20
Ainsi,

. (1 —cosx)arctanx

lim =

z—0 rtanw
Exercice 8

On utilise les équivalents et les limites usuelles pour conclure.

. ( 1 ) 1
sin|{ — | ~—
nm nn

puis, par produit et formule de Stirling :

. 1 n\" 1 V2mn . B
nlsin | — | ~ <—) V2mn— = — 0 par croissances comparées.
n" e n' e" n—too

. 1
1. Puisque — —— 0, on a
n" n—+oo
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2. Puisque e — 0, on a
In(l—e™) ~—e™

puis par produit

3\" 3
3"In(l—e ™) ~—3"%"=— (—) —— —oo car — > 1.
e n—-+00 e
.1 .
3. On pose u,, = sin (§> Puisque /u,, m 0, on a
narctan(y/u,,) ~ ny/u,,.
. 1 1 . . 1 1 1
Pusique - 0, u, % 5 puis, par exponentiation (« = 5), Uy Ve E et finalement
i 1 1
narctan sin | — ~n—=1——1
n +o0o n n—-+o0o
: n®—1 L
4. Puisque — ——— 1, on a I’équivalent

n*+1 notoo

n?—1 n?—1 —2
n?41) +on24+1 n? 41
Finalement,

o, (1°—1 , —2
n“In ~n ~ =2 —— =2,
n2+1) + n2 4+ 1 +oo n—+00

5. Intuitivement, on met en facteur /n :

nz(ﬁ_ %) :nz%(<1+n)l/"_1>

n
_ n2 % <e%ln(1+%) . 1)
Puisque %ln (1 + i) —— 0, on en déduit

n n—+oo
(14t 1 1
en! (H")—l ~ —ln<1+—)
n

+oo n
1
oo 2’
Finalement
1
2 (VT Fn— 4n) ~ P = fn=er™ — 1.
+oo n n—+o0o

6. On écrit sous forme exponentielle :

(cos (%))n = e”““(“’s(%)).

Puisque cos (l) ﬁ 1, on en déduit ’équivalent
n n—+oo
1 1
In (cos <—)> ~ COS (—) —1
n/) +oo n
1 2
=3 (3)

0 ( (1)) 5 —1 1 1
n“ln | cos | — ~npt—=—- 5
n +00 In2 2 n—+oo 2

1\ 1
lim (cos <—>> =e 12 =,
n—-+oo n \/6
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01 N . . Inn .
7. On utilise a nouveau la notation exponentielle, en constatant que — ——— 0 par croissance
n n—+oo

comparée :

1— (ig)l/n -1 e?“(%)

n
:1—6731(‘%
Inn
+o0  n
1\Y" (2
1—(—2> =1 en (”2)
n
:1—6721(‘%
Inn
+o0  n
Par quotient
1\1/n Inn
1- () 3 3
1\1/n +r:o Inn _5 n—+00 5
1- () =

Exercice 9
On applique a chaque fois les équivalents usuels, ou on s’y rameéne.

1
<1 + x>1/m — e;ln(1+$)

Puisque t —— 0
z—0

1 1
—ln(l+z)~—x2x=1—1
x 0 x z—0

Par composée,

lim (14 2)"/" =

z—0

[§]

2z 2\x
Inl+z) 0 =z
done —2VF_ s L 2 uvE
In(1+ x) 0 VT

1
En posant u = — :

Jz
. 2 ,1/\/5 . —u . 4
lim —e = lim 2ue™ —— 0 par croissance comparée.
=0t /T u—+o0 -0

Ainsi,

2
im —\/Ee_l/\/5 =0.
x—0t 111(1 + CU)

Par équivalent (usuel et exponentiation) :
zsin?(z) T X x?
tan(z)(1 —cos(x)) 0 4, 5 2

Ainsi,

- z sin’(x)
z—0 tan(x)(1 — cos(z))
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Puisque
512 52 0
Tad + 322 +1 —o0 Tx3 z——00

on en déduit

. 52 52
zsin| —mm@ | ~ 1—m———
T3 4+3224+1) —o T3 +322+1
522 5

o g T

Donc

. . 52 5
lim zsin| ——— | = —.
z——00 Tx3 4+ 322+ 1 7
On factorise, pour le cinquiéme, par e puis on utilise les équivalents usuels, en constatant que
s T 0etcos(l/z)—1 — 0.

T x4
(1 +x ) (ecos (1/z) _ e) — (1 4 $2) e (ecos(l/z)—l - 1)
o~ z?e (cos(1/z) — 1)
~ 2% <_L> _ e
+o0o 21-2 2
Ainsi,
. €
:171—1>I-'Poo (1 + xQ) (eCOS(l/x) - e) = _5

Pour la sixiéme, on réécrit pour faire apparaitre des limites usuelles
sin(z) In(tan(z)) = cos(x) tan(x) In(tan(z)) — 0
T—

par croissance comparée et composée (en posant u = tan(x) — 0). Ainsi,
x—0

lim sin(z) In(tan(x)) = 0.

x—0

On pose u = 1 — z. Ainsi, u ﬁ 0*. Alors :
T— 1"

In(1 —z)cos (%) = In(u) cos (M)
s (3-7)
n(u)sin (7>

~ ln(u)— —— 0 par croissance comparée.
u—0 2 u—0

Par composée,

lim In(1 — ) cos (%) =0.

r—1"

A nouveau, par équivalent usuel, et exponentiation :

Tx+4 Tx+4

%ﬂ V15

Ve

Ainsi,

T+ 4 7

T—+00

V3T 1 15
lim V57 + 1ln (1—x—+) __VI5
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On factorise, pour la neuviéme, par +/x qui semble étre prépondérant :

3 3 8 1311'—{—\3/5
x+\/x+\3/_—\3/5:\3/5 1+T—1
forim)
x4+ vz
=z 1+ —— —1
\/_

x

Par croissance comparée,

:lx-f— \3/5

0.
€T T—+00
Par équivalent :
3 3
3 1 VT + \/z
Vot e i ~ e
+00 3 T
x?/3 1 0
+oo 31 o 33;1/3 T—+oo
Ainsi,
3
lim fz + f/m+€/5—€/5:0.
r—+00
Pour la derniere, on utilise ’écriture exponentielle :
zlnx In(1+a)
111(]. + IL’) _ ezln(czz) 1n< lnl(:) )
In(z)
. In(1+ ) o
Puisque 1, par équivalent :
Inz T—+00
In(1 + In(1+
z1n(z)In In(1 +z) ~ zln(z) ml+z) 1
In(z) +00 Inz
o (In(1 4+ z) — In(x))
~ zxln <1 + —>
+oo x
~zg—=1——1
+oo I T—+00
Par composée,
' ln(l + .’IJ) rlnx
lim =e
T—+00 ]n(q;)
Exercice 10
Pour tout k € [0, n —2], on a
k! 1

nl nn—1)..

kit 1)

(
Or, pour tout k € [0, n — 2], (n—2)...(n—k+1) > 1let donc n(n—1)...(n—k+1) > n(n—1).
Par application de la fonction inverse, décroissante sur R7,

k! 1
0<—< ——.
n! ~nn—1)
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Mais alors :

Or, d’apres 'inégalité précédente

1 =2k 1 =2
0<—+) <=+ >
no f=n n nn-—1)
1 n—1 1 1
< —+ =—4+-——0
n nn—1) n n n-o+oo
Ainsi,
1 =2k
lim 14—+ Z —=1
n—+00 no= n!
et finalement
ko~ nl
=0 +o00

Exercice 11
On factorise autant que possible, et on utilise les équivalents usuels.
In(n
™m —41In(n) =n (7r—4£) ~ ™
n +oo

s
n—+oo

n? 4+ 3 —n? 3
n2+3—n= =
ViZi3+n o ( T
n2
N —  —
n—+oo
nt%0 — 10n! 4+ 100" —10n! 1 frctorisant
~ =— en factorisan
10n + sin(n) + v/nln(n) + nl%e=" +oo  10n (n—1)!

Puisque cos(tan(3e ™)) ——— 1, on a l’équivalent :

n—+oo
In(cos(tan(3e™™))) fox cos(tan(3e ")) — 1

oo
1 a?

~ —=tan?(3e™") car cos(z) — 1~ ——

400 2 0 2
1 9 ..

fo (3e7™)” car tan(x) v et par exponentiation

9
~ _e—2n
+o0 2
En factorisant :
2 2 i — 2
4—3n _ n (n2 3) 3n — _3,1/3

nb

V8nb —n2 + 7 n5/3 ( 3 8”5*”2+7> fso  2nBP
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Pui 2n2-2n+1 0 ,
uisque 4/ 5= ——— 0 par composée, on a
. 2n2 —2n+1 2n2 —2n +1
sin — | ~ | ——
3n3+4n+5) 4o \| 3n3+4n+5

5 ( 2n2—2n+1

n - 2
+00 7'[,3 ( 3n3+4n+5 ) +00 3n
n3

. . 1
Ensuite, factorisons par — :

Vn

% + arctan (%) = % (% +Vnarctan (%))

On constate alors, par équivalence :

1 1
narctan | —= | ~ vn—==1—-1
aarotan (2] o Vi =1
donc ) )
% —+ \/ﬁarctan (%) m 1.
Ainsi

1 + arct 1 1
— 4 arctan | —= | ~ —.
n Vn) 40 \/n
Par somme d’une suite géométrique :
1

2 P
Zn ]- o 3n 32n+1
3k 1

De méme, en factorisant par n?

Enfin, en factorisant dans In(n + 1) :

In(n) In(n+1) _ In(n) In(n)+In (1 + %)

n+1 n n+1 n
() I(n) W(1+7)
n+1 n n
) W(i+g)
T an+1) n
) (n+1)n(1+1)
T an+1) (1 * In(n)

Par équivalence :

(n+1)ln(1+%) (n+1) 1

In(n) foo In(n) o0 In(n) n—+oc

3=

0.
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Ainsi,
In(n) B In(n+1) N In(n) ln(n).

n+1 n +oo  n(n+1) fo n2

Exercice 12
On utilise les équivalents usuels, la substitution et I’exponentiation.
1. In(1+x) ol donc

z/In(1 + z) ~ xxl/® = g8/5.

— 0 donc
hl( ) T—+00

3. Puisque In(x) — 0,

r—1

arctan(In(z)) Y In(z).

4. En 400, = — 0, donc e/ —— 1. Puisque z* — 322 + 7 ~ 33 , par produit

T r—+oo xr—+00

(2% =322 +7)et/* ~ ot

+o00

5. Puisque x tend vers 1, par équivalent usuel :

(/5—1:(1+(a;—1))1/7—1?

6. On utilise les régles de In :

(3 —2) —In(v5—2) = In (55_”;) .

(1)

|~

Par équivalent usuel :

Par équivalent de In en 1 :

@3 —2) ~ (V5 —x) ~ 55—_9; _
_3—V5 V5—3

oz~ @

1

7. Quand z tend vers 400, i tend vers 0. Ainsi
1 51
72° sin (—) ~ Txb= =Tzt
x/) 4oo T
Mettons alors z* en facteur :

1 1 cos(x 1
1 — 22 + 923 cos(x) + 75 sin (—) =zt (—4 + QA — 2+ 7xsin (—))
x x x x

Remarquons que — ——— 0. De méme
zt z+o0

COS T

T
Enfin
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Par somme
1 cos(z)

— 49
x4+

1
—2+7xsin(—) — —247=5

€T Tr——+00
et finalement

1
1 —22* + 923 cos(x) + T2° sin (—) fov 5t
T oo

8. On est en 3. Posons x = 3 + h, avec h qui tend vers 0. Alors

/ h
\/6+x—3:\/9+h—3:3< 1+§—1).

3 (1 h)
h—0 29

z—3
ac:3 6

9. En 0, 22 = o (In(z)), donc
2% + In(x) ~ In(z).

Puisque 5 + ze™® —O> 5, on a finalement par quotient
T—
2?2 +1In(z) In(x)
54+xe % ot 5

En +o0, on a In(z) = o (z?), donc 2 + In(z) ~ 2. Par croissance comparée, ze~* ——— 0 et
+o0 T—+00

finalement
22 + In(7) x?

5+ze?® 400 5

10. Remarquons que sin(z) —— % et donc 2sin(x) —— 1. Ainsi, par équivalent de In en 1 :
:CHE T——

In(2sin(x))

Ainsi,

Corrigés des exercices approfondis

Exercice 13

: Méthode
: On va écrire les différentes sommes « comme une somme de Riemann », en faisant apparaitre
. k
: une fonction en —.
n
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Pour la premiere suite :

Remarquons que (S,,) désigne une somme de Riemann associée a la fonction f : ¢t +—— t*,
continue, sur [0, 1]. Ainsi

1
1
S, —— t*dt = .
notoo J a—+1
Ainsi
naJrl
Un o a +1°
De méme,
ok 1 1 & 1
Un = Z 2N\ 3 R
S By T ()
1 1¢ 1
“2n Z 3
k=1 (1 + 2_>
=T,
(T},) désigne une somme de Riemann associée a la fonction = +—— m, continue sur [0, 1].
Ainsi
- /1 1L, [ 1 T 1
r=|——| =-.
" notoe Jo (14 22)3 4(1+22)%] 6
Ainsi,
1
Un +o0 612"
Enfin

Jo . .z \ . ™ .
(W,,) désigne une somme de Riemann associée a la fonction t — ¢ cos (EtQ), continue sur [0, 1].
Ainsi
1 1

T 5 1., 1
w, —— tcos(—t)dt: —sm(—t) = -
n—+oo  J, 2 T 2 0 T
Ainsi,
1
w, ~ —nZ.
+oo T
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Exercice 14

(2n)

!
On applique les équivalents usuelles, par produit, quotient. Tout d’abord, (27?) =—=—. Parla

nln!
<2n> . ()" 2r(2n)
") ()" vam)

N (2n)2"/Arn (en)?
oo g2n (n" 27rn)2
470202 /Tng?”
{50 mwm
4n
o0 NZTD

Pour le deuxieme, on utilise un résultat du cours : si u,, ~ v, et si u,, —— +oo alors
+o00 n—-+00

formule de Stirling :

In(u,,) fod In(v,,). La démonstration :

ln(u,) M (20n)

In(v,)  In(v,)
B In (Z—:) + In(v,)
B In(v,,)

In (—Z” )
= = 1 > 1.
h’l(’l}n) * n—-+o0o

Ainsi :

In(n!) ~ ln(<ﬁ>n 27m)

+o0 e
ol nln(n) —nln(e) + In ( 27m)

~ nln(n) (1— In(e) + In{ 27rn)> ~ nln(n)

+00 In(n) nln(n) | +oo

1

n—+oo
n
Pour la derniere, on va réécrire la formule de Stirling. Notons z,, = (%) V2mn. La définition
de I’équivalence donne :

n!+~ xz, < nl=z,+0(z,) < nl=xz,(1+0(1))

Utilisons cette écriture :
In(n!)=In(z,(1+o0(1)))
=In(z,) +In(1+o0(1)) =In(z,) +o0(1) puisque In(1 +u) =u+ o (u) en 0.
=nln(n) —n+1In (\/27m) +o0(1)

Mais alors :

n %ln(n!)

nl=e

L (n ln(n)—n+ln(\/ 27rn) +o (1))

= n
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In(27n) 1
_ om0 (;)
n In(27n) (l)
= —e n n
€
Or,
= In(27n) 1
4o (—) — 0 par croissances comparées
n n n—-+oo
donc
fl (27n) (l)
e n n % 1
n—-+oo
Finalement
n n
nl ~ —.
+oo e
Exercice 15

) Tous les termes étant strictement positifs, on peut

e (02
2157

En utilisant le résultat 0 < In(1+x) < x valable pour tout z > 0 (ce qui est le cas ici) on a alors

On fixe n et on note u,, = (
k=

s’intéresser a v,, = In(u,,). Mals alors

Puisque n! ——— +00, et en utilisant Stirling :

n—+o0
n! ~ <g)n\/ﬁ = In(n!) ~In ((%)n 27m)

(on utilise le résultat vu en cours : si u, ~ v, et u, ne tend pas vers 1, alors In(u,,) ~ In(v,)).

Or §
1n<(g) 27m>—nln<e>+ln( 27rn)

=nln(n) —nln(e) + In(v27mn) ~ nln(n)
car, en divisant

nin(n) — nln(e) + In(v2mn) 4 In(e) %ln(27rn)

nln(n) In(n) nln(n) n—+oo

Finalement, par quotient

In(n!)  nln(n)
~ 0.
2 n2 n—-+oo

n
D’apres le théoreme d’encadrement, v,, — 0 et puisque v,, = In(w,,), on conclut :
n—+oo

U, =en —— 1|
n—-+oo
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Exercice 16
%a+ Vb

2

n
Fixons a et b deux réels strictement positifs, et n € N*. Constatons que ( ) > 0. On

- (5

w e ((5)
" 2
=In (exp (nln (M)))

. (M)

2

1 1
(e; In(a) +en ln(b))
=nln
2

Puisque 1 In(a) —— O et & In(b) ——— 0, on peut faire un développement asymptotique :
n n—-+oo n n—+oo

peut alors s’intéresser a

Ainsi :

1

—In(a 1 1 ~In 1 1
en1(>:1+_ln(a)+o<_> ot enl(b):1+—ln(a)+o<—>.
n n n n

Ainsi,

1+ =In(a) + 1+ ~In(b) +o (=)
U, =nln = 2" =

— nin (1 + % (In(a) + (b)) + o (%))
=n (L (In(a) + In(b)) + o (%)) en utilisant le DL de In(1 + u)

2n
_ In(a) + In(b) +o(1) In(a) + ln(b).

2 n—-+00 2

Par continuité de la fonction exponentielle :

In(a)+In(b) 1
ein — e 2 =ez @ — \/gp
n——+oo
Bilan :
n
va + %
( \/— ) Vab.
2 n—+oo
Exercice 17
1. Remarquons que
u e(n+1) v n+1)!
ntl — % et n+1:( ):7’L—|—1
Uy, ean Uy, n!
Puisque UZ“ —— +00, il existe un rang n, a partir duquel % > 2e% et finalement
n  N—+00 n
U 1w
V> no, n+1 < n+1l )

< -
U, 2 v,
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2. Remarquons que le résultat précédent s’écrit, puisque les suites sont a termes strictement

positifs :
Up41
Vn>mng, —— <
Un+1
, u 1
Montrons alors par récurrence que P, : « — < C (5
%

1\ "o .
e Pour n = ng, on constate que (5) = 1. Ainsi, en prenant C =

1u,

20,

n—ng
) » pour n = ny.

Uy . u.
2 on a bien = <
’U7L0 v’VL

n—m
C (%) ’ pour n = ng.
e Supposons la proposition P, vérifiée pour un certain n > ny. En utilisant la relation précé-
dente :
U lu 1 1\" "
mle-_ ¢ (—) par H.R.
Upse1 20, 2 2
Ainsi,
u 1 n+l—ng
n+1 < C (_)
Uni1 2

et P, est vérifiée.

Ainsi, pour tout n > ny, P, est vérifiée, et en multipliant par v,, > 0

1

vn = ng, un<0<2

n—ng
)

3. On peut alors conclure : pour tout n > ny
1

2

u

0< —<

°(

Un
1

2

Or,( ——— 0car —1<

)nfno
n—+o0o

. Unp,
lim
n%+w1m

c’est-a-dire

- _

>n—n0

1
5 < 1. Par encadrement, on peut conclure que

e =o(n!).

Corrigés des exercices bilans

Exercice 18
1. a) Soit n € N*. On calcule en développant :

n n

n

/ (a;—n)(n+1—x)dx:/ (n+ Dz —22—n(n+1) +nx)dz

n+1
/ (2n+1)x — 2% —n(n + 1)dx

22 3 n+1
= [(2n+1)?—§—n(n+1)w
:(2n+1)<n+1;2_n2— (n+1;3_n3—n(n+1)(n+1—n)

:W+M+3—(W+M+2)—M—Bn

6
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De méme :
n+1 1 n+1 9 1 1
" x " x x
n+1 n+1 n+1
d d
=(2n+1) / <o / dz —n(n + 1)/ —f par linéarité
n+1
= 2n+ 1) I(lel)]; ™ = W0 =+ 1) [
1 1
— 2n+1)(In(n+1)—In(n)) — (n+1—n) —n(n+1) (— 4 —)
n+l n
=—24+2n+1)(In(n+ 1) —In(n)).
b) Remarquons qu’en ré-écrivant la deuxiéme intégrale :
1
-2+ 2n+1)(In(n+1)—In(n)) =—2+2n+1)In (n + )
n

1
:—2—|—(2n+1)ln<1—|——>
n

1 1
:2<—1—|— <n+—>ln<1—|——>>.
2 n
Encadrons donc l'intégrale en question. Tout d’abord, pour tout z € [n, n+ 1], on a
r—mn>20 e (n+l)—2z>20 = (z—n)(n+1—2z) >0.

Par positivité de 'intégrale, on peut en déduire que

n+1 1
/ (—n)(n+1—-2)=dx >0
" x
De méme, pour x € [n, n + 1], on a, par croissance de la fonction carrée sur R et décroissance

de la fonction inverse sur RY :
9 9 1 1
n<r<n+l = n* <2 = —2<—2.
T n
Ainsi, pour tout = € [n, n+ 1] :
1 1
(x—n)(n—i—l—x); < (x—n)(n+1—x)§.
Par croissance de l'intégrale :

/ (x—n)(n+1)—x)1dx</ (as—n)(n—i—l—x)nidx

22 2
n n
L 1= =
) z—n)(n z m—6n2.
Ainsi,
n+1

1 1

0 < (x—n)n+1—2)=der < —

2 6n2

n

soit, d’apres le calcul vu précédemment :
o< (re (v du(ied)) <
< — n+—-|]In — < —.
2 n 6n2

1
12n2°

En divisant par 2 :

1 1
Oé—l—i—(n—i——)ln(l—l——) <
2 n
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2. Soit n € N*. On calcule « simplement » :

(n+1)"*1/n¥1

Tao e
T, ~ nWn
enn!

(n+ 1" /n+1 en!
entl(n+1)! n"/n
R s 3 TR
R

<n+1>" In+1 |

= e

n n

=<1+—> <1+—) e—1:—(1+—> .
n n (§] n

3. Montrons que les suites u et v sont adjacentes. Tout d’abord, elles sont bien définies car
x, > 0 pour tout entier n > 1.

Soit n € N*.
L1
s =t = ()~ TnCo,) = T (21
=ln| - (1 + —>
e n
1 1
=—1+ (n+—>ln(1—|——>
2 n
1
=—-1+ (n + 5) (In(n + 1) —In(n)).
Cette quantité, d’apres la question 1.b., est positive. Ainsi, la suite (u,,) est croissante.
B N 1 1
Un+1 Up = Up41 12n U, 12<n — 1)
B 1
~ e T e T o — 1)
- 1+<+1>(1(+1) In(n)) !
- ng ) T Ton(n—1)
Toujours d’apres la question 1.b. :
1 1 1

< 0.

1
T (" * 5) (n{n+1) =In(n)) = 570 =35 S 902 ~ Ton(n = 1)

Ainsi, la suite (v,,) est décroissante.

Enfin,

1
UV, — Uy = > 0.
12(n —1) notoo

Les suites (u,,) et (v,) sont donc adjacentes. Par théoréme, elles convergent et vers la méme
limite.
4. Notons A la limite commune de u et v. Mais alors, par continuité de exp sur R :

x, =e'n ——— e > 0.
n—-+0oo

En notant C' = e4, on en déduit que

Ty~ C = nl ~ C”nfz(,*(ﬁ)n\/ﬁ.
+oo +oo

e (&
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5. On utilise ’équivalent démontré a l'instant et celui rappelé dans I’énoncé. On a, par substi-
tution :

2n 2n
(2n)! ~ CV2n <—> .
+oo e
et par exponentiation :

(n))? ~ C?n <ﬁ>2n

400 e

et donc, par produit :
2m 21
(o) OV (T)
4n(n!)? +oo gncr2y, (%)2”

CV/2n2% e e?n V2
+oo HO2nne2n +oo Ch/n

Or,
(2n)! w ™

4m(n!)? 2 100 \ 4n

donc, par transitivité

V2T VT
CVn 2 + 2v/n

et donc, par limite : C = v27. On a donc bien démontré que

n! ~ \/%<g>n\/_: <%>n 27n |.

+00

= C ~ V27
+oo

Corrigés des sujets de concours

Sujet 1
1. a) 1 est racine de P. Par division euclidienne, P = (X — 1)(2X? — X — 1). Le trindéme
2X?% — X — 1 admet deux racines : 1 et —%. Finalement, par factorisation

2X3 —3X241=2(X-1)" <X+%> = (X —1)2(2X +1).

b) f est dérivable sur I, comme somme de deux fonctions trigonométriques dérivable sur I. La
fonction x — —x étant dérivable, car polynomiale, la somme u est bien dérivable sur I.
Pour tout x € I:

@) =2 cos(x L)
wie) = 3 (2 (@) + cosQ(x))
_ l?COSB(l‘) + 1 — 3 cos?(x) _ P(cos(x)
3 cos?(x) 3cos?(x)’

¢) D’apres la factorisation vue en 1.a., remarquons que P(z) est du signe de X + % Or, pour

tout = € I, cos(z) € [0, 1]. Donc pour tout x € I, cos(x) + % > 0 : ainsi v’(x) > 0 et ne s’annule
qu’en O : la fonction u est strictement croissante sur I.

d) Procédons de la méme maniére. g est dérivable sur I comme somme et quotient de fonctions
trigonométriques et constantes, dérivables sur I, dont le dénominateur ne s’annule pas (puisque
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cos(z) = —1, 2+ cos(z) = 1 > 0). Par somme, v est également dérivable et on a, pour tout réel
xel:
3 cos(x)(2 + cos(z)) — 3sin(z)(—sin(x))
B (2 4 cos(z))?
(2 4 cos(z))? — 6 cos(x) — 3 cos?(x) — 3sin?(z)
(2 + cos(x))?
4+ 4cos(z) + cos®(z) — 6 cos(z) — 3cos?(x) — 3(1 — cos?(x))

vi(z)=1

(2 4 cos(x))?
_ cos?(z) —2cos(z) + 1 _ Q(cos(x)
(2 4 cos(x))? (2 4 cos(z))?

en notant P(X) = X2 —2X +1= (X —1)2

e) Remarquons que P est toujours strictement positif, sauf en 1, donc v” est strictement positive,
sauf en 0 : v est strictement croissante sur 1.

f) Utilisons ce qu’on a démontré précédemment. u est strictement croissante sur I, donc

Veel, u(x)> Pr%u(t) =0 < f(z)—x>0.

—

De méme, v est strictement croissante donc
Veel, v(x)> }/in%v(t) =0 < z—g(x)>0.

H

En réunissant ces deux résultats :

Veel, gr)<z<f(x).

2. a) On utilise simplement 1’énoncé et les formules d’addition :
( m ) <7T 77)
cos|— ) =cos|——=
12 4 6
T T T T
= COoS <—> oS (—) + sin (—) sin (—)
4 6 4 6

VBB VBl VE40B
PR

. ( 7T> . <7r 71')
sSin|— ) =sin|———
12 4 6

= sin (g) cos (%) o8 (%) sin (%)
_V2VE VAl VB-va
22 22 4

on () = S2lig) _ V- v2

12

cos (1) V6 +2

12

(V6 —v2)(V6—Vv2)
(V6 +v2)(v6 - V2)

8 —2v/12
=— = V3

b) Appliquons l'inégalité 1.f. en x = % el

soit

NG
36m <7T<2\/6—2\/§+8—4\/§‘
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Une remarque : cela donne ’encadrement
3,1415099936 < 7 < 3,1423491305
3. a) On part de la formule d’addition. Soit 6 € R.
cos(26) = cos(f + 0) = cos(f) cos(#) — sin(f) sin(0)

= cos?(f) — sin®(0) = (1 — sin?(#)) — sin®(0) = 1 — 2sin?(h).

Remarquons alors que

T
=2X .
3 x2n 3 x 2ntl
Ainsi :
b, = cos (2 T
_ . 2 _ 2
= 1 —2811’1 (W) = 1 —2an+1.
.. 2 1-b,, . T ..
Ainsi, a; | = — et puisque pour tout n, 0 < e < 57 Ont1 > 0. Ainsi
1—5,
a = .
n+1 )

Par I'identité fondamentale de la trigonométrie :

1—-b, 1+0,
arp +bh =1 = b =1—ap,=1— 5~ 9 -
. s T
Or, puisque 0 < T S g b,.1 > 0 et donc
J
b1 = -,
n+1 )
b) Soit n € N. On applique I'inégalité vue en 1.f, pour le réel x = aoan € I:

(57) <77 < onw)
I\3x2n) S 3x2m 3xon)

On calcule :
7T _ 3Sin(3:2n) _ 3a,,
g<3><2”>_2_|_cos<3x%>_2+bn
f< T >:1<2sin< T )—i—tan( T ))
3 x 2" 3 3 x 2n 3 x 2"
:l(Qan—i-a—n)
3 b,
Ainsi,

ap,

S <= <1 2a,, +
2+b, 3x20 "3\ T

n

ou encore, en multipliant par 3 x 2" :

an an
gxom—" <x<2(2a,+-2).
240

n

c¢) Puisque 3 0, on a

X 2™ n—+o0
™

n Y
+oo 3 X 21 n—+oo
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Par somme, 2 4+ b, —— 3. Par équivalent :

n—+oo
T
2%q, ~ — ——— —.
+o0o n—4oo 3
Par produit de limites :
Gy, T
9 x 2n > 9 X =7
2+, notoo 3x3
De méme
o (90, +22) —oxamg, 4 20n o T
a — | =2 x2"% -+ - =
n bn n bn n—+oo 3 3 T

d) On applique la relation précédente, et on calcule dans que la différence entre les bornes est
supérieure a e.

<[> Code Python

from numpy import sqrt

def h(e):
k=0
a =sqrt(3) / 2
b=1/2

while ((2**k)*(2*a+a/b) - 9*(2**k)*a/(2+b))>e:
a = sqrt((1-b)/2)
b = sqrt((1+b)/2)
k = k+1

X = (2**k) *(2*a+a/b)

return (x, k)

e) On applique simplement la fonction précédente :

<[> Code Python

def evolution(p):
res = [] # On initialise une liste vide
for i in range(1,p+1):
res.append(h(10**(-1))[1]) # Juste le nb d'itération
return res

Avec les tableaux numpy :

<[> Code Python

import numpy as np
def evolution(p):

res = np.zeros(p) # On initialise tous les coeffs a 0
for i in range(1,p+1):

res[i-1] = h(10**(-1))[1] # Attention au décalage
return res

f) On constate lorsqu’on a obtenu une précision de 10716, ce qui se fait en seulement 13 itérations,
en réalité on a obtenu une bien meilleure précision.
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