Chapitre

Applications linéaires

Résumé

2y difficile. Il sera approfondi 'année prochaine.

@E chapitre est trés important et tombe régulierement au concours. Il est abstrait, mais pas
doit étre maitrisé dans son ensemble.
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

(@ Savoir montrer qu'une application est linéaire ............ ... ... i O
@ Savoir déterminer le noyau d’'une application linéaire ............. ... ... .. .. .. ..., ]
® Savoir déterminer I'image d’une application linéaire ............ ... ... . ..o .. ]
@ Savoir démontrer qu'une application linéaire est injective, surjective, bijective.......... O
® Connaitre la définition et les propriétés d’un projecteur...............ccoiviivineeann... O
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I. Applications linéaires

1. Définition
Définition 20.1.

Soient E et F' deux espaces vectoriels. On appelle application linéaire de F dans F toute
application f: £ — F telle que

o V (z,y) € B f(z +y) = f(z) + fy)
e VzeE VY NeR, f(Az) = Af(x)

Exemple 20.1
Soit f : R? — R? définie par

fi(zy) — (z—y,xz+y).

Alors f est une application linéaire.

Solution
Soient a = (z,y) et b = (2’,7’) deux éléments de R?, et A\ € R. Alors :

fla+b)=flz+a",y+y)
=((z+2)—=(y+y),(@+2)+(y+y))
=@@—y+2 -y, z+y+a +y)
=@—yz+y) + @ —y,2"+y) = fla) + f(b)
et

f(Aa) = f(Az, \y)

= (Ax — Ay, Az + \y)

=Nz —y,xz+y) = Af(a).

Ainsi, f est linéaire.

Notation
L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté £(E, F).

Définition 20.2.

e Si F=F,etsi f: E— E est une application linéaire, on dit que f est un endomor-
phisme.

e Si F=R,etsi fe L(ER), ondit que f est une forme linéaire. L’ensemble des
formes linéaires sur F est appelé le dual de E, et est noté E* = £(E,R).

2. Propriétés

‘ Propriété 20.1. ’
Soient E et F deux espaces vectoriels, et f: E — F une application linéaire. Alors f(0g) =
0p.
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Démonstration
Si f est linéaire, alors pour tous z et y dans F, f(x+y) = f(x)+ f(y). Prenons x = y = Op.
Alors f(0g+0g) = f(0g) + f(0g) et donc f(0g) = 0p.

Proposition 20.2.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f : £ — F une application.
Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est linéaire de F dans F.
2. Pour tous n € \{0,1}, (x1,...,xz,) € E™ et (A,..., A,) € R"

f( AZ:@) ZAf
=1

3. Pour tous (z,y) € E? et A € R, f(\ =M (2) + f(y).

Démonstration
Nous allons montrer que 1 = 2 — 3 = 1 ce qui garantira I’équivalence.

e L’implication 1 = 2 se montre par récurrence sans difficultés.
e Supposons que le point 2 est vrai. En prenant n = 2,2, = 2,25 =y, A\; = Aet Ay =1,
on obtient le point 3. Ainsi 2 = 3.
e Supposons que le point 3 est vrai. On montre les deux propriétés en deux temps :
— Si (z,y) € E?, on applique la propriété 3 en prenant A = 1; on obtient f(z+y) =
F(@) + f(y).
— Sixz € Fet A € R, en appliquant I’hypotheése avec y = 0p, on obtient f(\) =

A(x).

Et donc f est linéaire. Ainsi 3 = 1.

1
g I M¢éthode
I
1 Pour montrer qu'une application f est une application linéaire, on prendra x et y dans F,
| A €R, et on montre que f(Az 4+ y) = Af(z) + f(y).

Exercice 20.2
Soit f: My 1 (R) — My ;(R) définie pour tout (a,b) € R? par

(()=(2)

Montrer que f est une application linéaire.

Solution

En effet, si A = ( “ ) et B= ( by ),etsi/\GR,alors
as by

Aay + b

Aaq +b 2 2
oaen=5((2))=( )

1 1
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a9 b2 )\CLQ‘FbQ
)\f(A)—i-f(B)—)\(O)—i—(O)—( 0 )
ay by Aaq + by

Donc f(AMA + B) = Af(A) + f(B) : f est une application linéaire.

et

I's Ezxercice 1.

3. Exemples classiques

On dispose d’applications linéaires classiques :

o L’application idp:| E — FE est un endomorphisme appelé identité de FE.

r H—
o L’application Op p:|E — F estuneapplication linéaire, appelée application nulle
z — Op

de F dans F.
e Soit a € R. L’application f,: | F — FE est un endomorphisme, appelée homothé-

r H— oax

tie sur F de rapport «.
« L’application transposée, définie par A — AT = *A, vue dans le chapitre 17, est une
application linéaire de 91, ,(R) dans M, ,,(R), et est un endomorphisme de M, (R).

Exercice 20.3

Démontrer que f : ‘ R, [X] R, [X] est un endomorphisme,et ®: | €%([a, b]) — R
P

.
/ b
- X ;o= [ra

est une forme linéaire sur €°([a, b]).

Solution

Remarquons tout d’abord que, si P € R, [X], alors P’ est de degré n — 1 au maximum,
et donc XP’ est de degré n au maximum : XP’ € R, [X]. De méme, si f € €°([a, b)),
o(f) eR.

Montrons que les deux applications sont linéaires. Soient (P, Q) € R,,[X]? et A € R. Alors

FOP+Q)=X(\P+Q)
= X (AP’ + @Q’) par linéarité de la dérivation
= AXP' + XQ' = \f(P)+ f(Q).
Ainsi, f est linéaire de R,,[X] dans lui-méme : ¢’est un endomorphisme de R,,[X].
Soient f et g deux éléments de C%([a, b]) et A € R. Alors

b
20 +9) = [ (O +9) (0

a

b
_ / AF(E) + g(t) i

b b
= )\/ f(t)dt + / g(t)dt par linéarité de l'intégrale
= A(f)

+ ®(g).

® est donc linéaire de €°([a, b]) dans R : c’est une forme linéaire sur €%([a, b]).
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Il. Operations sur les applications linéaires

1. Linéarité

Proposition 20.3.

Soient E et F'deux espaces vectoriels, et f et g deux applications linéaires de £(FE, F'). Soit
AeR.
Alors Af + g est également une application linéaire.

Démonstration
Soient x et y deux éléments de F, et o € R. Alors
(A +9g)(ax +y) = Af(ax +y) + glax +y)
= A af(x)+ f(y) + ag(z) + g(y) car f et g sont linéaires
=a(Af(z)+9(@) + Af(y) +9(y)
=aAf+9)(@)+ (A +9)(y).

Ainsi, Af + g est linéaire.

‘ Conséquence 20.4. ’

Si E et F'sont deux espaces vectoriels, alors £(E, F') est un sous-espace vectoriel de & (E, F').
Il en est de méme pour £(E) et E*.

Démonstration

La stabilité par somme et multiplication par un réel a été faite a la proposition précédente.
Enfin, la fonction nulle est une application linéaire, donc £(FE, F') est non vide.

2. Restriction d'une application linéaire

Définition 20.3.

Soient F et F deux espaces vectoriels. Soient G un sous-espace vectoriel de F, et H un
sous-espace vectoriel de F. Soit f € £L(E, F) telle que f(G) C H.

On appelle restriction de f aux sous-espaces vectoriels G et H I'application
fle:|l¢ — H

IT s’agit d’une application linéaire de G dans H.

Considérer la restriction de f a G revient a ne regarder que les images des vecteurs de G par f.
Le fait que f(G) C H permet de restreindre I'intervalle d’arrivée & H au lieu de F.

Démonstration

L’application f|g est bien définie puisque, pour tout x € G, f]g(a:) = f(x) € H par
hypothese. Si (z,y,\) € G? x K, alors Az +y € G (puisque G est un s.e.v de E ). Comme
f est linéaire, on a

flg Mz +y) = FOz +y) = M(@) + fly) = MG () + A5 ).

Ainsi f|g est linéaire de G dans H.
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3. Composition

Proposition 20.5.

Soient E, F'et G trois espaces vectoriels. Soient f € L(E, F) et g € L(F,G).
Alors g o f € L(E,G).

Démonstration

Soient z,y € E? et A € R. Alors, en utilisant respectivement la linéarité de f puis de g :

gof(Ar +y) =g(f(Az+y)) = g\ f(z) + f(y) = Ag(f(x)) + g(f(y)) = Ago f(x) +go f(y)

Rappelons les propriétés de la composition :

Propriété 20.6.

Soient E, F et G trois espaces vectoriels. Soient (f,f;,fs) € L(E,F)3 et (g,91,92) €
L(F,G)3 et A € R. Alors

s (g1t ga)ef=giof+g20f,

e go(fitfo)=gofitgeofo

 la composition n’est pas commutative : en général, go f # f o g (qui n’a parfois pas
de sens),

o la composition est associative : si h € £(H,I) (avec I un espace vectoriel, alors
ho(ge f) = (hog)o f, noté en général hogo f. Cette application est également linéaire.

Une derniére propriété utile quand les applications sont linéaires :

Proposition 20.7.
Soient (f) € L(E,F) et (g) € L(F,G) et A € R. Alors

Agof=(Ag)of=go(Af)=go(fo(Ndg)) = (go f)e (Nidg)

c’est-a-dire

VeeE, M(f(x)=Ag)(f(x)) = g(Af(x)) = g(f(Az)).

4. Polynéme d’endomorphisme

a. Puissances d'un endomorphisme

Définissons la notion de puissance d’endomorphisme :

Définition 20.4.

Soit E un espace vectoriel, et f € £(E). On dispose f* = idg, f' = f et, pour tout entier
p N,
Jr=fofo.of.
——

p fois

Attention
I1 ne faut pas confondre fP(x) = (fo...o f)(z), et (f(x))? = (f(x)) x (f(z)) X ... x f(x), qui

n’a pas de sens en général dans un espace vectoriel.

La puissance d’un endomorphisme vérifie les propriétés usuelles :
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Propriété 20.8.
Soient E un endomorphisme, et f € £(E). Soit (p,q) € N2. Alors
fPo f1= fPta = fao P,
Si g€ L(FE) commute avec f (c’est-a-dire fog=go f), alors (go f)" = g™ o f".

Attention

La derniére propriété n’est valable que si f et g commutent.

On dispose enfin de la formule du bindme de Newton :

Proposition 20.9. Formule du bin6me de Newton

Soient E un espace vectoriel, et (f,g) € £(E)? tels que f et g commutent. Alors, pour
tout entier n € N

(Fror =3 (Z) frogh=3 (Z) frtegh,

k=0 k=0

Démonstration

La preuve a déja été faite dans le cas des matrices, le raisonnement est le méme ici.

Exercice 20.4
Soit f : R® — R3 définie par f(x,y,2) = (z + 2,y + 2,2). On note g = f — idgs. Montrer
que g2 = Ogs, puis déterminer f™ pour tout entier n.

Solution
Il faut tout d’abord montrer que f est un endomorphisme. On démontre rapidement que f
est linéaire : soient u = (z,y,2) € R?, v = (2/,y/,2') € R® et A € R. Alors
fOu+v)=fAz+2" y+y, Az+2)
=M+ + 2+ y+y + A2+ 2 2+ 2)
=NMax+2)+ @ +2),\Ny+2)+ @ +2), 2+ 2)
=Nr+z,y+z,2)+ @ +2y +2,2)=Nf(u)+ f(v)
Ainsi, f est linéaire de R? dans R? : c’est un endomorphisme de R3.
Pour tout (z,y, z) € R3,

g(.’E, Y, Z) = f(i) Y, Z) - <$7 Y, Z) = (Z7 Z, O)
Remarquons alors que
g*(z,y,2) = g(z,2,0) = (0,0,0).
Ainsi, pour tout k > 2 et (z,y, 2) € R3, ¢*(z,y,2) = (0,0,0).

Appliquons alors la formule du binéme de Newton. On constate que f = idgs + g et g et
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idgs commutent (car idgs commute avec tout endomorphisme). Pour n > 2 :

n n L
fn = Z (ki) gkidR3k

k=0
Y\ o LANFENE S LA
= + +
—————
—0Og3
= idgs + ng

Ainsi,
Vn>2 V(x,y z2) €ERE fi(x,y,2) = (2,9,2) + n(z,2,0) = (x +nz,y + nz,2).

On remarquera que ce résultat est valable pour n =0 et n = 1.

b. Polynémes d'endomorphisme

On peut désormais définir la notion de polyndémes d’endomorphisme :

Définition 20.5.

Soit E un espace vectoriel. On appelle polynéme d’endomorphisme tout endomorphisme
de E s’écrivant sous la forme P(f), ou P est un polynoéme, et f € £(E).

n
Si P= Y a, X%, avec (ag, ...,a,) € R*" alors
k=0

P(f) =aoidE+a1f+...+anf”=iakfk.
k=0

On dit alors que P(f) est un polynoéme en f.

Exemple 20.5
Si P=X2%—1, alors P(f) = f? —idg.

Les polynomes d’endomorphisme vérifient les mémes propriétés que les polynémes de matrices :

Proposition 20.10.
Soit E un espace vectoriel. Soient P et () deux polynémes, o € R et f € £(E). Alors
(aP+Q)(f) =aP(f) +Q(f) et (PQ)(f)=P(f)°Q(f)=Q(f)P(f)

Si f et g sont deux endomorphismes de F qui commutent, alors tout polynéme en f
commute avec tout polynoéme en g.

Démonstration

I1 suffit de calculer. La démonstration est laissée en exercice.

c. Polynéme annulateur

On dispose de la méme définition que pour les matrices :

Définition 20.6.

Soient E un espace vectoriel, et f € £(E). On dit que P est un polyndéme annulateur de
fsi P(f) est 'endomorphisme nul 0.
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Exemple 20.6
Soit f : R? — R? définie par f(z,y) = (z,—y). On remarque que
YV (z,y) € R?, f2(z,y) = (2,y).

Ainsi, pour tout (x,y) € R% (f? — idg2)(z,y) = (0,0) : le polynéme X? — 1 est donc
annulateur de f.

Connaissant un polynéme annulateur, on peut en déduire 'expression de f™ pour tout entier n,
en utilisant la division euclidienne, comme nous ’avions fait sur les matrices.
5. Projecteur

On va régulierement rencontrer un certain type d’endomorphisme, trés important : les projec-
teurs.

Définition 20.7.

Soient E un espace vectoriel, et p € £L(F). On dit que p est un projecteur si et seulement
sipop=np.

M¢éthode

Pour montrer qu’une application p est un projecteur, on démontre
e que p est un endomorphisme,
e Dpuis que pop = p.

Exemple 20.7
Montrer que f: R? — R? définie par f(z,y) = (z,0) est un projecteur sur R2.

Solution

Tout d’abord, montrons que f est un endomorphisme de R2. Soient v = (x,y) et v = (2/,y")
deux éléments de R? et A € R. Alors

fQu+v)=fAz+ 2", y+9)
= (Az+27,0) = A(2,0) + (2/,0) = Af(u) + f(v).
Ainsi, f est un endomorphisme de R?. On constate alors que, pour tout (z,y) € R? :
fof(aj’y) = f(f(xvy)) = f(l‘,()) = (l‘,O) = f(xvy>
Ainsi, fo f = f: f est bien un projecteur de R?.

Exercice 20.8
Montrer que p : R® — R3 définie par p(z,y,2) = (22 + 3y — z,—x — 2y + 2, —x — 3y + 22)
est un projecteur de R3.
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Solution
On montre rapidement que p est un endomorphisme de R3. Enfin, pour tout (z,y,z) € R3 :
pep(r,y,z) = p(p(z,y, 2))
=p2x+3y—z,—x—2y+z,—x — 3y + 22)
=2rx+3y—z,—x—2y+z,—x — 3y + 2z2)

Ainsi, pop = p et p est un projecteur.

Remarque
Puisque p o p = p, on en déduit que p? —p = O, c’est-a-dire que X2 — X est annulateur de
p.

I11. Noyau, image

1. Noyau d'une application linéaire

Définition 20.8.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € £(E, F). On appelle noyau de f, et on note
Kerf, le sous-ensemble de E défini par

Kerf ={z € E, f(z) =0z}

Théoréme 20.11.

Soient E et F'deux espaces vectoriels, et f € £(FE, F). Alors Ker f est un sous-espace vectoriel
de F.

Démonstration
Puisque f(0g) = 0, on a déja 0y € Kerf. Ensuite, si z et y sont deux vecteurs de Kerf, et
si A € R, alors
fQx+y) = A(z)+ f(y) = AN0p+0p=0p
@ et y dans ker f
donc Az + y € Kerf : Kerf est bien un sous-espace vectoriel de E.

1

g I Méthode

I

I Pour déterminer le noyau d’une application linéaire, on résout ’équation f(x) = 0p d’in-

1 N s N N
1 connue z. On se ramene en général a un systeme.

Exercice 20.9

Déterminer le noyau de I'application linéaire de I'exercice 20.2.
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Solution
a @2 x
Sif(( ! )): 0 7alorsX:( ! >€Kerfsietseulementsi
(5] T
ay
To 0
fX)= 0 [=]0
Ty 0
ce qui donne le systeme
Ly = 0
0 =0 «d® =% Lx_0,
T 0
ry = 0

Donc, Kerf = {0g}.

Théoréme 20.12.

Soient E et F' deux espaces vectoriels, et f € L(E,F). f est injective si et seulement si
Kerf = {OE}

Démonstration

Supposons f injective. Soit z tel que f(z) = O alors f(z) = f(0g). Par injectivité de f,
x = 0g. Donc Kerf = {0g}.

Réciproquement, supposons que Kerf = {0g}. Soient x et x’ tels que f(x) = f(z’). Par
linéarité de f, f(x —z’) = 0p. Puisque Kerf = {0g}, alors x — 2’ = 0, c’est-a-dire x = 2’ :
f est injective.

2. Image d'une application linéaire

a. Image d'un sous-espace vectoriel

Proposition 20.13. Image d’un s.e.v par une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels. Soient f € £(E, F) et E’ un sous-espace vectoriel de
E. Alors f(E') ={f(z), z € E'}, 'image de E’ par f, est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration
Puisque E’ est un s.e.v. de E, O € E’. Ainsi, f(0g) € f(E’), c’est-a-dire 0p € f(E").
Soient u et v deux éléments de f(E’), et A un réel.
o Puisque u € f(E’), il existe x € E’ tel que u = f(x).
o De méme, il existe y € E’ tel que v = f(y).
Mais alors, par linéarité de f :

Au+v=A(z)+ f(y) = f(Az +y)
et puisque E’ est un sous-espace vectoriel de E, Az +y € E’, et finalement \u+v € f(E’).

On dispose d’un résultat plus intéressant si E’ est un sous-espace vectoriel engendré par une
famille :

Proposition 20.14. qﬂ

A. Crouzet 12 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 20 — Applications linéaires Maths. approfondies

Soient E et F' deux espaces vectoriels. Soient f € £L(E, F) et (eq,...,e,) une famille de E.
Alors
f(Vect(ey, ... e,)) = Vect (f(er), .., f(en)) -

Démonstration

Soit y € f(Vect (ey,...,e,)). Il existe z € Vect (e, ..., e,) tel que y = f(x). Par définition,
n

il existe (A\q,..., \,) € R™ tel que x = > \;e,;. Ainsi, par linéarité,
=1

(2

Y= f(e)= f (Z A) = Afles) € Veet (F(er) o f(en)
=1 =1

Ainsi f(Vect (eq,...,e,)) C Vect (f(eq),..., f(e,)).
Réciproquement, soit y € Vect (f(e;), ..., f(e,)). II existe alors (pq, ..., 1,) € R™ tel que

y = > u;f(e;) et donc, puisque f est linéaire, on a
i=1

y=1r (Z Mi€i> .
i=1

Or > p,e; € Vect (eq, ..., e,) donc y € f(Vect (eq,...,¢e,)).
i=1
Par conséquent Vect (f(eq),..., f(e,)) C f(Vect (eq,...,e,)). D'ou I'égalité.

b. Image d'une application linéaire

Définition 20.9. Image d’une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € £(E, F). On appelle image de f, et on note
Im f, le sous-ensemble de F' défini par

Imf={yeF,3zckE, y=f(z)} = f(E)

Théoréme 20.15.

Soient E et F'deux espaces vectoriels, et f € £(FE, F'). Alors Im f est un sous-espace vectoriel
de F. Si B = (eq,,e,) est une famille génératrice de E, alors

Imf = VeCt<f(€1>7 ) f(en))

Démonstration

Puisque 0y = f(0g), on a O € Im f. Soient a et b deux éléments de Im f, et A € R. Puisque
a et b sont dans Im f, il existe x et y dans E tels que

a=f(z) et b= f(y)
Mais alors
Aa+b=A(z)+ fly) = [fAz+y)

linéarité de f
Donc Aa + b s’écrit f(z) pour un certain z € F : Aa+ b € Im f. Im f est donc bien un
sous-espace vectoriel de F.
Le deuxiéme point découle de la proposition 20.14
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| Méthode

: Pour déterminer Im f, si on dispose d’une famille génératrice, on utilise le point précédent.
: Sinon, on résout f(x) = y d’inconnue z et on détermine a quelles conditions ’équation
I

admet au moins une solution.

Exercice 20.10

Soit f : R® — R3 définie par f(z,y,2) = (22 —y + 32,2 — 2y, —x — 2y — 42). Déterminer
Im f.

Solution
On démontre rapidement que f est un endomorphisme de R3. Déterminons Im f.

Premiére méthode : (a,b,c) € Im f si et seulement s’il existe (z,y,2) € R3 tel que
f(z,y,2) = (a,b,c). Alors

20 — y+3z=a 2c — y+3z=a L,

T —2y =b <= —3y—32=2b—a Ly 2L,— 1L,
—r—2y—4z=c —dy—952=2c+a L3+ 2L3+ 1L,
20 — y+ 3z =a
& — 3y — 3z =2b—a

0:8a—10b+66 L3<—3L3—5L2
Ce systeme admet au moins une solution si la derniére condition est vérifiée.
Ainsi, (a,b,c) € Im f si et seulement si 8a — 10b 4 6¢ = 0, c’est-a-dire ¢ = —ga + gb.

Finalement,

Im f = {(a,b,c) € R? 8a—10b+ 6¢c = 0}
4 )
= {(a,b,—ga—l— §b> , (a,b) € RQ}

= Vect ((1,0, —%) , (0, 1, g)) = Vect ((3,0,—4), (0,3,5))

Deuxiéme méthode : (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) est une famille génératrice de R3. Ainsi
Im f = Vect (f(1,0,0), f(0,1,0), £(0,0,1))
= Vect ((2,1,—1),(—1,—2,—2),(3,0,—4))
La famille est liée, puisque 2(2,1,—1) + (—1,—2,—2) = (3,0, —4). Ainsi,
Im f = Vect (2,1, —1), (—1,—2,—2))

Théoréme 20.16.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € £(E, F). Alors f est surjective si et seulement
silmf=F.

Démonstration

Par définition, f est surjective si et seulement si f(E) = F. Or, par définition, f(F) = Im f.
Donc f est surjective si et seulement si Im f = F.
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Théoréme 20.17.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € £(E,F). Alors f est bijective si et seulement
si Kerf = {0g} et Im f = F.

Méthode

Pour montrer qu’une application linéaire f : E — F est bijective, on montrera que Kerf =
{0z} et que Im f = F.

Exercice 20.11
Soit f: My 1 (R) — My 1 (R) lapplication définie par

A0))-05)

est bijective.

Solution

[ est bien linéaire (c’est un endomorphisme de 91, ; (R). Déterminons noyau et image.

e Soit X = ( le ) € Kerf. Alors

0=(§)+ (2)=(3) ros
ainsi, Kerf = {( 8 )} et f est injective.

 Premieére méthode : on utilise la base canonique de 9, ;(R). Soit e; = ( é ) et

ey = ( (1) ) la base canonique de 91, ;(R). Alors,

fe=(9)=er e sten=(5) =2

La famille (2e;,e5) est libre (car les vecteurs ne sont pas colinéaires) donc forme une
base de Im f :

Im f = Vect(2e;,e5) = Vect(eq, e2) = My 1 (R)
Ainsi, f est surjective.

Deuxiéme méthode : soit ( Z) € Im (f). 1l existe donc (;) € My (R) tel que

T a , < .
f((y)) = (b),CQSt—a—dll“e
2y=a r=1>
<~ a -
x =b yz;

Ainsi, tout élément de M5 ; (R) admet au moins un antécédent (et en réalité, ce qu'on
vient de faire montre qu’il y en a exactement un). L’application linéaire f est donc
surjective.

Bilan : f est bien bijective.
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Définition 20.10.

Soient E et F deux espaces vectoriels.
o Si f € L(E,F) est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E sur F.
o Si f € L(F) est bijective, on dit que f est un automorphisme.
o On note Isom(F, F') 'ensemble des isomorphismes de E dans F, et Aut(E) ou GL(E)
I’ensemble des automorphismes de FE.

Théoréme 20.18.

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f € Isom(E,F). Alors f~! est également une
application linéaire et f~! € Isom(F, E).

Démonstration
Soient x,y deux éléments de F et A un réel. Puisque f est bijective, il existe un unique a € F
tel que f(a) = x et un unique b € E tel que f(b) = y. Donc f(Aa+b) = Af(a)+ f(b) = Az+y
donc, par unicité de bijectivité de f, Aa +b = f~1(\f(a) + f(b)), c’est-a-dire

AfH@) + ) = e +y)

f~1 est bien linéaire.

Remarque

A partir d’un polynéme annulateur, on peut déterminer rapidement I’application réciproque
si elle est bijective.

Par exemple, si f € £(F) vérifie f2 —2f +idg = O, alors
Ainsi, f est bijective et f~1 = —f + 2id .

On définit alors la notion d’espaces vectoriels isomorphes :

Définition 20.11.

On dit que deux espaces vectoriels E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de F
sur F.

I’ Exercices 4, 5, 6, 77 et 7.

3. Cas des projecteurs

Dans le cas des projecteurs, on dispose de propriétés importantes :

Proposition 20.19.

Soient F un espace vectoriel, et p un projecteur de E. Alors
+ Ker(p) NImp = {0z},
e idp — p est également un projecteur de E,
e Im(p) = Ker(idg — p) et Ker(p) = Im (idg — p).

Démonstration
e Soit z € Ker(p) NIm (p). Alors, il existe y € E tel que = = p(y), et alors p(x) =
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p%(y) = p(y) car p est un projecteur. Or, p(z) = O puisque x est dans le noyau de p,
donc p(y) = 0p, c’est-a-dire z = 0.

e En calculant :

(idg —p) o (idg —p) = id} —idgop —peidg +p*> =idg —p—p +p = idg — p.

e Montrons le premier cas. Le deuxiéme s’en déduit en appliquant le premier au pro-

jecteur idg — p.

— Soit = € Im (p). Il existe y € E tel que x = p(y). Mais alors

(idg —p)(z) =idg(z) —p(z) =2 —p*(y) =2 —p(y) =v —2 = 0p.

Ainsi, z € Ker(idg — p).

— Réciproquement, soit € Ker(idg — p). Alors (idg — p)(z) =  — p(x) = O,
c'est-a-dire = = p(x) : x € Im (p).

Par double inclusion, Im (p) = Ker(id; — p).

IVV. Applications linéaires et bases

On dispose de résultats importants liant application linéaire et base, dont un résultat important :
une application est uniquement déterminée par I'image d’une base de I’espace de départ.

est une base de F.

Lemme 20.20.
Soient f € L(E,F) et (eq,...,€e,) une famille de F.
o Sila famille est génératrice et si f est surjective, alors (f(ey), ..., f(e,)) est une famille
génératrice de F.
o Sila famille est libre et si f est injective, alors (f(e;), ..., f(e,)) est une famille libre
de F.
o Si la famille une base et si f est un isomorphisme de E dans F, alors (f(ey), ..., f(e,))

Démonstration
« Supposons que (e, ..., €,,) est génératrice et que f est surjective. Le résultat sur I'image
de f garantit que (f(eq),..., f(e,)) engendre Im (f), et Im (f) = F par surjectivité.
e Supposons que (e, ..., e,) est une famille libre de E et que f est injective.
n

Soit (Aq, ..., A,) € R™ tel que > A\, f(e;) = 0. Comme f est linéaire, on a f (Z )\iei> =
=1

0, c’est-a-dire > \e; € Ker(f).
i=1

i=1

n

Puisque f est injective, on a Ker(f) = {0} et donc > \;e; = 0. Enfin, puisque

i=1

(eq,...,€,) est libre, on en déduit que \; = ... = \,, = 0 : ainsi (f(e1),..., f(e,)) est

une famille libre de F.

e Le dernier point est une implication des deux premiers points.

On peut alors en déduire le résultat fondamental, sur lequel nous reviendrons plus tard :

Théoréme 20.21. Caractérisation par I’image d’une base

Soit E un espace vectoriel, admettant une base (eq, ...

(v1,...,v,) une famille de vecteurs de F.

,€,). Soient F un espace vectoriel, et

I existe une unique application linéaire f de E dans F telle que, pour tout i € [1, n],

A. Crouzet
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fle) =v;:
f: EF — F
n n
=), x5 > T,0;
i=1 i=1

Ainsi, une application linéaire de E dans F est entierement définie par la donnée des images des
vecteurs d’une base de E.

Démonstration

Démontrons ’existence. On introduit, comme proposé dans le théoreme, 'application

f: F — F
n n
=) x;€6; H— v,

i=1 =

=1
Il s’agit d’une application de E dans F puisque F est un espace vectoriel. Montrons qu’elle
est linéaire.

n n n
Soit \e R,z =Y we; € Eety=> ye; € E.Onalr+y=>, (A\r; +vy;)e; € E donc
i=1 i=1 i=1

n n n

fAz +y) :Z()\xi‘i‘yi)vi :)‘invi"i'zyivi = A(z)+ f(y)

i=1 i=1 i=1
f est donc linéaire.
Enfin, si i € [1, n], alors on peut écrire

67;:O‘el+...+0‘€i71+1‘€i+0‘€i+1+...+0‘€n

et donc
f(ei):0'1)1—{—...-1-0-11@'_1—i—l-vi—l—O‘viH—{—...—l—O'vn:vi

L’application f existe donc bien.

Montrons 'unicité. Supposons qu’il existe deux applications linéaires f et g de E dans F

telles que, pour tout i € [1, n], f(e;) = v; = g(e;).

Soit # € E. Puisque (eq,...,e,) est une base de E, il existe (zq,...,z,) € R" tel que
n

x =Y, z;e;. On a donc, par linéarité de f et de g,
i=1
n n n
flz) = inf<€i) = invi = Zl’ig (e:) = g(z)
i—1 i—1 i—1
Ainsi f et g coincident sur E. D’ou 'unicité.

On dispose d’un résultat complémentaire suivant de la famille (v;, ..., v,,)

Proposition 20.22.

On reprend les notations du théoreme précédent.

o fest injective si et seulement si (vy, ..., v,,) est une famille libre de F.
o f est surjective si et seulement si (vy,...,v,,) est une famille génératrice de F.
e fest un isomorphisme si et seulement si (vq, ..., v, ) est une base de F.
Démonstration
o Si festinjective, alors le lemme précédent entraine que (vq, ..., v,,) = (f(e1), ..., f(en))
est libre.
Réciproquement, supposons la famille (vy, ..., v,,) libre et montrons que f est injective.
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n n n
Soit x = > w;e; € Ker(f). On a alors 0 = f(z) = > x;f(e;) = D x;v;.
Comme (lvll,...,vn) est libre, on en déduit que :L'i = .=, Zzl 0. Ainsi z = 0 et
finalement Ker(f) = {0} : f est injective.
o Si festsurjective, alors le lemme précédent entraine que (vq, ..., v,) = (f(e1), ..., f(e,))
est génératrice.
Réciproquement, supposons (vy, ...,v,,) est génératrice et montrons que f est surjec-

tive.
n

Soit y € F = Vect (v, ... ,v,,) I existe alors yq, ..., y, tel que y = >_ y;v;,. On a donc,
]

(2
n
par linéarité, y = > v, f(e;) = f(Z?ﬂ yiei) € Im (f). Ainsi, F = Im (f) et f est
— =
surjective. ’
e Le troisieme point découle immédiatement des deux points précédents.

On en déduit enfin un théoreme important :

‘ Conséquence 20.23.

Soient E et F deux espaces vectoriels, tels que £ admette une base.

Si f et g sont deux applications linéaires de E dans F' qui coincident sur cette base, alors
elles sont égales.
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Exercices

Exercices

Applications linéaires

000 Exercice 1 Linéarité (20 min.)

Les applications suivantes sont-elles linéaires 7 Si oui, le démontrer rigoureusement.

Ty

o f1:9M5,(R) — My 1 (R) définie par f, L2 - ( 2;11_52 )
s 2 3
Ly 22

o fo: M3 (R) = My 1 (R) définie par f, T2 = ( ' )

) ) To + T3

T3
xq Ty — T2

o f3: Mz (R) — My 1 (R) définie par f; T2 =1 x2—23
T3 T3 — I

Ty
f1: M3 1 (R) — R définie par f, (( T )) =y + 2z9 + 323

T3

000 Exercice 2 Applications linéaire Il (20 min.)

Les applications suivantes sont-elles linéaires 7 Si oui, le démontrer rigoureusement.

1. fl: RS — RS 2 f2: R4 — R
(x,y,2) +— (z2y,y,22) (x,y,2,t) +— 2023z — 2023y + 2023z + 2023t
3. fy:|RIX] — RX] LM, ®) — m(R)
P +— PX+1)—P(X-1) A — AT
5 f5: | M, (R) — M, (R) 6. fo: R3 — R*
A — A2 (l‘,y,Z) — <0’$+yax_z7y)
(x,y,2,t) +— (Lx+y+z+t1) 0 a b
(a,b) +— —a 0 b
—b a+b 0
9. f9: 80([07 1]’R) — R
1
f — /e_tf(t)dt
0

000 Exercice 3 Endomorphisme infini (10 min.)

Parmi les applications suivantes, lesquelles sont des endomorphismes de €*°(R,R) ?

1. f—f"=2f"+f 2. fr—el 3. fr—cosxf
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Noyaux, images

Exercice 4 Un endomorphisme (15 min.)

Soit f un endomorphisme de 9Ms ;(R), dont les images des vecteurs de la base canonique de
1 -3 —7
93 1 (R) sont respectivement | —1 |, 2 | 4
2 -1 1
1. Donner f(X) pour toute matrice X de M3 ;(R).
—1 —2
2. Déterminer les antécédents de | —1 | et 1 . f est-elle injective ? surjective ?
8 3
3. Déterminer une base du noyau, et de I'image de f.

Exercice 5 Application linéaire | (20 min.)

Soit

I N

J 951 (R) — 9 1 (R) définie par

x rT+y—=z
) (i)
z 3x 42y — 4z

. Montrer que f est une application linéaire.

. Déterminer le noyau, et I'image de f.

. f est-elle injective 7 surjective 7 bijective ?

. En anticipant sur un chapitre ultérieur, montrer que dim(Ker(f))-+dim(Im(f)) = dim(9; ; (R)).

000 Exercice 6 Application linéaire Il (20 min.)

( 1 1@

[ JOl®;

( 1 @)

Soit

1
2
3
4

f:Ms 1 (R) — My 4 (R) définie par

. rt+y—=z
f y = ( )
z y—z
. Montrer que f est une application linéaire.
. Déterminer le noyau, et I'image de f.
. f est-elle injective 7 surjective 7 bijective ?
. En anticipant sur un chapitre ultérieur, montrer que dim(Ker(f))+dim(Im(f)) = dim(9M5 ; (R)).

Exercice 7 Application linéaire Il (15 min.)

Soit

une

M= ( (1) 3) ) et f:My(R) — My(R) définie par f(A) = AM — MA. Montrer que f est

application linéaire, et déterminer image et noyau.

Exercice 8 Des endomorphismes (15 min.)

1

2

RN — RN est un endomorphisme. Déterminer
(u”)nEN = <u”+1 o u")neN
Ker(f) et Im (f). Est-ce que f est un automorphisme ?
. Montrer que ¢: | RX] — RX] est un endomorphisme. Déterminer Ker(g) et Im (g).
P — XP
Est-ce que g est un automorphisme ?

. Montrer que f:

Exercice 9 Résultats sur la composée (15 min.)

Soient E un R-espace vectoriel. Soient f et g deux endomorphismes de E.

1

. Montrer que Ker(f) C Ker(go f) et Im(go f) C Im (g).
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2. Montre que Ker(g) NIm (f) = f(Ker(go f)).

Montrer que go f = 0 si et seulement si Im (f) C Ker(g).

4. Supposons que f et g commutent, c’est-a-dire fo g = go f. Montrer que Ker(g) et Im (g)
sont stables par f:

@

f(Ker(g)) C Ker(g) et f(Im(g)) CIm/(g).

@00 Exercice 10 Sur les projecteurs (15 min.)
Soient p et g deux projecteurs d’un R-espace vectoriel F tel que pog = gop.

1. Montrer que p o q est un projecteur de FE.

2. Montrer que Im (p o ¢) = Im (p) N Im (¢).

3. a) Soit z € Ker(p o q). Justifier que ¢(x) € Ker(p) et x — q(z) € Ker(q).
b) En déduire que Ker(poq) = {y + 2, (y,2) € Ker(p) x Ker(q)}.

@00 Exercice 11 Un automorphisme de polynémes (15 min.)
Soit n € N*. Soit d: | R,[X] — R,[X] .
P +— P
1. Montrer que d est un endomorphisme de R, [X]. Déterminer son noyau et son image.

2. Caleuler (idg [y —d) o (2 d’“).
k=0

3. En déduire que idg [x] — d est un automorphisme de R, [X].

4. Déterminer I'antécédent de — par idg (x] —d.
n! "

@00 Exercice 12 Un automorphisme et des projecteurs (20 min.)
Soit f ’application définie sur R? par

V(a:,y,z) €R37 f(xayaz) = (_33—2y—22:435+53/+42’,—1’—y)

1. Montrer que f est un endomorphisme de R?.
2. a) Vérifier que f? = 3f — 2idgs
b) En déduire que f est un automorphisme et expliciter f—1.
3. On pose p = f —idps et ¢ = 2idgs — f.
a) Exprimer f en fonction de p et q.
b) Montrer que p et ¢ sont des projecteurs vérifiant po g = qgop = 0.
¢) En déduire que, pour tout n € N, f* = 2"p + q.

Pour aller plus loin

000 Exercice 13 Dérivées et primitives sont sur un bateau (20 min.)
On considere les applications

D:|C®°[R,R) — C®R,R) et P:|C°RR) — CR,R) .
f—=f f — (x|—>f0’”f(t)dt)

. Montrer que D et P sont des endomorphismes de € (R, R).
. Expliciter Do Pet Po D.

. Déterminer Ker(D), Ker(P),Ker(D o P) et Ker(P o D).

a) Montrer que Im (P) = {f € €*(R,R), f(0) = 0}.

b) Déterminer Im (D),Im (Do P) et Im (P o D).

. D et P sont-elles injectives 7 surjectives ? bijectives ?

=W N

ot
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Exercice 14 Un endomorphisme étrange (25 min.)
Pour tout f € €% (R*,R), on définit I'application

T(f): |R* — R
1 [* )
v E/o f)dt si z>0
f(0) si z=0

et application
T:‘@O(W,R) — CO(R*,R) .
o= T(f)

Montrer que T(f) € € (R, R) pour tout f € € (R, R).
Montrer que T est un endomorphisme de €° (R*,R).
Montrer que T est injective.

Ll o

T est surjective ?
5. Déterminer Im (7).

Exercice 15 Liaison implique homothétie (10 min.)

Maths. approfondies

Soit g € Im (7). Montrer que g est de classe €' sur RY et que zg’'(z) —— 0. Est-ce que

z—0F

Soit f un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E tel que, pour tout z € E, la famille (x, f(z))

est liée.

Montrer que f est une homothétie, c’est-a-dire qu’il existe A € R tel que, pour tout z € F,

f(z) = Az

Remarque

La condition que, pour un = € E, la famille (x, f(z)) est liée signifie qu’il existe un réel A,
tel que f(z) = A z. L’objectif de I'exercice est de montrer que A, ne dépend, en réalité, pas

de z.
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1

L1 Y1

e f, est une application linéaire. En effet, soient u = ( To ) et v = ( Yo ) deux éléments
T3 Ys

de Ms 1 (R), et A un réel. Alors

Ary + Y1 2(Az1 +y1) + (Azy + o)
fi(du+v) = f; (( ii;jgi )) - ( (Azg +y2) — (Aw3 + y3) )

ainsi,

o ARy o)+ 2y +y) 2x1 + 1o 201 +ya | u v
fl()\u+v)—( Mzg — x3) + (Y2 — ¥3) )_)\< Lo — X3 >+< Y2 — Y3 )_Afl( AREY

e fy n’est pas linéaire. FEn effet,
1
1
0

(1)) (2) s
s(2(0))= () ( (1))

* f3 est linéaire, et est un endomorphisme. Tout d’abord, elle va de M ;(R) dans lui-méme.

L Y1
Soient u = ( T ) et v= ( Yo ) deux éléments de M3 ;(R), et A un réel. Alors
T3 Y3

ATy + (Azy +y1) — (A2 + 42)
f3(Au+v) = f; AZy + Yo = Azo+y2)— (Av3+ys3)
ATz + Y3 (Az3 +y3) — (Azy + 1)

Ainsi,

Az —T) + (Y1 — ¥2) Ty — Ty Y1 — Y2
fsQu+v)=| Mog—23)+(y2—¥y3) | =A| z3—22 |+ | ¥Ys— ) = Afs(u) + f5(v)
Mzg —21) + (Y3 — y1) Ty — 3 Y1 — Y3

f5 est bien un endomorphisme de 915 ; (R)

e f, est également linéaire, et est une forme linéaire, car elle est a valeur dans R. Soient
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I h
u= ( Ty ) et v = ( Yo ) deux éléments de My ; (R), et A un réel. Alors

L3 Y3
ATy + Yy
faQu+0v) = f4 (( AT + Yo ))
Azz + y3
donc

feQAutv) = Az +y1) +2(Azo+y2) +3(AT3+ys) = M(@1+229+373)+(y1 +2y2+3y3) = Afa(u)+fa(v)

Donc f, est linéaire et est une forme linéaire sur 913 ; (R).

Exercice 2

1. fi ne lest pas. Par exemple, f;(1,0,0) = (0,0,0) et f,(0,1,0) = (0,1,0) et pourtant
f1(1,1,0) = (1,1,0) #+ (0,0,0) + (0, 1,0).

2. fo est linéaire. Soient u = (x,y,2,t) € R* v = (2/,y,2/,t') € R* et A € R. Alors

foAu+v) = fo(Az + 2", Ay +y', Az + 2, At + ')
=2023(Ax +2") —2023(A\y +¥y') + 2023(Az + 2”) + 2022(\t + )
= \(2023x — 2023y + 2023z + 2023¢) + (20232 — 2023y + 20232 + 2023t') = Afy(u) + fo(v).
3. f5 est lindaire. Soient (P, Q) € (R[X])? et A € R. Alors
fEOP+Q) =P +Q)(X+1)—(AP+Q)(X —1)=AP(X+ 1D+ QX +1) = AP(X — 1) = AQ(X — 1)
“AP(X 1) = P(X = 1))+ Q(X +1) = Q(X — 1) = \f5(P) + /5(Q).
4. fy est linéaire. En effet, d’apres le cours sur les matrices, si (4, B) € M, ,(R) et A € R
fiMA+B)= (M +B)T =X AT + BT = \f,(A) + f4(B).
5. f5 n’est pas linéaire. Prenons A = I,, et A = 2. Alors
fs(AA) = (QIn)2 =4I, # 2, = A f5(A).
6. fg est linéaire. Soient u = (z,y,2), v = (z',y’,2") et A € R. Alors
feAu+v) = fsAx + 2", Ay +y', Az + 2)
=0, +2 + y+y, Az +2' —Az+2), \y+y)
=0, \Nz+y)+2 +y, Mx—2)+a" =2, y+7v)
= M0,z 4y, x—2,y)+ (0,2" +y'z" —2",y") = AMe(u) + fo(v).

7. f7 n’est pas linéaire. En effet, f,(0,0,0,0) = (1,0,0) % (0,0,0).
8. fg est linéaire. Soient u = (a,b), v = (a’,b") et A € R. Alors

fsQAu+v) = fg(Aa+a’, \b+b")
0 a +a’ Ab+ b
=| —(Ma+a) 0 Ab 4 b
—(ANb+b) Aa+a + X+ 0
0 a b 0 a v
=Xl —a 0 b |+| —d 0 b | = Afs(u) + fe(v).
—b a+b 0 —b a +0 0

9. Enfin, fy est linéaire. En effet, soient (f,g) € (€°([0, 1],R))? et A € R. Alors, par linéarité de
I'intégrale :

1 1
JoMf +g) = / (M + g)(t) dt = / et () + g(t)) dt
0 0

1 1
. /0 et f(t)dt + /0 etg(t)dt = Mo(f) + folo).
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Exercice 3
1. Soit ¢ : f+— f” —2f" + f. Soient (f,g) deux fonctions et A\ € R. Alors

e(Af+9)=Af+9)" —2(Af +9) + (Af +9)
=A"+9" =2\ =29+ A +yg
= A" =2f + )+ (9" = 29"+ g) = A (f) + ¢(9).
Ainsi, ¢ est linéaire, et est donc un endomorphisme.
2. Soit ¢ : f — ef. Prenons f = g = id. Alors :
Yz eR, o(f +g)(z) = el = 20
et (p(f) +p(9)(x) = /@ +e9) = 2e" £ o(f + g)(2).

 n’est donc pas linéaire.
3. Notons ¢ : f > cos X f. Soient (f,g) deux fonctions et A € R. Alors
P(Af +g) = cos x(Af +g)
= Acos X f 4 cos xg = Ap(f) + ¢(g).

Ainsi, ¢ est linéaire, et est donc un endomorphisme.

Exercice 4
1. On nous donne par définition les images des vecteurs de la base canonique. Donc

x x—3y—"7z
fl v |=1 —<x+2y+4z
z 20 —y+z

2. On cherche z,y et z tels que

x xr—3y—"7z —1
fly |=]| =x+2y+4z | =] —1
z 20 —y+ =z 8

Apres résolution du systéme par la méthode du pivot de Gauss, on obtient une infinité de

solutions :
5—2z
S = 2—-3z |, zeR
z

L’application f n’est donc pas injective puisqu’un élément admet une infinité d’antécédents.
De méme, on cherche x,y et z tels que

z r—3y—"7z —2
fl v |l= —<x+2y+4z | = 1
z 20 —y + 2z 3

Apres résolution du systéme par la méthode du pivot de Gauss, on n’obtient aucune solution :
—2

la fonction f n’est donc pas surjective, puisque la matrice ( 1 ) n’est pas atteinte par f.
3

3. On a, en résolvant le systeme,

—2z —2
Kerf:{( —3Z,ZER)}:Vect(—3)
z 1
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—2
et ( -3 ) est une base de Kerf. De plus, en notant (e, e, €3) la base canonique, on a

1
1 -3 _7
f(€1>:(_1) f(62):< 2 )etf(eg):( 4 )
2 —1 1

0
Si on cherche z,y, 2 trois réels tels que x f(e;) +yf(es)+2f(e3) = ( 0 ) , on obtient une infinité
0
de solutions. La famille (f(e,), f(es), f(e3)) est donc liée. En revanche, (f(e;), f(ey)) est libre
car les vecteurs ne sont pas colinéaires. Ainsi

Im f = Vect(f(ey), f(ez))
et (f(ey), f(eg)) est une base de Im f.

Exercice 5

a1 Y1
1. Montrons que f est linéaire. Soient X = ( Ty ) et Y = ( Yo ) deux éléments de M 4 (R),

L3 Y3
et A un réel. Alors

Ary + Y1
fFOAX4+Y)=f| Azg+ys
A3 + Y3
donc
(Azy +y1) + (Ao +y2) — (Az3 +y3) Azy + 29 — 3) + (
JOAX+Y) = 2(Azy +y1) + (Azy + o) — 3(Az3 + y3) = A2z + x5 — 373) + (241 + Y2 — 3y3)
3(Azy +y1) +2(Azg +y2) — 4(Ax5 + y3) A3z + 225 — 4w3) + (3yy + 2y5 — 4ys)

et donc f(AX+Y) = Af(X)+ f(Y) : fest bien une application linéaire, qui va de 93 ; (R) dans
lui-méme, donc est un endomorphisme de 93 ; (R).

Y1+ Y2 — Y3) )

x
2. Soit X = ( Y ) un élément du noyau. Alors on doit résoudre

z
r+y—=z 0
20 +y— 3z =10
3x 42y — 4z 0

Apres résolution par la méthode du pivot de Gauss, on obtient

2z 2
Kerf:{(—z),zER}:Vect(—l)
z 1

Notons (eq, €9, e3) la base canonique de My ; (R). Alors,

1 1 1
f(el):(z) f(62)2<1) f(63>=<—3)
3 2 4

On cherche a savoir si la famille est libre. On cherche donc z,y, z tels que zf(e;) + yf(ey) +

0
zf(e3) = ( 0 ) Apres résolution (qui revient a étudier le noyau de f), on constate qu’il y a
0

A. Crouzet 28 ©@®®



Maths. approfondies Chapitre 20 — Applications linéaires

une infinité de solutions. La famille (f(ey), f(es), f(e3)) est donc liée. En revanche, la famille
(f(e1), f(es)) est libre car les vecteurs ne sont pas colinéaires. Donc (f(e;), f(es)) est une base
de Im f et

Im f = Vect(f(eq1), f(ez))

3. f n’est pas injective, car son noyau n’est pas réduit au vecteur nul. f n’est pas surjective
non plus, car son rang vaut 2 (puisque on a trouvé une base précédemment) alors que ’espace
d’arrivé est de dimension 3. Elle n’est donc pas bijective.

4. D’apres les résultat de la question 2, on a

dim(Kerf) =1 et rg(f) = dim(Im f) = 2

ainsi

dim(Ker f) +rg(f) = 3 = dim(M; ; (R))

qu’on appelle formule du rang.

Exercice 6

L Y1
1. Montrons que f est linéaire. Soient X = ( Ty ) et Y = ( Yo ) deux éléments de M ; (R),

T3 Y3
et A un réel. Alors

ATy +
fAX+Y) :f( ATy + Yo )
AZ3 + Y3
donc
o Oz +y1) + Aze +y2) — (Azs +y3) ) _ ( Azy + 29 —x3) + (Y1 + Y2 — Y3) )
JAXHY) = ( (A 4+ y2) — (Az3 + ys3) B Mzo —23) + (Y2 — ¥3)

et donc f(AX +Y) =Af(X)+ f(Y) : fest bien linéaire.
x
2. Soit X = ( Y ) un élément du noyau. Alors on doit résoudre

)

Apres résolution par la méthode du pivot de Gauss, on obtient

0 0
Kerfz{(z),zeR}:Vect(l)
z 1

Notons (eq, €9, e3) la base canonique de My ; (R). Alors,

f<e1>—((1)) f<€2>—(1) f<€3>_<j)

On cherche a savoir si la famille est libre. On cherche donc z,y, z tels que zf(e;) + yf(es) +

0
une infinité de solutions. La famille (f(e), f(es), f(e3)) est donc liée. En revanche, la famille
(f(eq), f(ey)) est libre car les vecteurs ne sont pas colinéaires. Donc (f(e;), f(e5)) est une base
de Im f et

0
zf(eg) = ( 0 ) Apres résolution (qui revient a étudier le noyau de f), on constate qu’il y a

Im f = Vect(f(eq), f(ez))
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3. fn’est pas injective, car son noyau n’est pas réduit au vecteur nul. f est surjective en revanche.
En effet, son rang vaut 2 (puisque on a trouvé une base précédemment) et I’espace d’arrivée est
de dimension 2 puisqu’il s’agit de 915 ;(R). Elle n’est cependant pas bijective.

4. D’apres les résultat de la question 2, on a

dim(Kerf) =1 et rg(f) = dim(Im f) = 2

ainsi

dim(Kerf) +rg(f) = 3 = dim(M; ;(R))

qu’on appelle formule du rang.

Exercice 7
L’application f va bien de 9,(R) dans lui-méme, d’apres les propriétés sur les produits de
matrices.

Soient A, B € M,(R) et A un réel. Alors
fANA+B) = (AM+B)M—M(AA+B) = AMAM+BM—-AMA—MB = N(AM—MA)+(BM—MB) = Af(A)+f(B)

f est donc une application linéaire, et est donc un endomorphisme de 9, (R). Soit A = ( CCL b ) €
a 2a+3b )

d
Kerf. Alors
a+ 2c b—l—2d 0 0
c 2c+3d L0 o0

("4
(=23
&

ﬂ@:AM-MA:(

On obtient alors

On a alors ¢ =0 et d = a + b. Ainsi,

mﬁ_{<gaib)4awew} {
o v () 0) (8 1))

et la famille (( L0 ) , ( 8 } )) est libre (donc forme une base de Kerf) car les vecteurs

soit

0 1
ne sont pas colinéaires.

1 1
Pour l’image, on note Elzl = ( 0 8 ), E1:2 = ( 8 0 ), E271 = ( g_) 8 ) et EQ’Q =

0 1
base. Apres calcul, on obtient

= (53) sm=(22) sma=(33) ama- (2 7)

On constate que la famille est liée puisque f(E; 1) = f(E;2) = —f(£5,1). On peut donc enlever
deux de ces vecteurs. La famille (f(E; 1), f(Es,)) est libre (car les vecteurs sont non colinéaires)
et forme donc une base de Im f :

< 00 ) Cette famille forme une base de M,(R). On calcule donc I'image par f de cette

Im f = VeCt(f<E1,1a f(E2,1)>
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Exercice 8
1. Si u et v sont deux suites, et A € R, remarquons que
f()‘u + ’U) = ((Aun—&-l + Un+1) - ()‘un + vn»)neN = )‘(un—‘rl - un)nEN + (Un+1 - Un)neN'

Ainsi, f est bien un endomorphisme.
Soit u € Kerf. Par définition, f(u) =0 ou 0 désigne la suite nulle, c’est-a-dire

VneN, u,—u,=0=u, =up.

Ainsi, la suite u est constante. Réciproquement, si la suite u est constante, f(u) = 0. On peut
donc conclure que

Kerf = {suites constantes}

Pour I'image, soit v € RY une suite quelconque. On cherche u € RY telle que f(u) = v, c’est-a-dire
vneNu, 1 —u, =uv,

Pour tout N € N, en sommant les égalités précédentes, on obtient

N N N
E Upp1 — Up = E :’Un<:>uN+1_u0: E Un
n=0 n=0 n=0

N-1

Posons alors ug = 0 (par exemple), et pour tout entier N € N*, uy = > wv,,. Alors la suite u
n=0

ainsi définie vérifie

VNEN*, UNy1 —UN = VN

et pour N =0, u; — ug = vy par construction. Ainsi, f(u) = v.

Bilan : toute suite v admet un antécédent par f: Im f = RY et f est surjective.

2. Rapidement, si Pet () sont deux polynoémes et A € R, on a bien

JAP+Q)=XAP+Q) = XP+XQ = Xg(P)+9(Q).

Ainsi, g est bien un endomorphisme de R[X].
Soit P € Ker(g). Alors g(P) = 0, le polyndéme nul, c’est-a-dire XP = 0. Or, si P est non nul,
deg(XP) = deg(X) + deg(P) > 1 et donc X P ne peut étre nul. Ainsi,

Ker(g) = {0}

et g est injective.

D’apres ce qui précede, @) = X P est de degré supérieur ou égal a 1 si P # 0, et Q(0) = 0. Donc
Im(g) C {Q e RIX], Q(0)=0}.

Réciproquement, soit @ € R[X] vérifiant Q(0) = 0. Si Q = 0, il suffit de prendre P = 0 et dans

ce cas g(0) = Q. Si Q # 0, puisque 0 est racine de @, on peut le factoriser : il existe un polynéme

R tel que @ = X R. Mais alors, @ = g(R), et finalement {@Q € R[X]|, Q(0) =0} C Im (g). Ainsi,

Im (g) = {Q € RIX], Q(0) =0}.

Exercice 9

1. Soit « € Ker(f). Alors f(z) = 0g. Mais alors g(f(x)) = g(0g) = 0g et donc = € Ker(go f).
De méme, si y € Im(go f), il existe z € E tel que y = go f(x), c’est-a-dire y = g(f(x)), ou
encore y = g(z) avec z = f(z) € E. Donc y € Im (g) et donc Im (go f) C Im (g).

2. Procédons par double inclusion.

Siz € Ker(g) NIm (f), il existe y € F tel que x = f(y), et g(x) = 0. Mais alors go f(y) = 0,
c’est-a-dire y € Ker(g o f). Puisque x = f(y), on en déduit donc que z € f(Ker(go f)).
Réciproquement, soit x € f(Ker(go f)). Il existe alors y € Ker(go f) tel que z = f(y). On
peut déja dire que z € Im(f). Mais de plus, g(z) = ¢g(f(y)) = 0 car y € Ker(g o f). Donc
f(y) € Ker(g), c’est-a-dire = € Ker(g). Finalement, x € Im (f) N Ker(g).
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3. Procédons par double implication.
Si go f =0, alors Ker(g o f) = E (car 'application nulle a tout I’espace dans son noyau). Or,
d’apres la question précédente, f(Ker(ge f)) C Ker(g). Or, Ker(ge f) = E, donc f(E) C Ker(g),
c’est-a-dire Im (f) C Ker(g).
Réciproquement, si Im (f) C Ker(g), pour tout z € E, f(x) € Im(f) C Ker(g), c’est-a-dire
g(f(x)) =0 : ainsi, go f = 0.
4. On suppose que f et g commutent.
Soit = € Ker(g). Alors g(z) = 0, et donc f(g(x)) = 0. Puisque f et g commutent, f(g(z)) =
fog(z)=go f(x) =g(f(x)) et finalement g(f(x)) = 0, ce qui signifie que f(z) € Ker(g). Ainsi,
si x € Ker(g), f(z) € Ker(g) :

f(Ker(g)) C Ker(g).
Soit y € Im (g). Il existe = € E tel que y = g(z). Alors f(y) = f(g(z)) = g(f(z)) € Im (g). Ainsi,

siy € Im(g), f(y) € Im(g) :
f(Im(g)) C Im (g).

Exercice 10
1. poq est un endomorphisme de £ comme composée de deux endomorphismes. De plus :

(Pog)?=(peq)e(poq)=pogqopeog
=poq
=popogoq=p?oq®=pogqecar pet qsont des projecteurs

Ainsi, p o q est un projecteur.

2. Procédons par double inclusion.

Soit = € Im (poq). Il existe y € E tel que x = poq(y) = p(q(y)) € Im (p). Or, p et ¢ commutent,
donc x = p(q(y)) = q(p(y)) € Im (g). Finalement, € Im (p) N Im (q).

Réciproquement, soit x € Im(p) N Im (g). En particulier, x € Im (q), donc il existe y € E
tel que x = ¢(y). Puisque z € Im (p), il existe également un z € FE tel que = = p(z). Donc
p(x) = p?(2) = p(z) = x car p est un projecteur. Donc :

z=q(y) = z=p)=play) =p-qy)
et finalement x € Im (p o q).
3. a) Soit z € Ker(p o q). Par définition, p o g(x) = 0, c’est-a-dire p(g(x)) = 0, et donc ¢(z) €
Ker(p). Enfin, en utilisant le fait que ¢ est un projecteur :

q(z — q(x)) = q(z) — q(q(2)) = q(x) — ¢*(z) = q(x) — q(x) = 0
et donc = — ¢q(z) € Ker(q).
b) Démontrons ce résultat par double inclusion.
Siz e {y+z (y,2) € Ker(p) x Ker(q)}, il existe y € Ker(p) et z € Ker(q) tel que z = y + z.
Mais alors :

peoq(x) =peogly) +peqz)
=qep =0
=0
Ainsi, x € Ker(p o q).
Réciproquement, soit = € Ker(p o q) et utilisons la question précédente : on peut écrire
= q(z) +(—q)
—— e e’
€Ker(p) eKer(q)

et donc z € {y + z, (y,z) € Ker(p) x Ker(q)}.
On a ainsi bien démontré que

Ker(poq) ={y+ 2, (y,2) € Ker(p) x Ker(q)}
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Exercice 11

1. La dérivation étant linéaire, d est bien linéaire. De plus, si P € R, [X], P’ € R,,_;[X] C
R, [X] : d est un endomorphisme.

D’apres ce qui précede, Im (g) € R,,_;[X]. Si Q € R,,_;[X], en notant P une primitive de @,
alors P € R, [X] et P’ = @Q, c’est-a-dire d(P) = Q. Finalement,

Im(d) = R,_,[X].

Enfin, si P € Ker(d), alors P’ = 0, c’est-a-dire P est un polynéme constant. Réciproquement,
tout polynéme constant est dans le noyau :

Ker(d) = Ry[X].

2. On développe naivement :

it =) (3] = a3

n
= Z dF — d**1 = d% — d"*1 par télescopage
k=0

- lan[X] - dn+1.

Or,si P € R, [X], d"*(P) = P"*Y = 0, c’est-a-dire que d"*! est 'application nulle. Finalement

(idg, (x) — d) © (de) idg (x|

3. Par somme, idg (x] — d est un endomorphisme de R, [X]. Par commutativité et d’apres le
résultat précédent :

Donc idg |xj—d est bijective, d’application réciproque E d¥ : c’est un automorphisme de R,, [ X].
k=0

4. On utilise ce qui précede. Notons g = Z dF. Soit P l’antécédent de T par idg [x] —d (qui

existe et est unique car ’application est bljectlve) Alors

(idg [x) — d)(P) = SN go (idg, (xj —d)(P) =g (Xn> <= P=g (ﬁ) :

n!

.. ;. X
Ainsi, Pantécédent de —- est
n:

Or, rapidement :

@ (n_'n> - <5j_1:>!

et finalement, par changement d’indice :

n—k)! =kl
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Exercice 12
1. On montre rapidement que f est un endomorphisme.
2. a) Calculons f2 : soit (z,y,2) € R3 :
foflz,y,2) = f(—x — 2y — 2z,4x + by + 42z, —x — y)
= (—(—z—2y—22) —2(4z + by + 4z) — 2(—z —y),
A(—x — 2y —2z) + 5(4x + by + 42) + 4(—z — y),
—(—x — 2y — 22) — (4x + by + 42))
= (=bx — 6y — 62,122 + 13y + 122, —3x — 3y — 22)
= (—3x — 6y — 22,122 + 15y + 122, —3x — 3y) + —2(=x,y, 2) = 3f(x,y, z) — 2idgs(z, y, 2).
Ainsi, fo f=3f — 2idgs.
b) Remarquons que la relation précédente s’écrit également

1
fo f—3f = —2idR3 <~ fO <—§ (f— SldR3)) = idRa.

f est donc bijective, et est donc un automorphisme, d’application réciproque g = —% (f — 3idgs).
3. a) En résolvant rapidement, on obtient f = 2p + q.
b) On montre, en utilisant la question 2)a), que pep =pet gog=gq:
pop=(f—id)o(f—id)=fof— foid—ido f+idoid
=f?—2f+id == (3f —2id) — 2f +id = f —id = p.
goq=(2id— f)o(2id — f) =4idoid — 2id o f —2foid + fo f
=4id—4f+ f2=4id—4f + (3f —2id) =2id— f = ¢.
Ainsi, p et ¢ sont des projecteurs. De plus :
poq=(f—id)e(2id— f)
=2f—f?—=2id+ f=3f—-2d— f*=0
qop=(2id— f)o (f—id)
=2f—2id— f2+ f=3f—2id— f?=0.
item On a démontré que f = 2p + ¢. p et ¢ commutent ; on peut donc appliquer la formule de
Leibniz : pour tout n € N :

fr=0Cp+on= i: (Z) (2p)*oqn*

k=0
n—1 n
k=1 k =0 _
=0 car poq=0
—_ qn 4 2npn'

Puisque p et g sont des projecteurs, p? = p et ¢*> = p et donc p™ = p et ¢" = g pour n > 1. Ainsi,
VneN, ffr=2"p+4q

ce résultat étant valable pour n = 0, puisque p + ¢ = idys. Finalement

VnelN, fr*=2"p+q.

Corrigés des exercices approfondis
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Exercice 13

1. Si f est de classe C°°, alors f’ est également de classe € et toute primitive également.
Donc D et P sont bien a valeurs dans €°°(R,R). Par ailleurs, par linéarité de la dérivée et de
Iintégrale, si f et g sont de classe C>* et si A € R :

DAf+g9)=Af+9) =A"+g =AD(f) + D(g)

P<Af+g>=wH/w(Af+g>(t)dt
0
=z A(t t)dt
Fﬁé F(6) + ()

::zi—>)\/0mf(t)dt+/0xg(t)dt

— AP(f) + P(g).

Ains, D et P sont linéaires et sont donc des endomorphismes de C*°(R, R).
2. D’apres le théoreme fondamental de l'intégration, D o P(f) = f pour toute fonction f €

C)OO(R,R> Ainsi, DoP = id@"O(R,R) .
Soit f € C*°(R,R). Alors

PoD(f) =

—x|—>/ @)

=z +— f(x) — f(0).

Ainsi,

Vfel>[R,R), PoD(f)=f—f0).

3. Soit f € C®(R,R).
D(f)=0 < f =0 < fest constante sur R

P(f)=0 < x|—>/zf(t)dt:0 = Va, f(r) =0 en dérivant
0

DoP(f)=0 < f=0
PoD(f)=0 < f—f(0) =0 < fest constante sur R.

Ainsi, | ker(P) = ker(D o P) = {Ogeer r)} | De plus, | ker(D) = ker(P o D) = {fonctions constantes} |

a) Soit f € Im (P). Alors, il existe g telle que P(g) = f, c’est-a-dire

En particulier f(0 f g(t) dt = 0. Nécessairement, f(0) = 0.
Réciproquement, si f (0) = 0 notons que

veek [ fd=rw) - 0= i
0

et donc f € Im (P).

Bilan : Im (P) est composées des fonctions de classe €>° vérifiant f(0) = 0.

b) Puisque D o P = idge(g gy, Im (D o P) = C*(R,R).

Soit f € €*°(R,R). En notant F'une primitive de f (qui existe nécessairement car fest continue) :
FeC*®R,R)et D(F)=f:Im(D)=C>*R,R).

Enfin, puisque P o D(f) = f — f(0),

Im(PoD)={feC®R,R), f(0)=0.}
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5. On résume : D est surjective mais pas injective. P quant a elle n’est pas surjective mais est
injective. Elles ne sont donc pas bijectives.

Exercice 14
1. D’aprés le théoréme fondamental de l'intégration, pour toute fonction f continue sur R,
T(f) est continue (et méme de classe C') sur R* . Notons F une primitive de fsur RT (qui existe
car f est continue). Fest de classe €' sur RT et
F(z)—F(0
T(f)::xr—>—(> (>.
x

Remarquons que F étant dérivable en 0, T'(f) admet une limite en 0 et
T(f)(@) — F'(0) = f(0) = T()(0).

Ainsi, T'(f) est également continue en 0.

Bilan : pour toute fonction f continue sur R, T'(f) est bien continue sur R.

2. Le coté endo est donc assuré d’apres la question précédente. Montrons que 1 est linéaire.
Soient f et g deux fonctions continues sur R et A € R. Par linéarité de I'intégrale :

Va0, T(Af+g><:c>=§/w<xf+g><t>dt
0
1 xT xT
=—1\ t)dt t)dt
x(/of() w o )
/ (t)d

= [Csware t [y =310 + 1))

8|

et pour z = 0,
T(Af+9)(0) = (Af +9)(0) = Af(0) 4+ g(0) = AT'(f)(0) + T(9)(0).

Ainsi, pour tout réel z € R, T(Af + g)(z) = (AT(f) +T(g))(z) : T est linéaire.
3. Soit f € ker(T"). Tout d’abord, T'(f)(0) = 0 et donc f(0) = 0. Pour tout > 0

1 x x
;/0 f(t)dt:O:/Of(t)dtzo.

En dérivant (possible d’apres le théoreme fondamental de I'intégration), on en déduit que pour
tout z € R, f(x) =0.

Ainsi, f =0 et | ker(T') = {Ocor+ )} |: T est bien injective.

4. Soit g € Im (T'). 1l existe donc f € CO°(R*,R) telle que T'(f) = g. Ainsi, pour tout = > 0 :

: / " f(t)dt = gla) = / " far.

xr
D’apres le théoreme fondamental de 'intégration, x / f(t)dt est de classe €' sur R. Par
0

produit, g est de classe €' sur R%.
De plus, en multipliant par x, pour tout x > 0

| st = wg(o)

Dérivons :
Va >0, f(zr) =g(z)+ 29 (v)

soit
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Or, f(x) — f(0) par continuité de f et puisque g = T(f), g(x) — T(f)(0) = f(0) par
T T—
continuité de T'(f). Par somme

lim z¢’(z) = 0.

z—0*t

Remarquons que T n’est pas surjective : une fonction continue mais pas de classe ¢! n’est pas
dans I'image de T d’apres ce qui précede (exemple : z +— |z — 1]).

5. On vient de voir que si g € Im (T), g est de classe C! sur R*. et zg'(x) — 0. Réciproque-

xr—
ment, soit g une fonction continue sur R*, € sur R* et vérifiant zg’(z) — 0. Montrons que
x

g € Im(T). Notons f : z + g(x) + zg’(z) si z > 0, et f(0) = ¢g(0) (en utilisant ’étude de la
question précédente).

f est par somme et produit continue sur R* mais par hypothese f(x) T) 9(0). Ainsi, f est
r—

continue sur R*. Mais alors

V>0, T =1 [ (o) + 19O
= = ltg(t)]2 = o(2)

et siz =0, T(f)(0) = f(0) = g(0).
Ainsi,

et finalement g € Im (7).
Bilan : on a donc

Im (T) ={g € C°(R",R), ge€C'R",R), zg(x)—— 0}.

z—0t

Exercice 15

Supposons que la famille (x, f(z)) est liée pour tout x € E. Pour tout * € E non nul, cela
équivaut a lexistence d'un réel A\, (dépendant de x!) tel que f(z) = A, z. Ce A, est unique.

Fixons un élément = € F non nul, et soit y € E non nul également. Deux possibilités :
o ou bien la famille (z,y) est liée. Ainsi, il existe u € R* tel que y = px (car x est non nul).
Mais alors
) = fpx) = Appz et fly) = pf(x) = pro = A pz.
Puisque z est non nul, et u également, on en déduit que A,, = A, et donc A, = A,.
o ou bien la famille (z,y) est libre. Mais alors

fla+y) =A@ +y) =A@+ Aoy et fla+y) = flx)+ fly) = Az + Ay
soit encore
May = A)z + gy — Ay = 0.
Par liberté de la famille, on en déduit que

Mosy = Ao €6 Appy = A,

et finalement A\, = A,
Ainsi, dans tous les cas, A\, = A,. Si on note A = \,, on a démontré que
VeeE, x+#0, f(z)=A.

Remarquons, enfin, que ce résultat est valable pour = 0 puisque f(0) = 0. Finalement

f est bien une homothétie.
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