Chapitre

Matrices

Résumé

@N introduit la notion de matrices, qui nous servira plus tard dans l’année. On voit également
le lien avec les systémes linéaires. On étudiera enfin la méthode de Gauss-Jordan pour l'in-
versibilité d’une matrice.
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« Il y a des temps pour toutes choses; et les temps sont les matrices de toutes
choses. Ils ne suivent donc pas une seule voie, mais empruntent des milliers de
chemins. »

Paracelse (1493 — 1541)
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@ Savoir calculer avec les matrices (sommes, produits, transposés) ....................... O
@ Connaitre définition et propriétés des matrices inversibles.............................. O
@ Savoir déterminer le rang d’une matrice ....... ... ... O
@ Savoir faire le lien entre systéme et matrice associée ..., O

® Savoir déterminer la puissance n'*™° d’une matrice :

e par récurrence, en conjecturant 'allure générale .......... ... .. ... ... ... ... O
e par la formule du bindme de Newton ......... ... O
o par diagonalisation, lorsque celle-ci est donnée............... ... ... ... O
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I. Matrices

1. Définition

Définition 18.1.

Soient n et p deux entiers non nuls. On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients
réels un tableau rectangulaire de nombres réels comportant n lignes et p colonnes.

u } o tgues

p colonnes

En général, lorsque A est une matrice a n lignes et p colonnes, le coefficient situé a 'inter-
section de la i®™° ligne et de la j*™° colonne se note a; ;. On écrit alors

(11’1 (11,2 CLLJ’ al’p
a2’1 a2’2 a27j a2’p

sl = ‘ ' ' ' ou A = (a; ;)1<i<n
ai’l ai72 500 aiﬂ' coa ai’p 1<5<p
a/n71 an72 an’j (J/n7p

Notation
L’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes a coefficients réels est noté M, ,(R).

Définition 18.2.

« On appelle matrice ligne (. . . ) un élément de M, ,(R).

» On appelle matrice colonne | . | un élément de 91, ;(R).

« On appelle matrice nulle de 91, ,(R), notée 0, ,, (ou 0 quand il n’y a pas d’ambi-
guité), la matrice de M, ,(R) dont tous les coefficients sont nuls.

e Pour i € [1,n] et j € [1, p], on note E; ; € M, ,(R) la matrice ayant tous ses
coeflicients nuls, sauf celui en ligne ¢, colonne j, qui vaut 1.

o
e O

i =10 0 ‘1 - 0 |J

Les (Ei7j>1<i<n sont appelées les matrices élémentaires.
1<j<p

2. L'algebre des matrices

a. Addition de matrices
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Définition 18.3.

Soient A = (a; ;)1<i<n €t B = (b; ;)1<i<n deux matrices de M, ,(R). On appelle somme de
1<j<p 1<j<p
la matrice A et de la matrice B la matrice de M,, ,(R), notée A + B définie par

A+ B=(¢; jicisnou Vi€ [L,n], Vi€ [1,p], ¢;; =a;;+b;;
1<j<p

Exemple 18.1
1 2 0 1 1 3
SiA=(2 —1)etB=<—1 1),alorsA+B:(1 O)
1 0 2 1 3 1

b. Multiplication par un réel

Définition 18.4.

Soient A = (a; ;)1<i<n une matrice de M,, ,(R) et A un nombre réel. On appelle produit
1<y<p
de la matrice A par le réel A la matrice de 9, ,(R), notée XA, définie par

A = (Ci,j)1<i<n ouVie [[1,71]], vVje [[Lp]]a Cij = Aa
1<s<p

2]

Exemple 18.2
1 2 2 4
SiA:(Q —1)alor82A=(4 —2)
1 0 2 0

c. Premieres propriétés

Propriété 18.1.
Soient A, B et C trois éléments de 9, ,(R), et A, 4 deux nombres réels.
e A+ B = B+ A (commutativité de I’addition).
e 0+A=A+0=A (0 est le neutre de I'addition)
o A+ (-A)=(—A)+A=A—A=0(—A est 'opposé de la matrice A.)
o A+ p)A=XA+pA, NA+B) = A+ ABet A(pA) = (An)A = ApA (distributivités)

Remarque

Les différentes propriétés précédentes font de I'ensemble 91, ,(R), muni de I'addition et la
multiplication par un réel, un espace vectoriel. Nous y reviendrons plus tard dans I’année.

Remarque

On peut manipuler, pour ces opérations, ainsi les matrices comme les nombres réels. Par
exemple, I’équation X + A = B d’inconnue la matrice X, admet comme unique solution
X = B— A. De méme, 'équation 2X = A d’inconnue la matrice X admet comme unique
solution X = %A.

Les matrices élémentaires sont intéressantes : on peut écrire toute matrice en fonction de celles-ci.
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Proposition 18.2.

Soit A = (aiyj)lgign € M,, ,(R). Alors, on peut écrire A sous la forme

1<j<p
n p
A=Y B
1

Jj=1

On dira dans le chapitre suivant que (£; ;) forme une base de I’espace vectoriel des matrices.

d. Produit matriciel

Définition 18.5.

Soient A = (a; ;)1<i<n une matrice M,, ,(R) et B = (b; ;) 1<i<p une matrice M, ,,,(R). On
1<j<p 1<g<m
appelle produit de la matrice A par la matrice B la matrice de 9, ,,,(R), notée A x B ou

AB, définie par

p
AB = (Ci,j) 1<i<n ou Vi€ [[1,77,]], Vj S [[1,77’1]], Cij = ai,1b1,j+ai72b2’j+-'-+ai,pbp’j = Zai,kbk,
k=1

1<g<m

Par exemple :

/f b1y bio )

-7 bay bao

( ap;  ag ) ( ay1b11 + a1aba;  aq1b1g + ajabog )
G921 G292 ag1011 + Ag2b21  Gg1b19 + aAg9bay

Attention

e Pour multiplier deux matrices, il faut qu’elles soient compatibles : lorsque ’on calcule
AB il faut que le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.
o La multiplication des matrices n’est pas commutative : en général, AB #+ BA. Par

exempl(?((l) D) =20 (PO (=)

o Contrairement & ce qui se passe dans R, on peut avoir AB = 0 sans pour autant que
A et B soient nuls. Par exemple

(3)()-(20)

On dit que 9M,, ,(R) n’est pas intégre.
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Exemple 18.3

1 0
SoientA:( 1 1)etB:<1 _11 (1)).Alors

—1 2
1 1 0 0 1
AB={2 0 1 |etBA=( " |
1 -3 2

Propriété 18.3.

Soient A, B, C' trois matrices (que ’on considére compatibles pour les multiplications envi-
sagées), et A un réel.

o A(BC) = (AB)C = ABC (associativité de la multiplication)

e (M)B = A(AB) = AAB

e (A+B)C =AC+ BC et C(A+ B) = CA+ CB (distributivités)

I's Ezercice 1.

e. Transposition

Définition 18.6.

Soit A = (a; ;)1<i<n une matrice M, ,(R). On appelle transposée de la matrice A la
1<g<p
matrice de M, ,,(R), notée A ou AT, définie par

YA = (¢; 5)1<icp ou Vi € [1,p], Vi€ [1,n], ¢;;=a;,
1<j<n

Ainsi, la matrice A est la matrice obtenue & partir de A par symétrie, en échangeant les
lignes et les colonnes.

Exemple 18.4
1 2

SiAz(—l —3),alorstA=<; ::1)) 2)
0 4

Propriété 18.4.
Soient A et B deux matrices (que ’on considére compatibles pour les multiplications envi-
sagées) et A un réel.

e (A+B)=""A+ 'Bet '(ANA) = \A.

o (tA)=Aet '(AB) = 'B!'A.

Démonstration
Notons A = (a; ;)1<i<n et B = (b; ;)1<i<n deux matrices de M, ,(R). Alors
1<y<p 1<y<p
A+ B=(a;;+0b)i<i<n et AA = (Aag; j)1<i<n
1<g<p 1<g<p

et donc
t(A + B) = (aj,i + bj’i)lgign = tA + tB
1<y<p
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et
F(AA) = (Aaj)1<icn = ATA
1<<p
Enfin, soient A = (a; ;)1<i<n €t B = (b; j)1<i<p. Notons C' = AB, C = (¢; j)1<i<n, D =
1<<p 1<j<q 1<<q
tBtAet D= (d; j)1<i<q- On a, par définition
1<g<n
p
Vie[l,n],Vjell, q], ¢ ;= Zai,kbk,j-

k=1

et

p
Vie [[17 Q]]a VJE II]-?TL]]’ di,jzzbk7ia’j,k'
k=1

On constate alors que

p p
Vie[l, q],Vje[l,n], d,;= Zbk,z’aj,k = Zaj,kbk,j =Cj;
=1 =1

Ainsi,
tB'A = '(AB).

I's  Ezercice 2.

I1. Matrices carrées

1. Définitions

a. Matrices carrées
Définition 18.7.

Une matrice carrée d’ordre n est une matrice a n lignes et a n colonnes. On notera 91,,(R)
I'ensemble des matrices carrées d’ordre n, plutét que 9, ,,(R). De méme, on notera 0,, la
matrice nulle de 91, (R).

Exemple 18.5
2
-1 -3

La matrice ( ) est une matrice carrée d’ordre 2.

Définition 18.8.

Si A = (a;;)1<i<n est une matrice carrée, on appelle diagonale de A les coefficients
1<j<n

(ai,i>1<i<n'

Exemple 18.6
Dans l’exemple précédent, la diagonale est (1, —3).

b. Matrices diagonales et triangulaires

Définition 18.9.

e Une matrice diagonale d’ordre n est une matrice carrée d’ordre n ou tous les coef- [---]
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ficients sont nuls sauf éventuellement ceux de la diagonale :

al’l 0 O
o - - :
: ~ w0
U e © @pg
A 0 o0
On écrira plus simplement Diag(Aq, ..., A,,) pour désigner la matrice . .' O
0 .. 0 A,
o La matrice identité de 9, (R), notée I,,, est la matrice diagonale avec des 1 sur la
diagonale :
1 0 ... 0
0o - - .
L={. . . 0 = Diag(1,...,1).
0 ... 0 1

« Une matrice triangulaire supérieure (a; ;) est une matrice telle que
Vie[l,n],Vje[l,n],i>j = a;; =0

Ainsi, elle est de la forme

a1 @12 .- QA1 p-1 a1 n
0 a272 : :

0
v Op_1n—1 Qpn-1n
0 ... 0 0 Ay,
e Une matrice triangulaire inférieure (ai’j) est une matrice telle que
Vie[l,n],Vje[l,n],i<j = a;;=0

Ainsi, elle est de la forme

alyl 0 0 0
as1 Ggo 0 :
P GO39
. Ap—1,n—1 0
Qp,1 Apn—1 Anon

Notation (Ensembles particuliers)
On note traditionnellement 9,,(R) (respectivement 7 (R), 7, (R)) Pensemble des matrices
diagonales d’ordre n (resp. triangulaires supérieures, triangulaire inférieure).

Remarque

La matrice identité I,, est le neutre de la multiplication : quelle que soit la matrice A de
M, (R),ona Al, =1,A = A.

c. Matrices symétriques

Définition 18.10.

Soit A = (a; ;)1<i<n Une matrice carrée.

1<j<n [-e-]
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o A est dite symétrique si
VY (5,5) € [Ln]?, a;;=a;,
Ainsi, une matrice est symétrique si et seulement si ‘A = A.
o A est dite antisymétrique si ‘A = —A.
On note &, (R) 'ensemble des matrices d’ordre n symétriques, et A,(R) 'ensemble des
matrices d’ordre n antisymétiques.

Exemple 18.7

1 2
La matrice A = ( 9 3 ) est symétrique.

2. Puissances d’'une matrice carrée

a. Définition de la puissance d'une matrice

Si A et B sont deux matrices de 9,,(R), on peut alors calculer AB et BA (elles sont compatibles)
et le produit est encore dans 9,,(R). On peut alors définir la puissance ni*¢ d'une matrice.

Définition 18.11.

Soit A une matrice carrée d’ordre n. Soit k un entier. On définit A* de la maniére suivante :
e Sik=0,A°=1,.
e Sik>0,AF=Ax Ax.-xA.
k fois
Propriété 18.5.
Par définition, pour tout matrice A € M, (R), et pour tous entiers p et g, AP x A1 = AP+,
Remarque
Si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n diagonales, alors le produit AB est facile a
al’l 0 0 bl,l 0 0
. 0o - - : 0o - - :
calculer; en effet, si A = : L. 0 et B = N 0 , alors
0 ... 0 ap,, 0 .. 0 by,
aLl X bl,l 0 0
0 :
AB = : 0
0 0 appXbyy,
a171 0 0
Ainsi, si A est une matrice diagonale A = O () , alors pour tout entier p,
0 0 apy,
on a
aﬁ’)’l 0 0
0o - :
j - :
A i 0
0 0 ahn
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b.

A

Formule du bindbme de Newton

Attention

Puisque la multiplication des matrices n’est pas commutative, on n’a pas (AB)* = A*BF,
En effet, (AB)* = (AB)(AB)--- (AB) et il faut que AB = BA pour pouvoir obtenir A*B*.

Cela arrive cependant dans certains cas, ce qui permet de simplifier certains calculs :

Définition 18.12.

Soient A et B deux matrices de 9,,(R). On dit que A et B commutent si AB = BA.

Exemple 18.8

La matrice I,, commute avec toutes les matrices de 9, (R). En effet, AI,, = I,,A = A.

Théoréme 18.6. Formule du bindme de Newton

Soient deux matrices A et B de 9M,,(R) qui commutent. Alors, pour tout entier n, on a

(A+ B)" = zn: (Z) Akpgn—k — zn: (Z) An—k gk

k=0 k=0

L’utilité principale de la formule du bindme des matrices est de pouvoir calculer la puissance de
certaines matrices de maniere « rapide ».

Méthodes de calculs

Meéthode (Calcul de puissance avec la formule du binéme)

Pour calculer AP, on peut parfois utiliser la formule du binéme de Newton, en décomposant
A sous la forme A\, + B avec B une matrice dont les puissances sont faciles a calculer.

Exemple 18.9

1 0 1
Soit A= 0 1 0 |. Calculer A™ pour tout entier n.
0 01

Solution

On constate que A = I3 + B avec

0 01
B=]10200
000

et B2 = 0. Puisque I3 et B commutent (car Is commute avec toutes les matrices), on en
déduit que, pour tout entier n > 2

A" =I5+ B)" = i (Z) BHIgE = (g) BY + (T) B! + (Z) B% 4.+ (Z) Bn
k=0

=0
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Ainsi, pour tout entier n > 2,

An:I3+nB:

S O =
o = O
— o 3

résultat qui est également vrai pour n =0 et n = 1.

I's Ezxercice 7.

Meéthode (Calcul de puissance par récurrence)

Pour calculer AP, on peut également essayer de calculer les premiéres puissances, puis en
déduire le résultat par récurrence sur p.

Exemple 18.10

SoitAz(1 !

0 1 ) Calculer A™ pour tout entier n.

Solution

On constate que

11 12 13
0 _ 1 _ 2 __ 3
won a=(oq) w=(0d) -0 d)

Soit alors P, la proposition définie pour tout entier n par

n_ 1 n
P (1)

que 'on démontre par récurrence sur n :

10 .
0 1 ), Py est vraie.

o Hérédité : supposons que la proposition P,, est vraie pour un certain entier n fixé.
Montrons alors P, :

1 n 1 1 1 n+1
n+l __ n _ _
A =4 XApa;;{R.(o 1)(0 1)‘(0 1 )

La proposition P, est donc vraie.

On a ainsi démontré par récurrence que

n 1 n
Vn>=0,A _<O 1)

« Initialisation : puisque A° = I, = (

I”& Ezxercices 5 et 6.

3.

Polynomes de matrice

A T’aide des résultats précédents, on peut effectuer des calculs polynomiaux avec les matrices :

Définition 18.13.

On appelle polynéme de matrice toute matrice carrée qui s’écrit sous la forme P(A) avec
P un polynome a coefficients dans R, et A € M, (R). ]

A. Crouzet 11 ©@®®
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P
Si P(X) = > ayX*, avec (ag,...,a,) € RPT!, alors
k=0

P(A) = aoln + CL1A + ...+ a,pAp.
On dit que P(A) est un polynéme en A.

Exemple 18.11
Si P(X)=2X?2+3X —4,alors P(A) =2A% + 34 —41I,,.
Si P(X) = X%, alors P(A) = AFsik>1, P(A) =1, si k=0.

Propriété 18.7. Opérations sur les polyné6mes de matrices

Soient A une matrice de M, (R), P, Q deux polynomes a coefficients réels et A € R.
e (AP)(A) =\P(A),
« (P+Q)(A)=P(A)+Q(A),
« (PQ)(A) =P(A)Q(A) = Q(A)P(A).

La derniére proposition indique que deux polynémes d’une méme matrice A commutent.

Ce qui nous intéressera régulierement, ce sont des polyndémes qui annulent une matrice :

Définition 18.14. Polynéme annulateur

Soit A € M, (R) et P un polynoéme a coefficient réels. On dit que P est un polyndéme
annulateur de A si P(A) =0,,.

Exemple 18.12

Le polynéme P(X) = X? — X + 1 est annulateur de la matrice A = ( 0 -1 )

1 1
Solution
En effet :
_—1—1_0—1+10_00
o 1 0 1 1 01/ \0 o0)°
Remarque

Nous verrons au second semestre que toute matrice admet au moins un polynéme annulateur
non nul. Trouver un tel polyndéme, en revanche, n’est pas forcément aisé.

On utilisera les polynémes de matrices dans de nombreuses situations : le calcul de puissances n-
iemes, par exemple, mais aussi la détermination de I'inverse d’une matrice, que nous introduisons
dans la section suivante.

Exercice 18.13

0 00
Soit A la matrice A = ( 1 01 ) et Ple polynéme X3 — X.
01 0

1. Vérifier que P est un polynéme annulateur de A.
2. Factoriser P.
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3. Soit n > 3. Déterminer le reste de la division euclidienne de X par P.
4. En déduire I'expression de A" en fonction de n.

Solution

1. On constate apres calcul que P(A) = 05 : P est bien annulateur de A.
2. On peut factoriser par X. On a alors P = X(X? — 1). Finalement,

X3 X =X(X—1)(X+1).

3. P étant de degré 3, le reste de la division euclidienne de X™ par P est au maximum
de degré 2. 1l existe donc un polyndéme @ et trois réels a,b et c¢ tels que

X" =P(X)Q(X)+aX?+bX +c.

En utilisant les racines de la question précédente, et en évaluant, on obtient :

CcC = 0 a = ﬂ
2
at+b+c=1 — bzlf(;l)"
a—b+c=(-1)" c= 0
Ainsi, il existe un polynome @ tel que
14+ (=)™ 1—(—1)"
X" = P(X)Q(X) —i%—LXQ+——é?j—X.

4. En utilisant le résultat précédent, et puisque P(A) = 0, on obtient

L+ ()" 1= (D)
2

Vn>3, A"= A,

On remarque que ce résultat est également valable pour n = 1 et n = 2. Finalement

0 0 0
1= (=D)" 14(=D)" 1—(=1)

1+ (2—1)” 1— (2—1)n 1+ (2—1)”
2 2 2

VneN, An=

I’ Exercices 4 et 8

I1l. Matrices inversibles

1. Définition
Définition 18.15.

Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est inversible s’il existe une matrice B
de M, (R) vérifiant
AB=BA=1,

Dans ce cas, B est appelée matrice inverse de A, et est notée B = AL

Notation

On note GL,,(R) 'ensemble des matrices carrée d’ordre n inversibles.

A. Crouzet 13 ©@®®
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Exemple 18.14

La matrice < ; ; ) est inversible. En effet,
11 3 -1\ 3 -1 1)\ 7
2 3 -2 1) -2 1 2 3) 72
Remarque

La matrice I,, est inversible et I,;! = I,,. En effet, I,,I,, = I,,I,, = I,,.

2. Propriétés

Propriété 18.8.
Soient A et B deux matrices carrées de 9, (R).
e Si A€ GL,(R), alors A™' € GL,(R) et (A™1)~! = A.
e Si A et B sont inversibles, alors AB est également inversible, et on a (AB)™! =
B71A™! et ainsi pour tout entier k € N, (Ak)71 = (A_l)k.
« Si A est inversible, alors 'A est inversible et (t4)" = ¢ (A71).

Démonstration

Pour le premier point, on a en effet A'A = AA~! = I, donc A~! est inversible et son
inverse est A.

Pour le second point, on a AB(B™*A™!) = AILA™! = AA™! = [, et (B7'A ™ H)AB =
B7'I,B = BB =1,. Donc AB est inversible et son inverse est B~1A~1.
Enfin, en utilisant les propriétés de la transposée :

FAX (AT = H(ATA) = T, = Iy,

et LA x tA=t(AA) = ', = I,

Ainsi, *A est inversible et (t4) = ¢ (A7h).

Pour démontrer qu’une matrice n’est pas inversible, on peut utiliser le théoréeme suivant :

Théoréme 18.9.

Soit A € M, (R) une matrice non nulle. S’il existe une matrice B € M,,(R) non nulle telle
que AB = 0,, alors A n’est pas inversible.

Démonstration

Faisons un raisonnement par I’absurde, et supposons que A soit inversible, d’inverse A~!.
Alors
AB=0, = AYAB)=0, = B=0,

ce qui est absurde, puisque B n’est pas nulle.

Remarque
Si A et B sont toutes les deux non nulles, telles que AB = 0,, alors ni A ni B ne sont
inversibles.

Pour démontrer qu’une matrice est inversible, on dispose d’un théoréme un peu similaire au
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précédent, appelé critéere du noyau (nous donnerons un sens a ce nom plus tard dans Pannée).

Théoreme 18.10. Critéere du noyau
Soit A € M, (R) non nulle. A est inversible si et seulement si

VX S an(R), AX — 07171 — X — 0n71.

Démonstration

Si A est inversible, et si AX = 0,, ;, par multiplication par A~! & gauche, on en déduit
ATTAX = A0, 4, cest-a-dire X =0, ;.

Si A n’est pas inversible, d’aprés le théoreme précédent, il existe une matrice B non nulle
telle que AB = 0,,. Puisque B n’est pas nulle, il existe Y € 9, ;(R) tel que BY # 0,, ;.
Mais alors ABY = 0 c’est-a-dire A(BY') = 0,, ;. En notant X = BY # 0,, 1, on a donc X
tel que AX = 0,, ;. Par contraposée, on en déduit que si pour tout X € M, ;(R), AX =
0,1 = X =0,, alors A est inversible.

3. Regles de calcul

Propriété 18.11.

Soient A et B deux matrices de M, (R), et C € GL,,(R). Alors
AC =B+ A= BC™! CA=B< A=C"'B
AC=BC < A=1B CA=CB< A=18B

A\ | Attention
Cela n’est valable que si C est inversible ! Ce n’est pas forcément vrai si C n’est pas inversible.

., (1 3 (1 (11 B
Parexemple,s1A—(_1 1>,B—<_1 9 ),etC-(O O),onaAC—BCet

pourtant A # B.

Pour démontrer qu'une matrice est inversible, il est suffisant de démontrer qu’elle est inversible
d’un seul coté :

Théoréme 18.12.

o Soit A € M,(R). S’il existe une matrice B € M, (R) telle que AB = I,,, alors A est
inversible, d’inverse B.

o Soit A € M,(R). S’il existe une matrice B € M, (R) telle que BA = I,,, alors A est
inversible, d’inverse B.

Ainsi, il n’est pas nécessaire de vérifier AB = I, ET BA = I,,. Seul un des sens est nécessaire.

1

g I Méthode

I

I Pour montrer qu’une matrice A est inversible, on peut chercher une matrice B telle que
: AB = I,,. On pourra conclure que A est inversible, et que A~! = B.

Exemple 18.15

Soit A = <(1) i).OnnoteégalementB: (0 _01 )

1. Calculer A(I, + B).

A. Crouzet 15 ©@®®
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2. En déduire que A est inversible, et calculer A7,

Solution

1. On constate que

waem-(3 (07~ (20) -

1 -1
2. D’apres ce qui précede, A est inversible, et A~! = I, +B= ( 0 1 )

I’ Exercices 10, 11 et 12.

4. Ensemble GL,(R)

L’inverse d’une matrice de My(R) est facile & obtenir :

Théoréme 18.13.

. _(a b
So1tA—<C d

alors

) € M,(R). Alors A est inversible si et seulement si ad — bc # 0. On a

JET. (d b)
ad—bc \ —¢ a

Le réel ad — be est appelé déterminant de la matrice A et est noté det(A).

Démonstration

NotonsAz(ccl Z)eth( d _ab>.OnsupposequeA;éOetdonCB#O.Alors

ad — be 0

AB—( 0 ad_bc>—(ad—bc)fz

e Siad—bc =0, alors AB = 05. Puisque B # 0, d’apres un résultat précédent, A ne
peut pas étre inversible.

o Siad—be # 0, alors A x (
inversible, et

1
ad—bc

1 1 —
Al = B = ( d b)
ad — be ad—bc \ —Cc «a

B) = I,. D’apres un résultat précédent, A est donc

Exemple 18.16

1
Montrer que la matrice A = (

11 ) est inversible et déterminer son inverse.

Solution

Son déterminant vaut det(A) = 1 —2 = —1. Il est non nul, donc A est inversible et son

inverse est
1 1 =2 -1 2
-1 _ = _
=5 (7))
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5. Inverse et polynéme annulateur
Lorsqu’on dispose d’un polynéme annulateur, on peut en déduire, si elle est inversible, un inverse.
P
Si P(X) =Y a;, X" est un polynéme annulateur de la matrice A, avec a, # 0, et p > 2, alors :
apl, +a;A+ ... +a,A?P =0 a; A+ ... +a,AP = —ayl,

1
& _a_A (alln + ...+ apAp_l) =1,.
0

Ainsi, la matrice -1 (alfn + ...+ apAp_l) est 'inverse de la matrice A.
ao
Exercice 18.17
-2 -2 1
Soit A=] —2 1 —2 | et P(X)= X?—9. Montrer que P est un polynéme annulateur

1 -2 =2
de A, puis déterminer 'inverse de A.

Solution

En calculant rapidement :

9 0 0 9 0 0
P(A):(O 9 o)-(o 9 o):og(R)
009 009

Ainsi, P est bien annulateur de A. Mais alors :

1

1

—-A.
9

Ainsi, A est inversible et A™! =

IV. Systémes linéaires et matrices

1. Ecriture matricielle d'un systeme linéaire

Exemple 18.18

On s’intéresse au systéme

2 — 3y + =z = 1
(S) r + y — 2z = 2
- — 2y + z = -1
2 =3 1 T 1
Notons alors A = 1 1 =2 |, X=]9y |etY= 2 |. On a alors
-1 =2 1 z —1
()< AX =Y

La matrice A est appelée matrice associée au systeme (.5). Résoudre le systeme (.5), c’est
donc trouver le vecteur colonne X.

A. Crouzet 17 ©@®®
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Définition 18.16. Matrice associée a un systéme

Maths. approfondies

Soit (S) un systéme n X p de la forme
a1y + Q19T9 + + A1pTy, = bl
ap1T1 + QpoTy + + Gy b,
On appelle matrice associée a (.5) la matrice
@i Chng A1p
A— X X :
An1  Gp2 a’np
T1 by
Le systeme (5) s’écrit alors AX =Y, avec X = : et Y=\ :
xTL bn

2. Inverse d'une matrice et systéme

Théoréme 18.14.

Soit A € M,,(R). Soit B € M,, 1(R) une matrice colonne. Le systeme () AX = B admet
une unique solution si, et seulement si, la matrice A est inversible.
Dans ce cas, X = A™'B.

Remarque

Ainsi, pour résoudre un systéme (), on peut introduire la matrice associée et résoudre une
équation matricielle AX = B. Cela permet en général de simplifier les notations.

I's FEzercice 16.

Conséquence 18.15. ’

Une matrice triangulaire supérieure A est inversible si et seulement si tous les termes de la
diagonale sont non nuls.

Démonstration

En effet, un systéme triangulaire est de Cramer si et seulement si tous ses pivots sont non
nuls.

Méthode

Pour montrer qu’'une matrice A est, ou n’est pas inversible, sans calculer son inverse, on
résout matriciellement 1’équation AX = 0 en appliquant la méthode du pivot de Gauss. Si
on obtient une diagonale sans terme nul, la matrice sera inversible. On peut simplifier les
écritures en écrivant (A|0) pour ne pas s’encombrer des inconnues.

Exemple 18.19

Montrer que la matrice A = n’est pas inversible. Montrer que la matrice

SN =
— =N
S O O

A. Crouzet 18

@®®



CPGE ECG Chapitre 18 — Matrices Maths. approfondies

1 7 2
B = 2 41 est inversible.

-1 1 0
Solution
On résout :
1 2 010 1 2 0|0 ligne pivot 1 2 0]0
2 1 010 ~1 0 =3 0|0 Lo+ Ly,—2L; ~| 0 =3 010 ligne pivot
01 010 0 1 010 0O 0 010 Ly 3L5+ Ly

Puisqu’un des termes sur la diagonale est nul, la matrice A n’est pas inversible.

Pour B :
1 7 210 1 7 2 10 1 7 210
2 4 110 ~1 0 —-10 —-3|0 |~ O =10 =310
-1 1 010 0 8 2 10 0O 0 —-410

Les termes sur la diagonale étant non nuls, la matrice B est bien inversible.

Meéthode

Pour déterminer ’'inverse d’une matrice, on peut utiliser la méthode du pivot de Gauss, mais
en simplifiant les écritures. On écrit (M|1,,) et on cherche a remplacer, par des opérations
sur les lignes, M par I,,. A la place du I,, de départ, on aura alors M 1.

Exemple 18.20

-3 5 6
Déterminer 'inverse de | —1 2 2 )

Solution

On a:

1 -1 -1]0 0 1
0 3110 3/ Ly« Ly+3L,
1 -1 -1/0 0 1
~1 0 1 170 1 1
0 0 1|1 —2 1) Ly« Ly—2L,
1 -1 —-1] 0 0 1
~ 0 1 0 *1 3 0 L2 < L2 — L3
0 1 1 -2 1
10 0[]0 1 2\ L« L +Ly+Ls
~]1 010|-1 3 0
0011 =21

A. Crouzet 19 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 18 — Matrices Maths. approfondies

-3 5 6
Ainsi, | =1 2 2 est inversible, et son inverse est
1 -1 -1
0o 1 2
-1 3 0
1 -2 1

I's Exercices 13, 14 et 15.

@ REFERENCE HISTORIQUE @

Cette méthode de détermination de l'inverse d’une matrice est appelée réduction de Gauss-
Jordan, en hommage a Carl Friedrich Gauss et Wilhelm Jordan, mais était connue des Chinois
au 1°" siecle de notre ere, sous le nom Fang cheng dans Les Neuf Chapitres sur l’art mathématique.

Définition 18.17.

On appelle rang d’une matrice A, et on note rg(A) le rang du systeéme associée AX = 0, ou
X représente le vecteur colonne des inconnues, c’est-a-dire le nombre de lignes non nulles
apres réduction de Gauss-Jordan.

Propriété 18.16.

On dispose des propriétés suivantes :

o 1g(A) =0 si et seulement si la la matrice est nulle.

o 1g(A) =1 si et seulement si toutes les colonnes de A sont colinéaires.

o Si la matrice A est carrée d’ordre n, rg(A) = n si et seulement si la matrice est
inversible.

V. Matrices et python

Pour créer une matrice, on peut envisager d’utiliser une liste de liste :

T=11I1,2,3], [2,1,3], [3,2,1] ]

Pour obtenir le 2e élément de la 3e ligne, on peut alors faire :

>>> T[2][1]
2

Malheureusement, il n’y a pas, en PYTHON, d’opération simple et matricielle : somme, produit,
inverse, ...

La librairie numpy, quant a elle, contient les fonctions de bases pour traiter les tableaux, les
matrices et les opérations de type algebre linéaire avec Python.

1. Fonctions de bases

Dans cette partie, nous donnons un listing des différentes fonctions que 'on peut utiliser et qui
sont au programine.

Dans toute la suite, on supposera qu’on aura importé la libraire avec :

<[> Code Python

1 import numpy as np
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a. Création et premiéres opérations

Une matrice se définit avec la fonction np.array :

<[> Code Python

1 T=np.array([ [1,2,3], [2,1,3], [3,2,11])

Un tableau est de type ndarray.
Pour obtenir le 2e élément de la 3e ligne, on dispose de deux manieéres :

Console Python -

>>> T[2][1]
np.int64(2)
>>> T[2,1]
np.int64(2)

Enfin, pour obtenir le nombre de ligne et de colonne, on utilise I'instruction shape :
Console Python -

>>> np.shape(T)

(3, 3)

>>> np.shape(T)[0] # Représente le nombre de ligne

3

>>> np.shape(T)[1] # Représente le nombre de colonne
3

On peut, comme pour les listes, faire du slicing, c’est-a-dire ne récupérer que certains éléments :
Console Python A

>>> T[0:2, 0:2] # Prends les deux premiéres lignes
array([[1, 2],
[2, 111)

b. Somme, produit et composé

Le type ndarray est agréable & manipuler puisqu’on peut faire les opérations usuelles :
Console Python A

>>> T = np.array([[1,2], [2,11])
>>> S = np.array([[2,0], [-1,1]])
>>> S+T  # Addition simple de matrice
array([[3, 21,
[, 211

Attention

Le produit S*T ne donne pas le produit matriciel S x T, mais donne le produit terme a
terme des coefficients :

Console Python -~

>>> T = np.array([[1,2], [2,111])
>>> S = np.array([[2,0], [-1,1]1])
>>> ST
array([[ 2, 0],

[-2, 111)

Pour effectuer le produit matriciel usuel, il faut utiliser I'instruction np.dot :
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Console Python -+

>>> T

np.array([[1,2]1, [2,1]])
>>> S = np.array([[2,0], [-1,1]1])
>>> np.dot(S,T)

array([[ 2, 41,

[ 1, -111)

Depuis les dernieres versions de PYTHON, on peut aussi écrire S@T :

Console Python -

>>> T = np.array([[1,2], [2,11])
>>> S = np.array([[2,0], [-1,1]1])
>>> S@T
array([[ 2, 41,

[ 1, -111)

Enfin, on peut obtenir la transposée avec I'opérateur T :

Console Python =
>>> S = np.array([[1,2], [3,11])
>>> 5. T
array([[1, 31,

[2, 111)

c. Matrices particuliéres

On peut obtenir trois matrices usuelles facilement : la matrice nulle, avec np.zeros, la matrice

identité, avec np.eye, et la matrice dont tous les coefficients valent 1, avec np.ones :
Console Python -

>>> np.zeros((2,3)) # Matrice O(n,p) : n lignes, p colonnes
array([[0., 0., 0.1,
[0., 0., 0.11)
>>> np.ones((2,3)) # 2 lignes, 3 colonnes
array([[1., 1., 1.1,
[1., 1., 1.11)

>>> np.eye(3,3) # Matrice identité
array([[1., 0., 0.1,

[0., 1., 0.1,

[0., 0., 1.11)

d. Autres opérations

Somme des coefficients : on peut ajouter tous les coefficients d’une matrice avec np . sum.
Console Python

>>> a = np.array([[1, 3, 31, [1, 4, 31, [1, 3, 4]1)
>>> np.sum(a)
np.int64(23)

Avec un module particulier de numpy, numpy.linalg, on dispose d’autres opérations intéres-
santes :

Inverse d’une matrice : on peut déterminer l'inverse d’une matrice (éventuellement avec
des valeurs approchées des coefficients) avec l'instruction np.linalg.inv.
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Console Python -+

>>> a = np.array([[1, 3, 31, [1, 4, 3], [1, 3, 41])
>>> np.linalg.inv(a)
array([[ 7., -3., -3.1,

[-1., 1., 0.1,

[-1., 0., 1.11)

Résolution d’un systéme : on peut également résoudre un systéme (si possible) avec l'ins-
truction np.linalg.solve.

3r+ y=9
Si on s’intéresse au systeme N 2y g’ on introduit les matrices A et B telles que AX = B
x+2y=

et on résout.
Console Python =

>>> A = np.array([[3,1], [1,2]])
>>> B = np.array([9,8])

>>> X = np.linalg.solve(A,B)
>>> X

array([2., 3.]1)

Ainsi, 'unique solution est (2, 3).
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Exercices

Exercices

Calcul matriciel et polynémes

Exercice 1 Produt matriciel (10 min.)

Calculer les produits suivants :
L -2 3 0 1 :1 1 1 3
A=(210) ; B:<1 12—1) 1 -2 ¢ (2 4)(

Exercice 2 Transposées (10 min.)

Pour chacun des matrices suivantes, calculer sa transposé.

1 L1 3 1 2 -3
A= 2 |, B:(2 ) _1>, c=|4 2 —-1|, D=(-11 3 5).
3 -1 -2 -3

T
Si(zy,...,z,) € R™ on note X = ( :

Ln,

) . Calculer XX et XtX.

Exercice 3 Matrices élémentaires (5 min.)

Soit n un entier non nul. Soient 7,7,k et £ quatre entiers de [1, n]. Calculer E; ; x Ej ,, ou
(Ei’j>1<1<n désigne les matrices élémentaires.
1<j<n

Exercice 4 Polyndmes de matrices (10 min.)

Calculer P(A) pour chacun des cas suivants :
1. A= (;’ i) et P(X)=X%?—-2X+3.

12 -2
2.A:(2 1 —Q)etP(X):(X—l)(X+1)2.
2 2 -3

Puissances

Exercice 5 Puissances et récurrence (20 min.)

Dans chacun des cas suivants, calculer A™ pour tout entier naturel n.
0 —1
a0 )
1 01
2.B=|10 0 0 |.
1 01
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Méthode

1
I
I
I Pour déterminer A™, on peut chercher une périodicité des puissances, c¢’est-a-dire un entier
I
1 ptel que AP = Aou AP =1,

Exercice 6 Puissances et nilpotence (15 min.)

1 1 1
Soit A=110 11
0 0 1

1. Montrer que A peut s’écrire sous la forme I3 + J ou J est une matrice a déterminer.
2. Calculer J? et J3. En déduire I'expression pour tout entier n de A™ en fonction de I, J et
n.

Exercice 7 Puissances et bindme de Newton (15 min.)

1 3 3 111
Soient A=13 1 3 |[,eteJ=]1 11
3 3 1 111

1. Exprimer A sous la forme al; 4+ 8J, ou « et § sont deux réels.
2. En déduire I'expression de A™ pour tout entier n.

Exercice 8 Puissances, récurrence et division euclidienne (15 min.)

-2 -1 2
Soit A = 1 0 -2
-2 -2 3

1. Premiere méthode.
a) Exprimer A% en fonction de A et I.
b) Montrer qu’il existe deux suites (z,,) et (y,,) telles que, pour tout entier n € N,

A" =z, A+ y,1I5.

¢) Montrer que (z,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

d) En déduire, pour tout entier n, une expression de z,, et y,, en fonction de n.
2. Deuxiéme méthode.

a) Montrer que P(X) = X2 — 2X — 3 est un polyndome annulateur de A.

b) Calculer le reste de la division euclidienne de X™ par P(X).

¢) En déduire une expression de A™ en fonction de A et 5.

Exercice 9 Puissance par diagonalisation (15 min.)

) 1 2 1 1
801entA(2 1)etP<_1 1).

Montrer que P est inversible et déterminer P~ 1.

Calculer D = P~1AP.

Déterminer, pour tout entier n € N, D™,

Justifier que, A = PDP~! puis, pour tout entier n, A» = PD"P~!.
En déduire I'expression de A™ pour tout entier n.

A

Inversibilité

Exercice 10 Inversibilité et polyn6me annulateur (10 min.)

2 1 -1
SoitA=1|2 0 1
0 2 0
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1. Calculer A2 et A3.
2. En déduire la valeur de —A3 + 242 + 4A — 815.
3. Montrer que A est inversible et calculer son inverse.

000 Exercice 11 Inversibilité et polynome annulateur Il (10 min.)
Soit A la matrice de M3(R) définie par

4 1 1
A=11 4 1
11 4

Calculer A? et montrer qu’il existe deux réels a et 3 tels que A? = oA + B1I5. En déduire que la
matrice A est inversible et calculer A~

000 Exercice 12 Inversibilité et polynéme annulateur Il (15 min.)

1 1 =2
Soit A= -1 —1 2 |.
-2 =2 0

1. Calculer A% puis A3.

2. En déduire que A n’est pas inversible.

3. Calculer (I5 — A)(I5 + A + A?). En déduire que I5 — A est inversible, et déterminer son
inverse.

4. De la méme maniere, montrer que I3 + A est inversible, et déterminer son inverse.

000 Exercice 13 Inversibilité par la méthode du Gauss (10 min.)
3 =2 3
Soit A = ( 1 0 2 )
0 0 2
Vérifier que cette matrice est inversible et calculer son inverse.

000 Exercice 14 Gaussons encore (20 min.)

Déterminer 'inverse des matrices suivantes :

oy (TN
A= 3 -1 1 B = ,a €R
( 9 4 3 ) 0 O 1 —a
0 0 1
000 Exercice 15 Inversibilité par calcul Il (10 min.)
a 1 1
Pour quelle(s) valeur(s) de a la matrice ( 1 a1 ) est-elle inversible ?
1 1 a

Systemes et matrice

000 Exercice 16 Systéme et matrice (15 min.)

011
Soit A= 1 0 1 [.
110
—1/2  1/2 1/2)

1. Vérifier que la matrice A est inversible d’inverse A~! = ( /2 —1/2 1/2
12 1/2 —1/2

A. Crouzet 27 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 18 — Matrices Maths. approfondies

2. Résoudre le systeme linéaire :

(S) ¢ + z
T +y =

Suites et matrices

000 Exercice 17 Matrice, puissances et suites (20 min.)

01 1
Soit la matrice A= 1 0 1
1 1 0

1. Vérifier que A%2 = A + 2I5. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.

2. Montrer que pour tout n, il existe deux réels u,, et v, tels que A" = u, A+ v,I3. On
précisera les relations de récurrence entre u,,,, et u,, et entre v, et v,.

3. On pose a,, = 2u,, + v, et B, = u, — v,,. Reconnaitre les suites a et 5. En déduire
I’expression de u,, et v,, en fonction de n, puis A™ pour tout n.

000 Exercice 18 Suite et matrice - | (30 min.)
On considéere les deux suites réels (u,,) et (v,) définie par ug, vy et pour tout n,

Upy1 = 6u, — v, et v, = u, +4v,

En introduisant une matrice A bien choisie vérifiant
U U
n+1 _ A n
Up+1 Up,

. . (% (% . . .
démontrer successivement que ( U" ) = A" ( UO >, puis A = 51, + J avec J? = 0. Déterminer
0

n
alors A", puis I'expression de u,, et v,, en fonction de n.

@00 Exercice 19 Suite et matrice - [l (20 min.)
On considere la suite u définie par ug = 2, u; = 1, uy = —1 et pour tout n,

Up43 = 2un+2 + Up+1 — 2un

2 1 =2 1 1 4
On définit les matrices A=| 1 0 0 etP=]1 —1 2
01 0 1 1 1

1. Montrer que P est inversible et calculer P~'. Que vaut D = P~'AP? En déduire D".
2. Montrer que pour tout n, D® = P~ A" P. En déduire les coefficients de A™.
Uni2
3. Pour tout n, on pose X,, = | u,1
u?’l
a) Vérifier que pour tout n, X,,,; = AX,,. En déduire X,, en fonction de A™ et de X|.
b) Déterminer la valeur de u,, en fonction de n.

Pour aller plus loin

000 Exercice 20 Exercice ouvert (10 min.)
Trouver toutes les matrices M diagonales d’ordre 3 telles que

M3 +2M? —-M—-2=0
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Exercice 21  Valeurs propres (15 min.)

) . 2 3
Soit A la matrice A = (3 9 >

1. Pour quelles valeurs du réel A la matrice A — Al n’est elle pas inversible ?
2. Déterminer toutes les matrices colonnes X telles que AX = AX lorsque A prend les valeurs
trouvées au 1.

Remarque : les A trouvés s’appellent les valeurs propres de la matrice, et les vecteurs colonnes
trouvés au 2 les vecteurs propres associ€s a chacune des valeurs propres.

Exercice 22 Trace (20 min.)

Soit n € N*. Pour toute matrice A = (a;;) € M,,(R), on appelle trace de A, et on note Tr(A) le
somme de ses coefficients diagonaux :

Tr(A) = z": @

i=1
1. Soient A, B deux matrices de 9,,(R) et A\ un réel. Montrer que

Tr(A+ B) =Tr(A) + Tr(B), Tr(AA) =ATr(A) et Tr(AB) = Tr(BA).

2. Soit A € M, (R) et P € GL,,(R). Montrer que Tr(PAP~!) = Tr(A).
3. Existe-t-il deux matrices A et B de 9, (R) telles que AB— BA=1,7

Exercice 23 Oral ESCP (15 min.)
Soient A et B deux matrices de 9, (R). On suppose que A est inversible et qu’il existe ¢ € N*
tel que B =0,, (on dit que la matrice B est nilpotente).

1. Soit « € R* et Y € M, 1(R) tel que BY = aY. Montrer que Y = 0.

2. Montrer que, pour tout o € R*, la matrice M, = —al,, + A" BA est inversible.

Exercice 24 Une matrice rectangulairement carrée (20 min.)
Soit n € N*. On définit M la matrice M = (m; ;)1<; j<on Dar

v (i,5) € [1, 2n]?, mwz{lézgn
0 sinon.
Expliciter M danslecasn=1et n = 2.
Calculer M?2, puis MP pour tout entier p > 1.
M est-elle inversible 7
Dans le cas n = 2, déterminer les valeurs de A pour lesquels la matrice M — Al n’est pas
inversible.

L

Exercices bilans

Exercice 25 Etude d'une matrice 3 paramétre (30 min.)

Pour tout ¢t € R, on définit
1—t —t 0
Aty=| —t 1—t 0 .
—t t 1—2t

On note £ 'ensemble des matrices de cette forme, c’est-a-dire

&={A(t), teR}.

A. Crouzet 29 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 18 — Matrices Maths. approfondies

1

51 1
1. Donner A(1), et montrer que QQ = —g %
T2 2

2
2. Soient s et t deux réels. Déterminer le réel u tel que A(s)A(t) = A(u). En déduire que

A(s)A(t) € € et que A(s) et A(t) commutent.
3. a) Montrer que @ n’est pas inversible.
b) Montrer que si t # %, A(t) € GL3(R).
4. Déterminer ’ensemble des matrices S de & telles que S% = A (—g)
5. On pose J = A(—1).
a) Montrer qu'il existe une suite (t,,) telle que
VneN, J"=A(t,).

b) Déterminer une relation de récurrence entre ¢, et t,.
¢) En déduire I'expression de J™.

000 Exercice 26 Matrices orthogonales (60 min.)

Soit n € N\ {0, 1}. On dit qu'une matrice M € 9, (R) est orthogonalesi M'M = MM = I,,.
Autrement dit, M est orthogonale si et seulement si M et inversible et M1 = M.

On note O, (R) 'ensemble des matrices orthogonales de 9, (R).

Partie A : le cas particulier O,(R)

b
Dans cette partie, on se donne M = ( (Z d ) € 0y(R).
1. Montrer que a® +b%> =a?+c? =d?> +c? =d? +b> =1 et que ac + bd = 0.
2. Supposons que a = 0. Montrer que M est 'une des matrices suivantes :

0 1 0 -1 0 —1 0 1
1 0)° -1 0 ’ 1 0 ’ -1 0 )"
3. Supposons que a # 0.
a) Justifier qu’il existe 6 € [0, 27[ \ {—g, g} tel que a = cos(f) et ¢ = sin(h).
s 1 s [ cos(f) —esin(0)
b) En déduire qu'il existe ¢ € {—1,1} tel que M = ( sin(0) ccos(f) )

- . - cos(f) —esin(h)
4. Réciproquement, soit § € R, et ¢ € {—1,1}. Vérifier que ( sin(8) e cos() € O5(R).
5. Ecrire une fonction PYTHON, prenant en argument 6 € R et £ € {—1,1} et qui renvoie la
matrice ci-dessus.

Partie B : généralités sur les matrices orthogonales

1. a) Vérifier que, si A € 0,,(R), alors A~ € 0,(R) et AT € 0,,(R).
b) Montrer que si A et B sont deux matrices de @,,(R), alors AB € O,,(R).
1

Lo

2. Pour tout X = € M, 1(R), on appelle norme de X le réel positif

n

1] = /2% + a3 + .. + 23
a) Soit X € M, ;1 (R). Montrer que [ X| = 0 si et seulement si X = 0.
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b) Justifier que?, si X € M, ;(R), alors IX)* = XTX.
c) En déduire que si A € 0,,(R) et X € M,, 1(R), alors [|AX]| = | X]|.
3. SOlt A = (CLL]‘)ng"jgn € OH(R>

n
a) Montrer que, pour tout i € [1, n], Za?yk =1.
k=1
b) En déduire que, pour tout (, ) € [1, n]?, la; ;| < 1.
4. Notons 2, (R) ’ensemble des matrices M € M, (R) telles que, sur chaque ligne et chaque
colonne de M se trouve un et un seul coefficient non nul, qui vaut 1 ou —1.
a) Donner un exemple d’une matrice de P4(R) qui n’est pas I,.
b) Soient M € P,,(R) et (,j) € [1, n]”. Calculer (MMT)”.
¢) En déduire que les matrices de 7, (R) sont les seules matrices de 0, (R) dont les
coeflicients sont entiers.
On s’aidera de la question 3.

'En réalité, X7 X est une matrice & un seul coefficient, ce qu’on assimile & un réel.
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1
Apres calcul, on obtient

0 0 -7 15
A—(4), B:(O 0) et C:(_m 22)

Exercice 2
Rapidement :

1 2 1 4 -1 *11
tA=(12 3), 'B=|-1 1|, tc=| 2 2 =2/|, D= 3
3 -1 -3 -1 -3 s

Enfin :

T
t _ : (2 2
XX—(:L‘l xn)( : )_(xl—i—...—i—wn)
ITL
2
2 gy T1To e 1Ty,
2
XtX:< : )(:cl xn): 2:1 :2 2:”
" T, TpTy ... T2

Montrons-le de maniére rigoureuse. Remarquons que, puisque *X € 9 ,,(R) et X € M, ;(R),
alors 'X X € M1,1(R) par définition du produit matriciel. De plus :

7

(XX), =D (X1 k(X
k=1

(z1) X (2) Zxk
k=

1
De méme, X € M,, ;(R) et *X € M, ,(R), donc XX € Mn, n(R).
Pour tout (i, 4) € [1, n]” :

MtM Z
=1
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Exercice 3
La plupart des coefficients sont nuls. On écrit F; ; = (au’v), Ep o= (bu,v> et B, j x By, = (Cu,v>'
. Alors, pour tout (u,v) € [1, n]” :

n
Cu,v = § au,wbw,v
w=1

1 ¢’il existe k tel que u=t,w=j=kv="~(
0 sinon

Ainsi, on en déduit que

. Ei,@ Slj:k
Ei’jXEk’e_{ 0, sinon °
Exercice 4
1l suffit de calculer.
1.
1 2\ 1 2 10
re=(5 1) (5 1)+ (0 1)
(T 10 _(24), (3 0)_(8 6
15 22 6 8 03) " \9 17
2,
12 -2 100 12 -2 10 0\
P(A) = 21 —2]-]l01o0 21 =2 |+]010
2 9 —3 00 1 2 9 —3 00 1
0 2 —2 2 2 —2\°
— |2 0 —2 9 9 —9
2 9 —4 9 9 —9
0 2 —2 4 4 —4 00 0
— |2 0 —2 44 -4|l=10o0 o0
2 9 —4 4 4 —4 00 0

Exercice 5

On calcule les premiéres puissances de A et on constate que
A2 == —1—27 A3 == —A et A4 = I2

Ainsi, A®> = A, A% = —I,-.- donc on a une périodicité :
e Sin =4k (k € N), alors
Ar = A% = (AN =TF =1,

o Sin=4k+1 (k € N), alors
An = AL — At A= [, A=A
e Sin=4k+2 (k € N), alors
An = A2 A A2 [, A2 = A2 = ],
e Sin=4k+ 3 (k€ N), alors
An = A3 = Ak A3 Z [, A3 = A3 = —A
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2 0 2
B2=|0 0 0 |=2B
2 0 2

Puis B3 = B2.B = (2B).B=2B?> = 4B =2%"1B, B* = BB = (4B).B = 4B?> = 8B = 2*"'B.
On peut donc supposer que, pour tout n > 1, B® = 2" !B, que I'on démontre par récurrence.
Soit P, la proposition définie pour tout entier n > 1 par “B" = 2"~ B”.
o Initialisation : pour n = 1, B! = Bet 2'7'B = 2B = B. Donc P, est vraie.
o Hérédité : supposons que la proposition P, est vraie pour un certain entier n > 1, et
montrons P,
Par hypothese de récurrence, B™ = 2"~ B. Mais alors,

Bl =pnB =2» B B=2"1p2=2""12B=2"pB=2"""1p

H.R.

Pour B, on constate que

P, 1 est donc vraie.
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier n > 1 :

Vn>1 B"=2"1Bet B'=1I4

Exercice 6

01 1
1. OnconstatequeA:I3+JavecJ:(0 0 1).

000
0 01
2. On remarque que J2 = | 0 0 0 | et J3 = 05. On va donc utiliser la formule du binome
000

de Newton, pour n > 3.
I3 et J commutent, donc pour tout n > 3 :

n n n n n n
A = (I3 + J)" J’flg—’f:<>J°+<)J1+()J2+<)J3+---+<>J"
3 (D)= (D) (e (2) e ()

=03 car J3=03

Ainsi,
n<n B 1) 1 n nt n(n—1) 1 n(n2+1)
Y n >3, An:LIg—{—TL.J—FTJz: 0 1 n = 0 1 n
0 0 1 00 1
Remarquons que cette écrite est valide pour n = 0,n = 1 et également n = 2. Donc :
1 n n(n2+1)
VneN A"=10 1 n
0 0 1

Exercice 7

1. On constate que A = 3J — 21
2. Calculons les puissances de J :

3 3 3
JP=|3 3 3 |=3J
3 3 3
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Ainsi, par un raisonnement par récurrence, on peut montrer que pour tout n, J" = 3" 1J.
Puisque I5 et J commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton :

Vx>l A= (3J—2I)" = Zn: (:) (3J)k(=2I5)"F = zn: (Z) 3k Jk x (=2)nk

k=0 k=0
Or J* = 31 J pour k > 1 donc

Vo>l An= (=25 + > (Z) 3k3h—LJ x (—2)F = (—2)" 5 + J. Z ( )32’“ Y2k
k=1

Pour calculer la somme, on va se ramener a la formule du bindéme de Newton pour les réels :

>1, Z < )3% gk =y (:) %(—z)n—k = %i <Z> Ok (—2)nk =

k=1 k=1
(

(9 2y — (~2)) = (7"

W =

Bilan : pour tout entier naturel n > 1, A™ = (—=2)"13 4+
pour n = 0.

J écriture également valable

Exercice 8

-1 -2 4
a) Ona A= 2 3 —4 | =2A+3lI;.

—4 —4 9
b) On le démontre par récurrence : pour tout n, P, :« il existe (z,,y,) € R? tels que A" =
Tp A+ y, Iz ».
e Pour n =0, A° = I; = 0A + 115. On pose alors 7, = 0 et y, = 1 et P, est vraie.
e Supposons que P, est vraie pour un certain n fixé. Alors A™ = x,, A + y,,I3. Mais alors

A = AA™ = A(x, A+ y,15)
Ainsi, P, est vraie, en posant x,, .1 = 2x,, + vy, et Y, 1 = 3x,,.
c¢) D’apres ce qui précede, on peut écrire, pour tout n € N :
Tpyo = 2$n+1 + Yn+1 = 2xn+1 + 3xn'
Ainsi, (z,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, avec xq = 0 et x; = 1, puisque
Al=A=1xA+0xI;.
d) Apres étude, on obtient
1

VneN (1)”+13"
n T, =——(— -3".
) n 4 4

et puisque y,,,1 = 3z, on en déduit

3 1
VneN, y,= Z(—l)" + 13”

et finalement

1 1 3
VneN An— (—f 1y lgn)as (2
nel, (4( )+43> +(4

1
(—1)" + an) L.

a) Apres calcul, P(A) = 03. On peut aussi utiliser la question 1.a).
b) Soit n € N. P étant de degré 2, le reste de la division euclidienne de X" par P(X) est de
degré au plus 1. Il existe donc « et 3, et un polynome @), tels que
X"=P(X)Q(X)+ aX + 0.
—1 et 3 sont les racines de P. En évaluant ’expression en —1 et 3, on en déduit

(—1)"=04+a(—=1)+b et 3n:0—|—a3—i-b<:>a:T ot b:%,
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c¢) Puisque P est un polynéme annulateur de A, on utilise I’écriture précédente : si n € N, il
existe un polynome @ tel que

31— (=" 3(—1)" 43"
X"=P(X)Q(X)+ i ) X+ ( )4
soit, en évaluant en A, et puisque P(A) = 05 :
31— (—1)" _ 3(—1)" 43"

On retrouve le méme résultat que précédemment.

Exercice 9
1. On a det(P) = 2. P est inversible et

1/1 —1
-1 _ =
P _2(1 1).
D_ll—l 1 2 1 1y (-10
2 \1 1 2 1 -1 1) L0 3)°
3. D étant diagonale, on peut écrire

VneN,D":(<1>n 0 )

2. Apres calcul,

0 3"

4. Puisque D = P~'AP, on en déduit PD = AP puis PDP~! = A.
On note Q,, la proposition définie par Q,,:« A™ = PD"P~! ».
e Pour n =0, D° =1, et donc PD°P~! = PP~! = I, = A°. Q, est donc vraie.
e Supposons la propriété @,, vraie pour un certain entier n fixé. Alors
Al = A" x A

= (PD"P~') x (PDP™!) par hypothése de récurrence

= PD"P'PDP!

= PD"[,DP~!

— PDn+1P—1
Ainsi, @, est vraie.

Par principe de récurrence, on en déduit que, pour tout entier n, A = PD"P~!.
5. En utilisant les deux questions précédentes, pour tout entier n € N :

(D)0 A0
S

1 ( 3"+ (=) 34 (=)t )
2 \ (=DM (=) 3T

Exercice 10
1. Apreés calculs, on obtient

6 0 —1 12 4 —6
A2=14 4 =2 et A3=1|16 0 0
4.0 2 8 8 —4
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2. En calculant, on obtient que —A3 + 242 + 44 — 815 = 0.
3. D’apres ce qui préceéde, on peut écrire que —A3 + 242 + 4A = 8. On réécrit :
1 1 1
Ax (=A% +2A 4+ 413) =83 <= A X (—§A2 + ZA+ §I3> =1

Ainsi, A est inversible, et son inverse est

O -

1 1 1
Al = A2 A ], =
s Tt oh

N O =
BN | =

Exercice 11

Constatons que

18 9 9
A2=| 9 18 9 |=94—18],

9 9 18
Ainsi,

1 1 1
— (A2 -9A :A(—I ——A>:I
—18( 94) 273 18 3

Donc, A est inversible, et

1 1
A_l — —13 - _A
2 18

Exercice 12

4 4 0
1. On constate que A% = ( —4 —4 0 ) et A3 = 0.
0 0 O
2. Puisque A® = 05 on peut écrire A.A% = 05. Par théoréme, A est un diviseur de 0 et ne peut
donc pas étre inversible.
3. On développe (I3 et A commutent) :
(Is — A)(Is+ A+ A%) =13 — A3 = I

puisque A% = 05. Ainsi, en notant B = I+ A+ A%, on peut écrire (I;— A)B = I5. Par théoréme,
I3 — A est donc inversible, et son inverse est B = I5 + A + A2,
4. Par tatonnement, on trouve que

(Is+A)(Is — A+ A?) = I3+ A® = I,

Par théoréme, I5 + A est également inversible, et son inverse est Iy — A + A2.

Remarque
Il existe des identités remarquables assez générales, qui sont celles qu’on utilise ici :
n—1
VneN, a"—b"—(a—b) (a1 +a"2b+a"3b? + -+ ab" 2+ b" ) = (a—b) Z a"kpk
k=0
2n
V neN, @2ntlpp2ntl — (a+b) (a2n — a2 1y 4 g2n=2p2 4 ... gp2n-1 b2n> _ (a+b) Z(_l)ka2n—kbk
k=0
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Exercice 13

On applique la méthode du pivot de Gauss :

3 =2 3|1 00 3 =2 3|1 00
1 0 2101 0|0 2 3|-1 320
0 0 20 01

0 0 2{0 01
On obtient une matrice triangulaire dont les pivots sont tous non nuls; on en déduit que A est
inversible. On continue la méthode pour obtenir la matrice inverse :

ligne pivot
Ly <+ 3L, — L,

3 =2 3[1 0 0 3 =231 0 0\ L
(102010)@023130 Ly
0 0 200 1 0 1] 0 0 5 ) Ly« 5L
3 -2 31 0 0\ 1
sl 0 2 013 I | L,eL,-3L,
0 1{o o0 3 /) Ls
3 231 0 0\ I,
0 0o|—= 2 2 L
<~ 5 9 14 L2<_§L2
00 1[0 0 5 ) I
300 01 2 —2 L, + L, + 2L, — 3L,
s| VL0 s 1] L
0010 0 3 L
100[0 1 -1\ ;. 1f
01 0[— 2 -2 Lo
< 2 2 14 L2
0010 0 5 ) L

On en déduit que A est inversible et son inverse est

0

Exercice 14

On utilise la méthode classique : on écrit (A|l3) et on applique les opérations du pivot de Gauss
pour écrire (I3|B). Alors, B = A~L.

1 0 2|1 00 1 0 2|1 00\ LP
(S)( 3 -1 1|0 1 0)~(0 —1 —5|-3 1 o) Ly Ly —3L,
—2 4 3|0 0 1 0 4 7|2 01/ Ly« Ly+2L,
1 0 21 00
(S)~(0 -1 -5| -3 10 | LP.
0 0 —13|—10 4 1/ Ly+ Ly+4L,

Les pivots étant tous non nuls, la matrice est inversible. On applique alors les opérations de la
méthode du pivot de Gauss pour remontrer et obtenir I3 a gauche :

1 0 211 0 o0 102/ 1 0 0 10 o0|-< =
)~ 0 -1 -5]/-3 1 0 |~]010-= = = |~|lo1ol-2 I
10 4 1 1(1)3 1321 131 1(1)3 1:,21
00 1]3 -5 3 00 1| = -5 -5 00 1| ¥ 2
13 13 13 13 13
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Ainsi, A est inversible, et

7 8 2
55 7 8 2
1 13 1 1
Al = ﬁ = 15 =— | -11 7 5
W ) By g
13 13 13

Pour la matrice B, elle est déja triangulaire supérieure avec des pivots tous non nuls, elle est
donc inversible. On remonte avec la méthode du pivot de Gauss et on obtient

1 a a® @
01 a a?
-1 _
B = 00 1 a
00 0 1

Exercice 15
On applique la méthode du pivot de Gauss jusqu’a obtenir les pivots. Remarquons ici qu’on ne
demande pas de calculer 'inverse si elle est inversible Ainsi

a 1 1 1 1 a L, < Ly 1 1 a L.P.
1l al]|~]1wal ~10 a—1 1—a Ly Lo—14
1 1 a a 1 1 L3<—>L1 0 l1—a 1—a2 L3(—L3—CLL1
1 a
0 a—l 1—a L.P.
0 2 —a—a? Lg <+ Ly+ Ly
Remarquons que 2 — a — a? s’annule si et seulement si @ = 1 ou a = —2 et a — 1 s’annule si

a=1.
Bilan : si a # 1 et a # —2, les pivots sont non nuls et la matrice est donc inversible. Si a = 1
ou a = —2, la matrice n’est pas inversible.

Exercice 16
1. Deux méthodes : on applique la méthode du pivot de Gauss a la matrice A; ou bien (et
c’est plus simple ici), puisqu’on nous donne la matrice inverse, on vérifie qu’elle convient. Soit
—-1/2 1/2  1/2
C = 1/2  —1/2 1/2 |. On constate alors que
/2 1/2 —-1/2

1 00
AxC=]101 0
0 01
Ainsi, A est inversible, et son inverse est A~ = C.
T 1
2. Notons X = | y | et B=] 2 |.On constate que le systéme (S) peut s’écrire de maniere
z 3
équivalente
(S) AX=8B

Puisque A est inversible, c’est équivalent & X = A~ B. Ainsi, le systéme (S) admet une unique
solution :

r=2
X=A'"Bs<iy=1
z=0

Le triple (2,1,0) est 'unique solution du systéme.
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Exercice 17

2 11
1. On constate que A2=| 1 2 1 | = A+ 2I;. Ainsi
1 1 2

1
A2 —A=2I o A(A—1I;) =2, & A x <§(A—I3)> = I

Donc, A est inversible, et

1 1
1 T2 2. 2
Al=A-ILy)=| L -2 i

2 L R

2 2 2

2. Montrons par récurrence sur n la proposition P, définie pour tout entier n par P, : “il existe
Uy, U, tels que A” = u,, A+ v, 13"

o Initialisation : pour n = 0, on constate que A° = I; = 04 + 11I5. Ainsi, P, est vraie, avec
ug =0 et vy = 1.

o Hérédité : on suppose que la proposition P, est vraie pour un certain entier n. Montrons
alors que P, est vraie.

Ainsi, par hypothese de récurrence, il existe u,, et v,, tels que A™ = u,, A + v,,I5. Mais alors

A = A" A = (u, A+ v, I5)A = u, A2 + v, A = u, (A +215) + v, A = (u, + v,) A+ 2u, I3
Ainsi, A" g%écrit bien u, 1 A + v, 115, avec
Upy1 = Up + Vp €6 Uy = 2uy,

P, 1 est donc vraie;
D’apres le principe de récurrence, P, est vraie pour tout n : A" s’écrit u, A + v, I3 avec

ug =0, vg=1, V n, upy1 =u, +v, et v, =2u,
3. Pour tout entier n, on constate que
Qg1 = 2Up g + Upyq = 2(u,, +v,) + 2u,, = 4u,, + 2v, = 2a,,
BnJrl =Upi1 — Upy1 = Uy + U, — 2Uy, = vy — Uy = _Bn

Ainsi, o est une suite géométrique, de raison 2 et de premier terme oy = 1, et § est une suite
géométrique de raison (—1) et de premier terme 3, = —1. Donc

vV on, a,=2"et B3, =—(—1)" = (=1)"*!

Mais alors, puisque

7% + /Bn Qy — 2/871
U, = ——— et v, = ———
3 3
on en déduit donc
on + (_1>n+1 on _ 2(_1>n+1
Vv n, un:Tetvn:f

et donc

on -1 n+1 on _9(_1 n+1
VneN, A" = +(3> A+ (3 )
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Exercice 18
—1
Constatons que ( Un+1 ) =A ( Un ) avec A = ( 6 )
Un+1 Uy, 1 4

p oy o . U
Montrons alors par récurrence sur n la proposition définie pour tout entier n par “( " > =
v

n
An Ug )
'UO )
R . . Ug 0 Ug .
e Initialisation : pour n = 0, on a bien ( v ) =A < v ) Py est donc vraie.
0 o

o Hérédité : supposons que la proposition P,, soit vraie pour un certain n, et montrons que
P, .1 est vraie. On a montré précédemment que

Up41 — A Up,
Un+1 Up,

Or, par hypotheése de récurrence, ( ) A" ( v ) Donc
0

Uy,
v,
( n+1) ( )_AAn<uO>_An+1<u0)
Un+1 Yo Yo
Ainsi, P, est vraie.
D’apres le principe de récurrence, on a donc montré que pour tout n, ( :}L" ) = A" ( :}LO )
n 0
Il nous reste donc a calculer A™ pour tout entier n pour pouvoir conclure. Or, on constate que
1 —1

A =5l + J avec J = (1 1
(puisque I, et J commutent), pour tout n > 2, on a donc

k=0

=0,

) avec J2 = 0,. D’aprés la formule du bindme de Newton

Donc

. 5% 4 n5nl —nsn-l
An = 5"[2 + nd" 1J = ( ’I’LE)nil 5 7’1,57171 )

égalité également vraie pour n = 0 et n = 1. Enfin, puisque pour tout entier n, ( " ) =
n

A" ( 1;0 ), on en déduit finalement que
0

VneN, u,=(5"+nb""1ug—nb""lu, et v, = n5" tug + (5" —nb"1)u,

Exercice 19
1. On applique la méthode du pivot de Gauss tel qu’habituellement :

1 1 4|1 0 0 1 1 4]1 00
(PlLy~| 1 =1 2/0 10 |~|0 —2 —2|-110
1 1 1[0 0 1 0 0 —3[—10 1

Les termes diagonaux sont tous non nuls, donc la matrice P est inversible, et

1 1 41]1 0 0 1141 0 0 10 0|—3 %
1 1 1
0 0 1 - 0 — Z _1
3 3 0 0 1 3 0 . 00 1 S 0
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1
-5 3 1 -3 3 6
Aimsi, Pl =| = = S =2 1 -3 2
t ! 2 0 -2
0 ==
Apres calcul, on obtient alors
1 0 0
D=P1'AP=|0 -1 0
0 0 2
D étant diagonale, on en déduit donc que
1" 0 0 1 0 0
Vn D= 0 (=) 0 |=]0 (=)™ 0
0 0 2n 0 0 2n

2. Montrons par récurrence sur n la proposition P, définie pour tout entier n par P, : “D"™ =
PtAnpP,
o Initialisation : pour n = 0, on a D° = Iy et P~1A°P = P~'I[;P = P71P = [;. Donc P, est
vraie.
o Hérédité : supposons que la proposition P, est vraie pour un certain entier n, et montrons
que P, est vraie.
On constate que D"*! = D"D = P~'A"PD. Or D = P~'AP. Donc
HR.
Dl = PLAnP(P7YAP) = PA" PPL AP = P71 A"AP = p~1A™Tp
=13
P, 1 est donc vraie.
D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout n, et donc V n, D" =
P~1A"P. Mais alors
VY n, A" = PD"P~!

On connait P, P~! et D™. On en déduit donc A™ :

—3+4(—1)"427+3  3-3(—1)"  6+2(—1)"—2"*3

—

—

6 6
—3—(—1)"42n*2  343(—1)"  6—2(—1)n—2n*2

VnelN A" = - . 5
—3+(—1)"+27* 3-3(-1)"  64+2(—1)"—2"H!
6 6 6
3. a) Constatons que
2un+2 + Up1 — 2un Un43
AX, = Uni2 = | Un+2 =X
Up+1 Up+1

Mais alors, on peut montrer par récurrence sur n que
vVneN X, =A4A"X,
Soit @,, la proposition définie pour tout entier n par Q,, : “X,, = A" X"
o Initialisation : pour n = 0, AX, = I3X, = X,. Donc la proposition @, est vraie.
o Hérédité : supposons que la proposition @),, est vraie pour un certain entier n, et montrons

que @, est vraie.
On vient de voir que X,,;; = AX,,. Par hypothese de récurrence, on a donc

XTL+1 = AXn prd A(AnXO) = A’nJr].XO

La proposition @,,,; est donc vraie.
D’apres le principe de récurrence, la proposition @Q),, est donc vraie pour tout n, et V n, X, =
A" X,.
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b) Puisque X,, = A" X, et qu’a la question 2., nous avons déterminé A™, on peut en déduire
ainsi que

=3+ (=1)" 4 2nft 3—3(—=1)" 6+ 2(—1)" —2n+t

vVneN, u, = 5 Uy + 5 Uq 5 Ug
c’est-a-dire
3— (=1 —2nft 3 _3(-1)" 6+ 2(—1)" —2nt!
VneN u,= ( )6 + é >+2 2 é =3-2"

Remarque

Cet exercice est tres classique. Il utilise ce que 'on appelle la diagonalisation de la matrice
A (en écrivant A = PDP~! avec D une matrice diagonale) pour calculer les puissances n™¢
de la matrice A, et en déduire un résultat sur une suite. Les récurrences présentes dans cet
exercice sont a savoir faire et refaire rapidement.

Corrigés des exercices approfondis

Exercice 20
a 0 0
On cherche une matrice solution diagonale, qu’on écrit M = ( 0 b 0 ) . Alors, M est solution
0 0 ¢
si et seulement si
a®+2a® —a—2 0 0 0 0O
M3+2M2—M—2:0©( 0 b3+ 202 —b—2 0 ):(0 0 0)
0 0 3 +2c2—c—2 0 00

Ainsi, M est solution si et seulement si a,b et ¢ sont racines du polynome P(X) = X3 +2X? —
X — 2. Apres étude, on trouve que les racines de Psont 1,—1 et —2.

Bilan : M est solution si et seulement si M (a,b,c) € {1;—1;—2}3, ce qui fait un total de 27
matrices solutions.

Exercice 21

Notons Ay, = A— A\, = (25)\ 23)\)'

1. A, n’est pas inversible si et seulement si son déterminant est nul. Or,

det(A\)=(2—-N?—=-32=2-2A=3)2—-A+3)=(—-1—-X)(5-))

Ainsi A, n’est pas inversible si et seulement si A = —1 ou A = 5.
2. Il nous reste donc a résoudre les systemes AX = —X et AX =5X.
_ 2r + 3y = —=x 3z + 3y = 0
AX__X@{?@ + o2y = —y ‘i’{?m T 3y = 0

On obtient les mémes lignes. Ainsi, on obtient comme solution

= {() ver)

2 = — =
x + 3y 5x®{3x+3y 0

AX:5X©{3x+2y:5y 3z — 3y = 0
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On obtient les mémes lignes (au signe pres). Ainsi, on a les solutions :
Y
Ss = , yeER
’ {( y ) ! }

Exercice 22
1. Les deux premiers résultats sont du calcul :

et donc

Tr(A+ B) = Zn:(a“ + b;;)

i=1

=1
=1

Notons C'= AB = (¢;;) et D = BA = (d;

.

>

;)- On a, pour tout (4, j) € [1, n]]2 :

n n
C'L'j = E alkbk] et d” = E bikak]-.
k=1 k=1

Alors :
n n n
Tr(AB) = Z Cii = @inbyi
i=1 i=1 k=1
= Z bria, = dg, = Tr(BA)
k=1 i=1 k=1

2. On utilise ce qui précede :
Tr(PAP™Y) = Tr((PA)P~Y) = Tr(P~Y(PA)) = Tr(I,A) = Tr(A).
3. Supposons que deux telles matrices existence. Alors
Tr(AB — BA) = Tr(AB) — Tr(BA) =0
et Tr(1,,) = n # 0. C’est absurde. Ainsi, il n’existe pas deux matrices A et B vérifiant AB—BA =
I

n:

Exercice 23
1. Montrons par récurrence descendante que P, : « B?Y = 0,,; » pour p € [0, ¢].
e Pour p = ¢, par hypothese B = 0,, donc B?Y = 0,, ;. Donc P, est vraie.
 Supposons la proposition vraie pour p € [1, ¢]. Ainsi BPY = 0, ;. Mais alors, puisque
BY = oY, en multipliant par BP~!, on a
BPTIBY = aBP7'Y < BPY = aBP7lY,
Or, par hypothese, BPY = 0,,; et a # 0; on en déduit donc que Brly = 0,1+ Pp_q est donc
vraie.
Par principe de récurrence descendante, on en déduit que

Vp € [[07 q]]? BrY = On,l'

En particulier, pour p = 0, on en déduit que B°Y = 0,1, c’est-a-dire Y =0, ;.
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2. Soit a € R fixé. On va utiliser le critére du noyau. Soit ¥ € 9, ;(R) non nulle telle que
MQY - On,l'
On peut écrire alors
—aY + AT'BAY =0,
soit encore, puisque A est inversible
—aAY + BAY =0, < B(AY) = aAY.

D’apres la question précédente (puisque a # 0), on a AY = 0, soit Y = 0, ;, car A est
inversible.
On a donc montré que M, est bien inversible.

Exercice 24

1. Il faut comprendre I’énoncé. m; ; vaut 1 si le numéro de la ligne ¢ est inférieur ou égale a n,
et 0 sinon. Cela donne :

11 11
11 1111
M_<0 0) pourn=1 et M= 000 0 pour n = 2.
0 00O
2. Intuitivement, il semblerait que M? = nM. Montrons-le rigoureusement. Tout d’abord,
puisque M € My, (R), M? € M,,,(R).
Soit (i,4) € [1, 2n]>. Par définition du produit matriciel,
2n
(MQ)Z-j = Z(M)zk(M)k]
’ k=1
2n
= Zmi’kmk,j.
k=1
Traitons deux cas :
e Sii < nalors:
2n
(MQ)i,j - Z w M,
k=1 _1 car i<n
n 2n
S w3 my =
k=1_1 car ksn  *="t1 =0 car k<n
e Sii>mn alors:
2n
(M?), = Mig My =0
’ k=1 _g ;,r—;’>n

On en déduit donc bien que M? = nM. Mais alors, par récurrence rapide, on obtient
VpeN*, MP=nPlM.

3. M n’est pas inversible. Plusieurs méthodes :
e La méthode du pivot appliquée a M donne rapidement une matrice avec une ligne de 1 et
que des lignes nulles : des pivots sont donc nuls, et la matrice n’est pas inversible.
1
—1
e Critere du noyau. Soit X = 0 |. On constate que M X = 0. Puisque X # 0, on en déduit

que M n’est pas inversible.
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4. On applique la méthode du pivot, qui va assez vite si on commence par échanger les deux
premieres lignes :

1—Xx 1 11 1 1-Xx 1 1
1 1—-Xx 1 1 1—x 1 11
0 0 —-x o0 |7 0 0 —-Xx 0
0 0 0 =\ 0 0 0 -
1 1—2A 1 1
0 1—(1—=X2 0 0
1o 0 ~A 0
0 0 0 —\

Ainsi, la matrice est inversible si et seulement si 1 — (1 — X)? # 0 et —\ # 0, c’est-a-dire si et
seulement si A ¢ {0, 2}.

Corrigés des exercices bilans

Exercice 25
1. Rapidement

-1 1 -1

A(1):(—01 o 8) ot Q:A(%)Eé’.

2. On calcule tout simplement :

1—-s —s 0 11—t —t 0
A(s)A(t) = —s 1—s 0 )( —t 1—t 0 )
—s S 1—2s —t t 1-—-2¢
(1—s)(1—1t)+st (1—=38)(—t)—s(1—1) 0

= —s(1—1t)—t(l—ys) st+(1—s)(1—1) 0 )
—s(1—t)—st—t(1—2s) st+s(1—t)+t1—2s) (1—2s)(1—2¢)
1—(s+t—2st) —((s+1t—2st) 0

= —(s+t—2st) 1—(s+t—2st) 0 )—A(s+t—2st).
—(s+t—2st) s+t—2st 1—2(s+t—2st)

Ainsi, A(s)A(t) € &. De plus, A(t)A(s) = A(t + s —2ts) = A(s +t — 2st) = A(s)A(t) : les

matrices commutent.

1 0
pas inversible. Bien sir, une méthode du pivot fonctionne.
b) Deux méthodes.

0 0
3. a) @ posséde une colonne nulle. Ainsi @ ( 0 ) = ( 0 ) Par le critere du noyau, ) n’est
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Meéthode naive : on applique la méthode du pivot :

1—¢ —t 0 —t t 1—2t
—t 1—t 0 ~ —t 1—t 0
—t t 1—2t 1—¢t —t 0
—t t 1—2t
~1 0 1—2t 2t—1
1 =2t 2t—1
1 =2t 2t—1
~1 0 1—2t 2t—1
—t t 1—2t
1 —2t 2t —1
~1 0 1—2t 2% — 1
0 —2t2+t 2t2+1—3t
1 -2t 2t—1
~1 0 1—2t 2t—1
0 0 1—2t

Ainsi, la matrice est inversible si et seulement si 1 — 2t # 0, c’est-a-dire si et seulement si ¢ # %
Méthode rapide : remarquons que A(0) = I5. Soit ¢t # % On a alors

—t
s+t—2st=0 <= s(1—-2t)=—t < S= T o

Remarquons que si t # %, s existe. La question 2 garantit alors que

A(t)A (—L> — A(0) = I.

Par théoreme, A(t) est alors inversible. Le cas t = % a été traité a la question précédente.

4. Soit S € £ tel que S? = A (—g) Il existe t € R tel que S = A(t). Alors, d’apres la question 2
2 3 2 3

Soit, par unicité des coefficients d’une matrice, 2t — 2t? = — 2 Les solutions sont 2 et —%.

Ainsi, il existe deux matrices de & vérifiant S? = A (—g) DA (;) et A (—%)

5. a) On utilise la question 2. Montrons par récurrence sur n la proposition P, : il existe un
réel t,, vérifiant J" = A(t,,).

e Pour n =0, J° = I; = A(0). Ainsi, en posant t, = 0, on a J% = A(t,).

e Supposons que la proposition P, est vraie pour un certain entier n fixé. Ainsi, il existe un
réel t,, tel que J™ = A(t,,). Mais alors

T = JNT = A(t,)A(—=1) = A(t, — 1 +2t,) = A(3t, — 1).

Ainsi, en posant t,,; = 3t, — 1, J*' = A(t,,,1) et la proposition P, est vérifiée.

D’apres le principe de récurrence, il existe une suite (¢,,) telle que pour tout n J™ = A(t,,).

b) Le travail de la récurrence nous garantit que tq = 0 et que pour tout entier n, ¢, = 3t,, — 1.

c¢) (t,) est une suite arithmético-géométrique. En notant ¢ le réel vérifiant £ = 3¢ —1, c’est-a-dire
1 . PP 1 . L .

{= 2 la suite (v,,) définie pour tout n par v, = t,, — 3 est une suite géométrique, de premier

1 1 .
terme vy =ty — 5 = — et de raison 3. Alors

13"

1
VneN, wv,=—=3" et t,
2 2
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Finalement,
3n41 3n—1
1=3" 31 3
VneN, J”:A( ): - 2“
2 371 1-3n 3n
2 2
Exercice 26

Partie A : le cas particulier O,(R)
1. Par définition, MM T = I,, donc

a b a ¢\ _; PN a®+b% ac+bd g
c d b d) 2 ac+bd c2+d* )%
Par identification des coefficients, a®? + > = c2 +d? =1 et ac + bd = 0.
De méme, MTM = I, soit

a ¢ a b\ a?2+c2 ab+cd _7
b d ¢c d) \ab+ecd b24+d%> ) 72
a?2+c2=02=d*>=1 et ab+cd=0.

2. Sia =0, alors b2 = ¢> = 1 donne b € {—1,1} et ¢ € {—1,1}. De méme, d? + b?> = 1 donne
d? = 0 soit d = 0. Cela donne donc quatre possibilités :

0 1 0 1 0 —1 0 -1
1 0/)7\-1 0/)>\1 0 )\ -1 0 )
On constate que ces quatre matrices sont orthogonales.
3. a) Sia # 0, équation a®+c? = 1 nous impose a® < 1 et ¢ < 1soita € [—1, 1] et c € [—1, 1].
Par surjectivité de cosinus, il existe 6 € [0, 7] tel que a = cos(6). Puisque a # 0, 0 # g, et on a
sin(@) > 0.
L’équation a® + b2 = 1 donne cos?(A) + b? = 1 = cos?(6) + sin?(8), c’est-a-dire b* = sin?(f).
Si b >0, alors b = sin(0).
Sib <0, alors b = —sin(f) = sin(—0) et on constate que a = cos(#) = cos(—0).
Dans tous les cas, a = cos(f) et b = sin(f), avec (en utilisant la 27-périodicité), 6§ € [0, 27 \
{5 3
b) Les relations a? + b? = 1 et ¢? + d? = 1 garantissent que
d? =cos?(f) et b%=sin*(0)
donc il existe (o, ) € {—1,1}? tels que
b=asin(f) et d= [cos(h).

soit

Enfin, ac + bd = 0 nous donne
cos() sin(0) + af cos(f) sin(f) = (1 + ) cos(d) sin(6)
ce qui impose o« = —f. Finalement,
[ cos(f) —esin(9)
Jee{-L1) M= ( sin(d) ecos(d) /-
4. On calcule :

(o) oomey (sl )

[ cos() —esin(f) cos(6) sin ()

o ( sin(f)  ecos(f) ) ( —esin(f) ecos(d) )

( cos?(6) + £2sin?(6) cos(0) sin(#) — €2 cos(#) sin(6) )
cos(0) sin(#) — £2() cos(f) sin(8) sin?(6) + &2 cos?(6)

( (1) (1) ) car €2 = 1 et cos?(f) + sin*(6) = 1.
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5. On applique naivement ce qui précede :

<[> Code Python

import numpy as np

def ortho(theta, eps):
M = np.array([ [np.cos(theta), -eps*np.sin(theta)l,
[np.sin(theta), eps*np.cos(theta)ll)
return M

ce qui donne par exemple
Console Python -+

>>> ortho(0, -1)
array([[ 1., -0.1,

[ 0., -1.11)
>>> ortho(np.pi/2, -1)
array([[ 0., -1.1,

[ 1., -0.11)
>>> ortho(np.pi, 1)
array([[-1., 0.1,

[ 0., -1.11)

Partie B : généralités sur les matrices orthogonales

1. a) Soit A € O,,(R). Par définition, A x AT = I,,. Par définition, A est inversible et A= = AT.
Enfin, en utilisant les propriétés de la transposée :

AT (AT = AT (AT) T = (4T A)

le résultat étant valable dans autre sens, on a bien que A~ € 0, (R).
Enfin,

et

AT(AT) =ATA=1

n

et de méme dans lautre sens : AT € 0, (R).

b) Il s’agit d’un calcul simple. Soient A et B deux matrices de O,,(R). Alors
(AB)(AB)T = ABBT AT = AAT =1,
I

et
(AB)TAB=B"ATAB=B"B=1,.
:[n

Ainsi AB € 0,,(R).
2. a) Si X =0 alors | X| =0 =0.

Réciproquement, si | X| = 0, alors y/2% + ... + 22 = 0, soit 27 + ... + 22 = 0. Une somme de

termes positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls; ainsi, 23 = ... = 22 = 0 et
donczxy=..=2,=0: X=0.
b) Il s’agit d’un calcul, déja vu dans I'exercice 2 :
a1
X"X=(2 .. z,)| :
$TL

=224 .. +22 =|X|*

c¢) On utilise la remarque précédente :

JAX|> = (AX)TAX = XTATAX = X"X = | X|°.
=1
Les deux termes étant positifs, on en déduit bien que |AX| = | X]|.
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3. a) Soit ¢ € [1, n]. Par définition du produit matriciel :

(AAT)i,i = Z(A)i,k<AT)k,i

7

k=1
n

= Zai,k(A)i,k: = Za?,k’
k=1

k=1
Or AAT =1, donc (AAT); ; = 1. On peut conclure que

n
Viel[l,n], > ai,=1.
k=1

b) Soient (i,7) € [1, n]]z. D’aprés ce qui précede

n

2 2 2
doali=1= aj;=1- ) al; <L
k=1

1<k<n
k#j

termes positifs

Par application de la fonction racine, croissante sur R™

v(%]) S [[17 n]]27 |ai,j| < L.

10 0 O
4. a) Un exemple (pas unique) : 8 (1) _01 8
00 0 -1

b) On fixe M € 2, (R) et (i,5) € [1, n]°.

3

(MMT)'L',]' (M)z,k:(MT>k

7j

3l
—_

(]

mi’kmjyk.

B
Il
—

Or, dans la colonne k, il y a un seul terme non nul. Si on note ¢ sa position (i.e. my; € {—1,1}
et m;, = 0 si k # £), alors le résultat précédent est nul si i # j, et si i = j, un seul terme est

non nul et "

(MMT)Z’L = Zmzkmzk = m%,k =1
k=1
Finalement,
Lsiie i
(MMT), ;= { o
' 0 sinon
et donc
MMT =1,.

Le raisonnement dans 'autre sens est similaire et finalement M € O,,(R).
c¢) La question 3 assure que si M est une matrice de O,,(R) a coefficients entiers, puisque pour
tous 7 et j, |m, ;| <1 alors ses seuls coefficients possibles sont 0, 1 ou —1.

n

Par ailleurs, puisque E a?, = 1, si un terme vaut 1 ou —1, les autres termes sont nécessairement
b
k=1
nuls : ainsi, sur chaque colonne, un seul terme est non nul et vaut 1 ou —1. Le raisonnement

sur les lignes est le méme (en utilisant I’autre produit) et finalement une matrice orthogonale &
coeflicients entiers a nécessairement tous ses termes nuls, sauf 1 sur chaque ligne et sur chaque
colonne, qui vaut 1 ou 1. Ainsi

0,(7) =P,
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