Chapitre

Intégration

Résumé

NANS ce chapitre, on donne une définition de l’intégrale sur un segment, que l'on calculera
2 a Uaide de différentes méthodes de calcul pratiques (intégration par parties, changement de
variable). On revient également sur la notion de primitive. On introduit enfin la notion de sommes
de Riemann pour le calcul intégral.
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« Je dois payer une certaine somme; je fouille dans mes poches et j'en sors
des piéces et des billets de différentes valeurs. Je les verse & mon créancier
dans ordre ot elles se présentent jusqu’a atteindre le total de ma dette. C’est
Pintégrale de Riemann. »

Henri-Léon Lebesgue (1875 — 1941). Biographie de Lebesgue par Denjoy, Félix et Montel
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@® Connaitre la définition de I'intégrale :

e dans le cas des fonctions positives . ... ... ... O
e dans le cas des fonctions en escalier .. ......... ... O

@ Concernant les primitives :

e connaitre les primitives usuelles ....... ... O
e savoir déterminer des primitives dans les cas de dérivation calssique .............. O
e connaitre les opérations sur les primitives ........... ... i O

® Connaitre les différentes propriétés de l'intégrale :

o linéarité et relation de Chasles ........ ... i i O
o encadrement et inégalité de la moyenne........ ... .. i m|
e positivité et croissance de l'intégrale........ ... . ... i O
o fonction positive et intégrale nulle.......... ... .. O

@ Concernant les méthodes de calcul d’intégrales :

o lintégration par partie . ...... ... e O
e le changement de variable........ .. O
¢ les fonctions définies par une intégrale.......... ... .. i O
(& Savoir utiliser les sommes de Riemann pour calculer des sommes de séries ............. O
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. Intégrale sur un segment

1. Cas des fonctions positives

Définition 15.1.

Soit fune fonction continue et positive sur [a, b]. On appelle intégrale de a a b de la fonction

b
f, et on note / f(t)dt, aire du domaine délimité par I’axe des abscisses, la courbe de f

a

et les droites d’équations x = a et x = b.

* |z=a

v

Remarque

b
Dans ’écriture / f(t)dt, t est une variable muette. Ainsi,

/abf(t) dt = /:f@) du = /:f(x) da.

Exemple 15.1

Si f est la fonction constante égale a 2, alors le domaine est un rectangle, et

/4f(t)dt=2><(4—2)=4.
2

Exercice 15.2

2
Calculer / f(t)dt dans le cas suivant :
1/2

1.5

0.5
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Solution
Le domaine délimité par la courbe de f, 'axe des abscisses et les droites d’équation x = 1/2

et x = 2 est un triangle. Ainsi

2
1.5 % 1.5 9
ftydt = —; = 1125 =

1/2

2. Premieres propriétés

On dispose des résultats suivants :

Proposition 15.1.

Soit f une fonction continue et positive sur [a, b]. Alors

. /af(t)dt:().

o Relation de Chasles : pour tout réel ¢ € [a, b], on a

/Cf(t)dtJr/bf(t)dt:/bf(t)dt

Démonstration
Dans le premier cas, le domaine est vide, donc d’aire nulle. Dans le second cas, il suffit

de voir que le domaine délimité par les droites z = a et x = b peut étre coupé en deux
domaines : celui délimité par z = a et x = ¢, et celui délimité par z = c et x = b.

Ce dernier point nous amene a poser, si a < b

/baf(t)dt:—/abf(t)dt.

3. Cas des fonctions en escalier

Définition 15.2.
Une fonction f : [a, b] — R est dites en escalier s’il existe une subdivision a = ag < a; <
< a,_q < a, =btelle que f est constante sur les intervalles ]a;; a; [

2 —
1.1
a=ag 1 az as ag="b
—2 —1 0 1 2. 3 4 5.
-1 _—
-l

On note &([a, b]) Pensemble des fonctions en escaliers sur [a, b], qui est un sous-ensemble [‘j
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des fonctions définies sur [a, b).

Exemple 15.3
Par exemple, la fonction partie entiére est en escalier sur [—1;2].

Définition 15.3.

Soit f : [a, b] — R une fonction en escalier, et a = ay < a; < -- < a,, = b une subdivision
adaptée. On note ¢; la valeur de fsur |a;; a;,1[. On définit I'intégrale de f de a a b le nombre

b n—1
/ f(t)dt = Zci<ai+1 —a;)
a =0
0 S
2 —_—
1.1
alp 3 ag =b

Exemple 15.4
En utilisant cette définition,

/z[m]dx=—1<0—<—1))+0(1—0)+1(2—1):o

-1

Remarque

Dans le cas des fonctions en escalier, I'intégrale de f correspond donc a 'aire algébrique du
domaine compris entre la courbe de f, axe des abscisses et les droites d’équation x = a et
x = b. L’aire est ainsi comptée positivement si f est positive, négativement sinon.

4. Cas général

On admettra que 'on peut généraliser la définition précédente a toutes les fonctions continue.

Définition 15.4.

Soit f : [a, b — R une fonction continue. On appelle intégrale de f de a a b, et on note
b

/ f(t)dt, I'aire algébrique (ou aire signée) en unité d’aire du domaine délimité par Cy,
a

courbe représentative de f, 'axe des abscisses, et les droites d’équations x = a et x = b.
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Cr

A

Remarque

Par convention, si a > b, on notera

/abf(t)dt:—/baf(t)dt

On conserve la propriété suivante :

‘ Propriété 15.2. ’

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], et ¢ € [a, b]. Alors / ft)dt=0 |

Il. Propriétés générales

1. Relation de Chasles
Théoréme 15.3.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient a, b, ¢ trois réels quelconques de I.

Alors
b c c
/a £ dt+ /b (1) dt = / F(t)dt

Exemple 15.5 (Calcul de ’intégrale d’une fonction affine par morceaux)

5
Soit f la fonction donnée ci-dessous. Déterminer I(f) = / f(t)dt.
-1

A. Crouzet 6 ©@®®
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Solution
D’apres la relation de Chasles :

/5f(t)dt=/Of(t)dt+/2f(t)dt+/3f(t)dt+/5f(t)dt=2+3—1—2=2
-1 -1 0 2 3

Conséquence 15.4.

o Si fest paire sur [—a;al, alors

2. Linéarité
Théoréme 15.5.

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, soit A un réel quelconque, et soient
a, b deux réels quelconques de l'intervalle I. Alors

[ s [ s
/(f+g t)dt = /f dt+/a g(t)dt

I1l. Primitives

1. Définition

A. Crouzet 7 ©@®®
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Définition 15.5.

Soient f et F deux fonctions définies sur un intervalle I, avec F dérivable sur I. Si F’ = f,
on dit que F est une primitive de f sur I'intervalle I.

Exemple 15.6

o Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x. Alors f admet comme primitive sur
R la fonction F : = +— 22, mais également les fonctions G : x + 22 + 1, H : =
2244, (ER.

¢ La fonction z i e* admet comme primitive sur R la fonction x > e®.

Remarque

Une fonction f peut avoir des primitives sans qu’elle soit continue; en effet, une fonction
peut étre dérivable sans étre CL.

Attention
On doit toujours préciser l'intervalle sur lequel F' est une primitive de f.

Ainsi, on ne peut pas dire que In est une primitive de la fonction inverse, mais on peut dire
qu’elle I'est sur RY.

2. Différentes primitives d'une fonction

Théoréme 15.6.

Les seules primitives de la fonction nulle sur un intervalle I sont les fonctions constantes.

Démonstration

En effet, si F” = 0 sur l'intervalle I, nous avons vu dans le chapitre sur la dérivation, que
cela implique que F est constante. Réciproquement, les fonctions constantes ont une dérivée
nulle.

‘ Conséquence 15.7. ’

Soit F'une primitive d’une fonction f sur Iintervalle I. Alors toutes les primitives de f sur
I s’écrivent F' + A, avec A constante réelle.

Démonstration

En effet, en notant F'et G deux primitives de fsur [,ona (F—G) =F' -G = f—f=0.
D’apres le résultat précédent, F' — G est une fonction constante sur I'intervalle I, c’est a
dire F' = G + X avec A constante réelle.

Ainsi il n’y pas d’unique primitive : on parlera d’une primitive et non de la primitive.

3. Fonction continue et primitive

A. Crouzet 8 ©@®®
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Théoréme 15.8. Théoréme fondamental de ’analyse

Une fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur [ : la fonction
x
Az / f(t)de
To

est la primitive de f nulle en x.

Démonstration

Démontrons, pour simplifier, le théoreme dans le cas ou f est une fonction croissante et
positive. Soit f une fonction continue croissante sur [a, b], et € # sa courbe représentative
dans un repere orthonormé. Pour tout = € [a, b], on note A(z) l'aire de la surface délimitée
par l'axe des abscisses, la courbe Cy, entre les abscisses a et .

A

Cy

A(z)

|
|
|
|
I
0 a z

Cette fonction est bien définie sur [a, b]. On va montrer que A est dérivable sur [a, b, et
que A = f.

Soit h > 0 et x € [a, b]. Le nombre A(x + h) — A(z) représente 'aire de la surface délimitée
par I’axe des abscisses, la courbe de f, et les abscisses = et = + h.

A

flz+h)

L .

Alz) |
0 a v x+h

Puisque f est croissante, on peut encadrer cette aire par deux rectangles :
(x+h—a)f(z) < A(x+h)—A(x) < (x+h—2x)f(x+ h)
donc

A(x +h) — Ax)
flay < 2L

Par continuité de f, }Lir% f(x+ h) = f(x). Par encadrement, on a donc
—

< flx+h)

Az + h) — A(z)
li =
i )
Donc A est bien dérivable a droite en z, et A, (x) = f(x).
On montre de méme que A est dérivable a gauche en z, et que Ay(x) = f(x). Les dérivées

a droite et a gauche de A étant égales, on en déduit que A est dérivable et que sa dérivée
est f.

A. Crouzet 9 ©@®®
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On retiendra le résultat sous la forme suivante :

Théoréme 15.9.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, xy € I. La fonction
x
F:z / f(t)de
Lo

est 'unique primitive de f sur I qui s’annule en x,. Ainsi, F est de classe ! sur I, et F’ = f.

Exemple 15.7

Soit f la fonction définie sur R par
f(x) :/ et dt
0

Déterminer f”.

Solution

La fonction z — e™*” est une fonction continue sur R. D’apres le théoreme fondamental
de l'intégration, la fonction f est la primitive de la fonction x ¢~ nulle en 0. Ainsi, f
est de classe C! sur R et

2

V oz, fl(x)=e"

4. Fonction primitive et condition initiale

Théoréme 15.10.

Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalle I. Soit x un réel de I'intervalle
I, et yy un réel donné. Alors il existe une, et une seule, primitive F' de f sur I telle que
F(z) = yo.

En particulier, f admet une unique primitive s’annulant en un xy, donné.

Démonstration

Soit F'une primitive de f. Alors, la fonction G définie par G = F — F(x) +y est également
une primitive de f, et G(zq) = yo.

Si G et H sont deux primitives de f telles que G(zy) = H(xy) = yg, alors, puisqu’on peut
écrire G = H + 1, on a G(zy) = H(zg) +1=G(zy) +1,donc I =0et G = H.

Exemple 15.8

La fonction F définie sur R par F(r) = 2 — 1 est une primitive de f : z - 2z vérifiant
F(1)=0.

5. Calcul intégral et primitive

Le résultat précédent permet de calculer une intégrale a ’aide des primitives :

Proposition 15.11.

Soit f une fonction continue sur [a, b]. L’intégrale de a a b de la fonction f est égal au
nombre réel F(b) — F(a), ou F est une primitive quelconque de f sur [a, b]. On note

A. Crouzet 10 ©@®®
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b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).

Remarque

Par convention de notation, on note [F(t)]% = F(b) — F(a), de sorte que

b
[ sae=Fan = Fo) - Fo).

Exemple 15.9

2 2
T 3
/ rdx = [7} =2— 3= 35 On peut également prendre une autre primitive :
1 1
2 22 3 3
zdr = |—+1| =3—-—-==
. 2 ], 2 2

Remarque

La définition de I'intégrale ne dépend pas de la primitive choisie. En effet, soient F' et G
deux primitives de f. D’apres un résultat précédent, il existe un réel A tel que G = F + A.
Mais alors

IV. Recherche de primitives

G(b) = G(a) = (F(b) + A) = (F(a) + A) = F(b) — F(a)

Pour rechercher des primitives, on utilise les formules connues pour la dérivation, et les dérivées

connues.

1. Fonctions usuelles

A. Crouzet

Fonction f Primitive ' | Intervalle [
x - a (constante non nulle) T ax R
xn-{-l
= at(n =1 T R
(n>1) e
! 1 - R* ouR*
xr—>x—n(n>) &Tl—)—m — ouln}
a wa+1 "
x bz (£ —1) T — R%
! 2T R*
T — T 24/x
VT .
1
T — In |z| R% ou R*
x

11
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Fonction f Primitive F' | Intervalle [
T e’ T e’ R
x > cos(x) x > sin(x) R
x > sin(x) x = — cos(x) R
1
T —s x > arctan(z) R
14 a2

2. Utilisation des formules de dérivation

Puisqu’on connait les dérivées des fonctions composées, on obtient les primitives suivantes :

Exemple 15.10

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = %

A. Crouzet

Fonction f Primitive F
u/
— 2vVu
i v
u’ 1
u? u
u'u —u?
wu™ (n € Z*n+#—1) _L e
' n+1
/ 1 1
u'u® (a € R\Z) u™t
a+1
u/
— In(|ul)
U
u'e" e
u’ cos(u) sin(u)
u’ sin(u) —cos(u)
] jLL = arctan(u)

12

. Déterminer une primitive de f.
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Solution
On pose u(x) = Inz. Alors f(x) = u/(z)u(z) et admet donc comme primitive F' : =
%u2(1‘) = %ln(x)?

Exercice 15.11

x
Soit o € R. Déterminer une primitive sur R de x

Solution

Attention & bien distinguer le cas o = 1 des autres cas!
T 1 2z 1 1
. e _ 1 L 2y _ = 2
e Sia =1, une primitive de z 72 21522 est z - 2ln(|1—1—1‘ |) = 2111(1—1—:1: ).

1 1 1
e Si a# 1, alors une primitive est x — — .
2—a+1(14z2)o1

Exercice 15.12
2

Déterminer une primitive sur R de t .
1+1¢6

Solution
Le numérateur n’est pas la dérivée du dénominateur. On cherche alors autre chose. On
constate que, pour tout t € R :

2 B t2 1 32

1+ 1+ (52 31+ (13)2

On reconnait la dérivée d’'une composée, et on peut conclure qu'une primitive sur R est

1
t 3 arctan(t3).

3. Opération sur les primitives

Théoréme 15.12.
Soient F'et GG deux primitives respectives des fonctions f et g sur un meme intervalle I, et
AeR.

e A\F est une primitive de \f sur I.
e I+ G est une primitive de f + g sur 1.

Démonstration
Assez immédiate : (AF)" = A\F' = Afet (F+G) = F'+ G’ = f+ g en exploitant la
linéarité de la dérivation.

V. Propriétés d’encadrement et valeur moyenne

1. Encadrement

A. Crouzet 13 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 15 — Intégration Maths. approfondies

Théoréme 15.13.

Soient fet g deux fonctions continues sur un intervalle I, et soient a, b deux réels quelconques
de I.

o (Positivité de l'intégrale) Si a < b et si, pour tout réel ¢ de [a, b], f(t) > 0, alors

b
/ ft)dt >0

o (Croissance de 'intégrale) Si a < b et si, pout tout réel ¢t de [a, b] f(t) < g(t) alors

/bf(t)dtg/bg(wdt

Attention

Il faut absolument que a < b!

Démonstration
Soit F'une primitive de f sur I, et G une primitive de g sur I.

o Si f est positive sur I, alors F est croissante sur I (puisque F’ = f). Mais alors, si
a<b,

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a) > 0 par croissance de F'

b
e Sif < gsurl alors g—f > 0sur I. D’apres le résultat précédent, / (g(t) — f(t))dt > 0.

a
b

b
Par linéarité, on obtient bien / ft)dt < / g(t) dt.

a a

2. Inégalité de la moyenne

Théoréme 15.14. Inégalité de la moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient m et M deux réels, et a, b deux réels
de I'intervalle I tels que a < b.
Sim < f < M sur [a, b] alors

m(b—a) < (t)dt < M(b—a)

Etsia+#b:

Démonstration

Pour tout ¢ dans |a, b], on a m < f(t) < M. D’apres le théoréme précédent, puisque a < b,
p

on a alors
b b b
/mdtg/ f(t)dtg/ Mdt

Or f;mdt =m(b—a) et fab Mdt = M(b— a) (car les fonctions t — M et t — m sont
constantes sur [a, b]), ce qui donne le résultat.

A. Crouzet 14 ©@®®
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On peut également le prouver a ’aide de I'inégalité des accroissements finis appliquée a F)
une primitive de f.

Exercice 15.13

Montrer que la fonction f:z est décroissante sur [0;+oo[. Pour tout entier

el e %

I, = / " f(z)dz

n

naturel n, on pose

Prouver que pour tout entier naturel n, f(n+ 1) < I, < f(n), puis en déduire que la suite
(1,,) est convergente.

Solution

f est dérivable sur Rt comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne
s’annule pas. Par dérivation :

e’ —e™ "
- (ez + e—z)Z
Puisque x > ¥ — e~ % est positive sur RT, on en déduit que f’ est négative sur R*, et donc
que f est décroissante sur [0, +ool.
Soit n un entier. Puisque f est décroissante sur R*, elle I'est sur [n, n + 1]. Ainsi, pour tout
réel t € [n, n+ 1], on a

fin+1) < f(t) < f(n)

D’apres 'inégalité de la moyenne, on a alors

f(n+1)(n+1—n)</n f)dt < f(n)(n+1—n)

soit
f(n+1)< I, < f(n)

Constatons enfin que

lim f(n)= lim f(n+1)= Egrnoo f(x) = 0 par quotient.

n—+o0o n—+o00

D’apres le théoreme d’encadrement, on en déduit que la suite (I,,) converge, et que sa limite
vaut 0.

Théoréme 15.15. Inégalité triangulaire

Soient f une fonction continue sur [a, b]. Alors

/f dt\ /|f (1) dt

Démonstration

Théoréme admis.

3. Valeur moyenne d'une fonction

Définition 15.6.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et soient a,b deux réels distincts de I. Le [---]

A. Crouzet 15 ©@®®
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1 b
b_a/ F(t)dt

est appelé valeur moyenne de f entre a et b.

nombre réel

Théoréme 15.16.

Dans les conditions précédentes, il existe un réel c situé entre a et b, tel que

b
— [ smar= 5o

Démonstration

Soit f une fonction continue sur le segment [a, b]. Puisqu’elle est continue, I'image du
segment [a, b] est un segment [m; M]. Mais alors, pour tout x de [a, 0] :

M@/mdt /f /Mdt
<bia/abf(t)dt<M

, 1 b . s PR
Le réel P fa f(t)dt est donc compris entre m et M. D’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, cette valeur est atteinte en un réel ¢ € [a, b].

Soit

4. Fonctions positive et intégrale nulle

Proposition 15.17.

Soit f une fonction continue sur [a, b]. Si

b
V tela, b, f(t)=0et / Ft)dt =0

a

alors f(t) = 0 pour tout ¢ € [a, b].

Démonstration

Supposons par 'absurde qu’il existe o €]a; b| tel que f(a) > 0. Par continuité de f, il existe

fa)

un intervalle J =]a —e; a + ¢[ tel que, pour tout x € J, f(z) > 5~ Mais alors,

/abf(t)dt>/]f(t)dt> f(za) % 26> 0

ce qui est absurde.

Attention
0 si z+#0

. son
1 si z=0"

Il est important que f soit continue. En effet, si on prend f : x — {

intégrale sur [—1, 1] est nulle, mais elle n’est pas nulle sur [—1, 1].

5. Intégration d'une fonction continue par morceaux

A. Crouzet 16 ©@®®
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Rappel

Une fonction fest dite continue par morceaux sur le segment [a, b] s’il existe une subdivision
ag=a < a; < - < a, = b telle que les restrictions de f a chaque intervalle ouvert |a;, a; ;[
admettent un prolongement continu a Uintervalle fermé [a;, a;,].

Définition 15.7.

Pour tout i € [0;n — 1], notons f; le prolongement par continuité de f; sur lintervalle
[a;; a;41]. On appelle alors intégrale de f sur [a, b] le nombre

/af<m>d 3 /f dz

.

Remarque

Ainsi, pour calculer 'intégrale d’une fonction continue par morceaux, on calcule I'intégrale
sur chacun des intervalles [a;, a;,,] de la subdivision, puis on additionne les différentes
valeurs.

VI. Meéthode de calcul d’intégrales

Intégration par partie

Théoréme 15.18.

Soient u et v deux fonctions de classe €' sur I. Alors, pour tous réels a et b de I :

Démonstration

La fonction uv est dérivable sur I et on a (uv)” = w’'v + uv’. Donc wv’ = (uv) — u'v, et
toutes ces fonctions sont continues sur I. On en déduit donc :

b b
[ wanwar= [ iy - wowa

a a

Par linéarité de l'intégrale, et puisque uv est une primitive de (uv)’, on a

Méthode

Pour calculer une intégrale par intégration par partie, on détermine les fonctions u et v qui
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1 . . 7. . c 122
| interviennent et on vérifie qu’elles sont de classe €' sur 'intervalle considéré.

Exemple 15.14

1
Calculer / tet dt.
0

Solution

Pour tout ¢ € [0;1], posons u(t) =t et v'(t) = e’. u et v sont de classe €' sur [0;1]. Alors,
u'(t) =1 et v(t) = e'. On a donc

1 1
/ tet dt = [te!]} — / letdt =e—[e!]i =1
0 0

Exemple 15.15
Calculer/ In(z) dz.
1

Solution
Puisque In(t) = 1 x1In(t), pour tout t € [1, e], on pose u(t) = In(t) et v'(t) = 1. Les fonctions

—_

u et v sont bien de classe €' sur [1;¢]. On a donc u'(t) = - et vu(t) = ¢. Alors

/ () d = [tn(o)]s — / et% dt

et donc

/elm(t)dt:e—[t]?L =1

Remarque

Ainsi, une primitive de la fonction In sur |0, 400 est z > zIn(z) — x.

2. Changement de variable

L’idée du changement de variable est de se ramener a une intégrale que I'on sait calculer.

Théoréme 15.19.

Soit f une fonction continue sur [a, b, et u une fonction C* sur [o; 8], telle que u([o; B]) C

[a, b]. Alors
B u(fB)
/ Flult)y (t) dt = / f(z) da

Remarque

11 faut donc reconnaitre une forme f(u)u” pour pouvoir effectuer un changement de variable.
On n’oubliera pas de remplacer également les bornes d’intégration.
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Démonstration

Soit F une primitive de f, et g = F ou. g est C* sur [o; 5] (puisque F et u sont C,) et on a
g = F'(u) x v = f(u)u’. Donc g est une primitive de f(u)u’. Donc

B u(B)
[ sty o d =190} = F(e) - Flute) = (FLE = [ f)de

Exemple 15.16

1
Calculer I = / tV1—t2dt en posant u = 1 — ¢2.

0

Solution
Pour tout ¢ € [0;1], u(t) = 1 — 2. u est de classe C* sur [0;1]. Alors

1 u(1) 1
1 1 1 112
[ / Lveuwai= - [ yade = -/ Vidt = [ ‘WE]
0 2 2 w(0) 2 0 2 3

1

3

1

0

Méthode
b
Soit I = / f(t) dt. Pour effectuer un changement de variable :

e On pose t = p(x) oll ¢ est une fonction de classe €' sur [a, (]. On écrit alors dt =
¢’ (z) dz.

e On s’occupe des bornes : lorsque t = a, x est un antécédent de a par ¢ et lorsque
t = b, x est un antécédent de b par .

o Enfin, on exprime f(¢) et d¢ uniquement avec = et dx.

b B
On a alors / f(t)dt = / g(x) dzx, cette intégrale étant a priori plus simple a calculer.
a

o

& On écrit sur sa copie : « On fait le changement de variable t = p(z) avec ¢ de classe €' sur
[, A]. On a dt = ¢’(z) dz. ».

A

Attention

b
La difficulté en général est que l'intégrale se présente sous la forme / f(z)dx et non
a

f:;ii) f(z)dx. 11 faut donc déterminer un antécédent de a et de b par .

Q On écrit alors « Sit = «a alors z = p(t) = p(a) = a et sit = [ alors z = p(t) =
©(B) = b».

On ne mélange pas les deux variables dans une intégrale.

Remarque

Conformément au programme, les changements de variable non affine sont indiqués. On
vérifiera systématiquement qu’ils sont C*.

Exemple 15.17
Yn(1 +e)

Calculer I = /
1+et

0

dt en effectuant le changement de variable z = 1 + et.
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Solution

Le changement de variable, en réalité, est t = p(z) = In(x — 1).
Siu=2alors p(2) =0,etsiu=1+e, p(1+e)=1.

La fonction ¢ est de classe C* sur [2, 1 +¢]. On a

dt = ¢'(z)dz = dz.

Par changement de variables :

etl In(z) dz “lng
I= = —dz
2 2

1—e @1 g1 x
Ainsi,

e+l
1= 3] = (e 12— w2y

N =

Exercice 15.18

1
Calculer / V1 —22dx avec le changement de variable 2 = sin(t).
0

Solution
On pose z =sin(t). Sit =0 alors x =sin(f) =0 et si t = g alors x = sin(t) = 1.
La fonction sin est de classe €' sur [0, g], et on a

dz = cos(t) dt.

: \/1 —sin?(t) cos(t) dt
: \/cos?(t) cos(t) dt

/0
/0
= / cos(t) cos(t) dt car cos est positif sur I'intervalle
0
/0

Par changement de variables :

1
/ V1—z22dx =
0

1cos 2t) + 1
7 cos@) +1

™

Remarquons que ce résultat est cohérent car il correspond & l'aire d’un quart de disque de
rayon 1.

3. Fonctions définies par une intégrale

T v(x)
On peut étre amené & étudier une fonction du type F : x — / f(t)ydtouG: x / f(t)dt.
xq u(x)
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Meéthode
Pour étudier ce genre de fonctions :
e Dans le premier cas, on reconnait, apres avoir étudié la continuité de f, la primitive
de f nulle en z(, que 'on étudiera en tant que telle.
e Dans le deuxiéme cas, on introduira systématiquement une primitive H de f si f est
continue. Dans ce cas, G(x) = H(v(z)) — H(u(x)) et on étudiera ensuite (dérivation
par exemple, si u et v sont dérivables).

Exemple 15.19
2x

Soit g : x — f(t)dt ou f est une fonction continue sur R. Déterminer ¢’.

x

Solution

En notant F'une primitive de fsur R, on a pour tout réel z, g(x) = F(2z) — F(z) qui est
de classe C! puisque f est continue. On a donc

V xR, ¢(x) =2F"(2x) — F'(z) = 2f(2x) — f(x)

Exercice 15.20
x? ¢
e
Soit g : R% — R définie parg:xH/ Tdt.
x

Déterminer les variations de g, puis déterminer les limites de g en 0T et en +oo.

Solution

—t
La fonction f : ¢ 2 est continue sur R*. Elle admet une primitive F qui est de classe C*
sur R} d’apres le théoréme fondamental. Mais alors, pour tout € RY :

g(z) = F(a?) — F(x)
et g est donc de classe ¢! sur R* par somme et composée. On a alors :
VreR, ¢'(z)=2xF'(2?)—F'(x)
=22f(2%) — f(z)

e—l’

Remarquons que, par croissance de la fonction In :

1 1 1
26”2”—120(:)6*”2”>§<:>—x2+x>ln<§> <:>—m2+x—ln<§> >0

Le discriminant vaut
1 1
A=12—4x(-1)x —In (§> =1—4Iln <§) =1+4In(2) >0

et les racines sont

_—1—\/Z_1+\/Z>

T =

—1+vA 1—vVA
0 et zy= =
—2 2 —2 2
Le signe de ¢" est donc, sur R* (puisque a = —1 < 0) :

<0
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z 0 il 400
g (z) + 0 -
o || —

[
g 1 Méthode
1
1 Pour déterminer les limites, on cherche a faire des encadrements de l'intégrande pour
: en déduire un encadrement de l'intégrale.

1

o 1 11 .
Pour la limite en +oc : pour z > 1, pour tout t € [z, 22|, = < " < - et donc, par croissance
de l'intégrale (car x < 2?2 siz > 1) :

2

z? ot z? ot
/ —dtgg(x)é/ —dt

2 T
xT T
soit ) )
—e T 4 e —e T 4 e
2 X g(]}) Y
x x
Remarquons que
2 _ .2 _
—e T 4 e —e ¥ 4 e "
5 0 et 0
x T—+00 x T—400
Par encadrement
lim x)=0
zﬁ+oog( )

Pour la limite en 0 : si x < 1, 22 < 2. Pour tout ¢ € [z2, x], on a e > et > e soit, par
croissance de l'intégrale (z2 < ) :
2

/xex dt>/wetdt>/mexdt
Y P

T

soit

ou encore

soit, finalement
e’ In(z) < g(z) < e In(x).

Remarquons que

lim e *In(z) = —o0
z—0*

et par comparaison

li =—
g9 = o

On peut alors compléter le tableau de variations :
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z 0 T 400
g (z) + 0 -
g(z1)
g9(x) _— T .

VIl. Sommes de Riemann

1. Définition
Définition 15.8.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Soit n un entier strictement positif. On
note,
b a3 a b—a & b—a
f(a+k:—> ets,;<f)=—§:f(a+k )
[y = n n

k=1

S

Remarque

Les sommes S,, et S;, représentent l'aire des rectangles associés a la fonction f lorsqu’on
effectue un découpage régulier de l'intervalle [a;b] :

4 €

Lo Iy Lo I3 Ly Iy

b—a
rp=a+kx —
n

Remarque

Dans le cas d’une fonction continue sur [0; 1], les sommes de Riemann s’écrivent

1=, (k som LN Lk
n=y2(5) esin=130(3)

2. Sommes de Riemann et intégrale

Les sommes de Riemann d’une fonction continue ont une propriété tres importante : elles
convergent vers l'intégrale de f sur [a;b] et en sont donc une trés bonne approximation.
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Théoréme 15.20.

Soit f une fonction continue sur [a;b]. Alors les suites (S,,(f)), et (S, (f)), convergent et

lim S,(f)= lim S.,(f /f

n—-+oo n—+0oo

On va en produire deux démonstrations; la premiere dans le cas ou la fonction est continue et
croissante. Dans le deuxiéme cas, dans le cas ou la fonction est de classe C'.

a. Cas ol la fonction est croissante

Démonstration

Pour simplifier les calculs, supposons que a = 0 et b = 1, et supposons f continue croissante
sur [0;1].

Soit n € N* fixé. Pour tout k entre 0 et n — 1, on a

vie[SE](5) < < ()

n n n

en utilisant la croissance de f. D’apres I'inégalité de la moyenne, on a donc

d() e e L)

/n
En additionnant ces inégalités pour k entre O et n — 1 :

S g [ g ()

k/n k=0

soit, par la relation de Chasles
n—1 n—1
1 /k 1 (k+1
S ()< [ a5
k=0 't T 0
En effectuant le changement de variable j = k+1 dans la deuxieme somme, on déduit donc

</ f(t>dt<zn:lf(ﬁ> zsn(f)_@Jr@
0 —1 n n n

Cette inégalité s’écrit également

/V@m+%?—lﬁ<&m</3®a
0 0

n

En passant a la limite, par encadrement, on déduit donc bien

1
i 8, = [ sar

b. Cas ou la fonction est de classe €?

Dans ce cas, on dispose méme d’un théoréme plus intéressant :

Théoréme 15.21.

Soient a < b deux réels et f : [a, ] — R une fonction de classe ¢! sur [a, b]. Nous avons (en
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utilisant les notations précédentes)

Vn e N¥,

b h—
_/ f(t)dt‘<< 2na) max | f’].

[a,b]

Ce résultat est valable également en remplacant S, (f) par S;,(f).

Démonstration
Soit g, définie sur [0, 1], par

Ve el0,1], g(x)=(b—a)f(a+x(b—a))

afin de pouvoir ré-écrire, pour tout n € N* :
13 (K
Suf)==3g(5).
n

Mais alors, en utilisant la relation de Chasles :

—/(lbf(t)dt—%n_lg@)—n kn g(t)di

=0 k=0~
n Ll k k+1
:Z/” g<—>dt—/n g(t) dt
k=0 £ n k
el Rkt
n k
5L -l
k=07 £ n

En appliquant 'inégalité triangulaire sur la somme puis I'intégrale :

k+1

/f dt‘ ;/__ [g(%)g(t)]dt
“l(E) -t

[t
< /
0/ E

n

La fonction g est de classe €' sur [0, 1], donc g est continue sur [0, 1] : il existe M € R*
tel que

=

T

M= — (b—a)? an
I[gaglgl (b—a) r[r;g;flfl

Mais alors, d’apres I'inégalité des accroissements finis :

Y (2,y) €0, 1%, |g(z) — g(y)| < M|z —yl.

b n—1 % k
—/ f(t)dt‘g / M‘——t‘dt
a k=0 & n

Mais alors :

n_;L k+1
=M / t—— dt
k=0 -
k+1
_ kyoq Tn _
= =) e NV
pard 2 B k:02n 2n
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4.

a.

. M P
Puisque — —— 0, on en déduit que
n n—+oo

n—-+0oo

S, (f) — /abf(t)dt‘ 0

b
c’est-a-dire que (S, (f)) converge vers / f(t)dte.

Application : limite de certaines suites

Meéthode
Les sommes de Riemann peuvent nous permettre de calculer la limite de certaines suites.

Exemple 15.21
Soit u la suite définie pour tout n > 1 par

u

Déterminer la limite de wu.

Solution

Pour tout n > 1,

oyl

3 1Sk
=22 (5)

n
=)
k=1

On reconnait une somme de Riemann de la fonction f : z - 2 sur le segment [0; 1], qui
est continue sur [0;1]. Alors, (u,,) converge, et

3

' 1 , 210 1
lim w, = / pdr=|—| =-
n—-+0oo 0 4 0 4

Application : valeur approchée d'intégrale

Méthode des rectangles

Pour déterminer une valeur approchée d’une intégrale sur un segment, on peut utiliser la méthode
des rectangles, qui consiste a calculer I'une des sommes de Riemann dans le cas d’une fonction
continue et monotone.

Meéthode (Méthode des rectangles)
Lorsqu’une fonction est continue sur un segment I = [a, b], on décompose I en subdivision

b—a
de longueur — :
n

b—a b—a b—a b—a b—a
[a,a+ ],[a—i— ,a—+ 2 }...,[a—{—k ya+ (k+1) ,
n n n n n

. [a—l—(n—l)b;a,b}

On calcule alors la somme des aires des rectangles « inférieurs » (ou supérieurs) : pour
I'intervalle

b_
[a+k a,a—i—(k—l-l)—a],

n
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on prend le rectangle de hauteur f (a + kb_Ta) (rectangle inférieur), ou f (a + (k+ 1)17_7‘1).

A %?f

Lorsque n tend vers +oo, 'aire obtenue, si la fonction est continue, tend vers 'intégrale de
la fonction sur le segment.

On peut appliquer la méthode des rectangles, c’est-a-dire le calcul des sommes de Riemman, pour
déterminer une valeur approchée de I'intégrale. Par exemple, pour calculer une valeur approchée

1
de / V1 — 22, on peut faire ainsi :
0
<[> Code Python

1 import math

2

3 def f(x): return math.sqrt(l+x**2)

4

5 def rectangle(a,b,n):

6 """ Fonction rectangle prend 3 arguments

7 - [a b] désigne le segment sur lequel on calcule 1'intégrale
8 - n représente le nombre de subdivision

9 Elle renvoie une valeur approchée de 1'intégrale '"''
10 inf=0

11 for i in range(n):

12 inf = inf+(b-a)/n*f(a+i*(b-a)/n)

13 return inf

et aprés exécution :

Console Python -
>>> # Exemples pour a=0, b=1 et n=100

>>> print(rectangle(0,1,100))

0.7901042579447618

, ; . e 4z 1
Le résultat précédent montre que, si f est €1, la convergence vers l'intégrale est en —.
n

b. Méthode des trapezes

Au lieu d’ajouter 'aire de rectangles, on peut aussi essayer d’utiliser une autre méthode de

calcul : la méthode des trapezes.
b

On approche l'intégrale f(t)dt par les sommes :

a

p—ant Fat kS )+ 7 (ot (4122

no= 2

(S, (f) + S5 (f)) -

N =
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On peut montrer que, si f est de classe €2 sur [a, b], alors
VneN* 1(5 (f)+S,(f / ft)dt ( @)’ lf”]
TEEL gen 1202 ey "

Ainsi, la suite converge vers I'intégrale avec une Vltesse , ce qui est plus efficace que la méthode
des rectangles.

En PYTHON, cela donne :

<[> Code Python

1 import math

2

3 def f(x): return math.sqrt(1l+x**2)

4

5 def trapeze(a,b,n):

6 "'' Fonction trapeze prend 3 arguments

7 - [a b] désigne le segment sur lequel on calcule 1'intégrale
8 - n représente le nombre de subdivision

9 Elle renvoie une valeur approchée de 1'intégrale '''
10 inf=0

11 sup=0

12 for i in range(n):

13 inf = inf+(b-a)/n*f(a+i*(b-a)/n)

14 sup = sup+(b-a)/n*f(a+(i+1)*(b-a)/n)

15 return 1/2*(inf+sup)

et une fois exécuté :

Console Python A

>>> # Exemples pour a=0, b=1 et n=10 et n=100
>>> trapeze(0,1,10)

0.7761295815620795

>>> trapeze(0,1,100)

0.7851042579447618

Remarquons que, la valeur approchée obtenue par la méthode des trapezes est meilleure que celle
obtenue avec la méthode des rectangles (la valeur exacte est % et approchée est 0, 7853981634).

Au lieu de calculer pour un rang n, on peut utiliser les majorations vues pour obtenir une valeur
approchée a une certaine précision, avec une boucle while.
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Exercices

Exercices

Intégrales et primitives

000 Exercice 1 Primitives (15 min.)
Déterminer sur quel(s) intervalle(s) les fonctions suivantes possédent des primitives, puis les

déterminer.
x 2 n(x
hiz)=—+ f@) =T fa(z) = 12;)
falw) =2V1 -2 folz) = —Sm\(/‘ﬁ) fslw) = 3+Lx2
x? 1
fo(2) =1 fo(x) = tan(z) + tan®(x) o) = 5o

000 Exercice 2 Premieres intégrales (30 min.)
Montrer I'existence, puis calculer chacune des intégrales suivantes :

N /2 In(x) q D /26 dt / &
= €T =

3 / +1n )) du

B= [ (2u+1)e*t*H du
1t 1
+1
et dt F:/ |22 — z|dz / (2sin®(z) — 3sin®(z) + 5) cos(z) dz
e+t 1 0

0

0

000 Exercice 3 Intégration par parties (20 min.)
Montrer I'existence, puis calculer chacune des intégrales suivantes :

1 e
A :/ tet dt C:/ r(In(z))? dz
0 1

e 1
B= [ v*In(v)dv D :/ u3e"
0

1

000 Exercice 4 Changement de variable (15 min.)
Montrer I'existence, puis calculer chacune des intégrales suivantes en utilisant le changement de
variable donné :

2 T 1 1 T z
A:/ dz avec y = 2. B:/ ln( )dxavecy:—.
L (@2 4+ 1)(22+2) 12 (@ +1) z+1 z+1
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9 4

1

C:/ L@)dxavecle- D:/ eVt dt avec u = eVt
1 (L+a?)? ! 1

Suites d'intégrales

000 Exercice 5 Suite d'intégrales | (25 min.)

1/2 "

Pour tout entier n, on pose

a b

1. Déterminer deux réels a et b tels que pour tout z € R\{—1;1}, ﬁ =1t
déduire la valeur de wy.
2. Calculer u;.
3. Montrer que pour tout entier n,
1
Uy, — Upyg = —————
mTEE T (4 1)t
En déduire uy et us.
4. Montrer que la suite (u,,) est décroissante, et minorée par 0.
5. En minorant 1 — 22, montrer que pour tout entier n, u, < ———————. En déduire la

3(n+ 1)2nt+1
limite de la suite w.

@00 Exercice 6 Suite d'intégrales Il (25 min.)

Pour tout entier n, on note

1 1

t’n

I = dt et J, = t"In(1 + t2) dt
" /01+t2 o n /0 n(l+1)

1. Déterminer la monotonie des suites I et J.

2. Montrer que pour tout n, 0 < I,, < %H En déduire la limite de (1,,).

3. Par un intégration par parties, démontrer que pour tout n,
In(2) 2

s e L

En déduire la limite de (J,,) puis celle de (n x J,).

Fonctions définies par une intégrale

@00 Exercice 7 Fonctions définies par une intégrale (20 min.)
Etudier complétement les fonctions suivantes (ensemble de définition, signe, dérivée, et tableau
de variations). On justifiera toutes les étapes.

a(r) = /jln(t) dt b(z) = /;ﬁ dt c(x) = /Ogce_t2 dt

000 Exercice 8 ESCP 99 (30 min.)
Soit g la fonction définie sur R par

2z
g(:r:):/ et dt

xX
1. Justifier que g est bien définie sur R, et que la fonction g est impaire.
2. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
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3. Justifier que g est de classe C! et que pour tout = € R,

g (z) = 204" — 2’

4. Dresser le tableau de variations de g. On précisera g(0).
5. Montrer que pour tout z > 0, e g(x) < ze~®". En déduire la limite de g en +00.

Exercice 9 Prolongement par continuité (10 min.)

Soit g la fonction définie sur R par
1 x
g(z) = —/ t2et dt
T Jo
Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 et donner son prolongement.
Sommes de Riemann et séries

Exercice 10 Sommes de Riemann (15 min.)
Montrer que les suites suivantes sont convergentes, et trouver leur limite.

n—1 n 1 n— 1/n
“n:”ﬁo’/z;ﬁ U":Zk+n wn:(l_f(“rk))

k=1

Exercice 11 Série de Bertrand (15 min.)

En calculant /
2

dz, et en montrant que pour tout k > 2,
xIn(x)

/k+1 1 dp < 1
p rIn(x) x\kln(k})

n
1
Démontrer que la suite (u,,),>o de terme général u,, = Z diverge.

Pour aller plus loin

Exercice 12 Lemme de Riemann-Lebesgue (15 min.)
Soit f une fonction de classe €' sur [a, b]. Montrer, & I'aide d’une intégration par parties, que

b
lim / f(t) cos(nt) dt = 0.

n—-+0oo

Exercice 13 Inégalité de Cauchy-Schwarz (15 min.)
Soient a et b deux réels tels que a < b. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Montrer

que
/a " Ftgt dt\ < \/ / N dt\/ / .

b
On pourra introduire le trinome x — / (f(t)+ xg(t))2 dt et €tudier son discriminant.
a

Discuter le cas d’égalité.
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Exercice 14 Intégrale et réciproque (15 min.)

Soit f une fonction continue et strictement croissante sur [a, b], de classe C! sur [a, b], et telle
que f(a) = 0. Montrer que

¢ f(t)
vVt € [a, b, / f(u) du—l—/ fH(u) du =tf(t).
a 0

Exercice 15 Un peu de probabilités (30 min.)

Soit p un entier naturel non nul. On considere p + 1 urnes notées Uy, Uy, ..., U,. Dans chaque

urne, il y a p boules indiscernables au toucher telles que, pour tout ¢ € [0, p], 'urne numéro i

contient ¢ boules blanches, les autres étant noires.

On choisit une urne au hasard et dans I'urne choisie, on effectue n tirages avec remise d’une boule

(n € N¥). On note N, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches ainsi obtenues.
1. Déterminer la loi de N,,.

p
2. Montrer que, pour tout k € [0, n],

P(N, = k) —— (”) /1xk(1 — o) hda.
0

p—+00 k

En déduire la valeur de cette limite.

Exercices bilans

Exercice 16 Intégrales de Wallis (30 min.)
Pour tout entier naturel n, on pose

W, = /2 (cost)" dt.
0

1 - Premiéres propriétés

1. Calculer W, et W.

2. Montrer que la suite (W,,) est décroissante.

3. Justifier que, pour tout entier n, W,, > 0.

4. A Taide du changement de variable u = Z _ ¢, montrer que pour tout entier naturel n,

2
W, = /2 (sint)” dt.

0
2 - Valeurs de W,
1. Montrer, a I’aide d’une intégration par parties, que pour tout entier n € N,
(0 +2)Wpin = (n+ )W,
2. En déduire que, pour tout entier n,

Wo = (2n)! =«
(2 x )22
On peut le faire par récurrence ou par produit télescopique. Il est conseillé de faire les deux.
3. Montrer que la suite ((n+1)W,,;W,,) est constante et calculer la valeur de cette constante.
4. En déduire la valeur de W, pour tout entier n.
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3 - Equivalent de (1)

1. En utilisant les résultats de la deuxieéme partie, justifier que

Wn+2 ~ Wn
+o0o
2. Montrer que, pour tout n
n+1 W
- < -2,
n+2 W,
En déduire que
Wn —&:)Jo n+1-
2 o
3. Montrer alors que (W,,)* ~ — puis que
+o0 2n
W P
" too omn’

Quelle est la limite de (W,,) 7
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1
o La fonction f; est définie sur R\{—1}, et y est continue comme quotient de fonctions continues.

Donc f; admet des primitives sur | — co; —1[ et sur | — 1; +o00[. En constatant que
x r+1-—1 1
vV ox# -1, = =1-
x+1 x+1 x+1
Les primitives sur | — oo; —1[ et sur | — 1; +-00[ s’écrivent

= x—Injz+ 1|+ kaveck €R

soit z = o —In(z 4+ 1) + k sur | — 1; 400, et z = = — In(—(x + 1)) + k" sur | — oo; —1].
e Remarquons que x — 1 — 2% est définie sur R, et est positif sur [—1;1]. La fonction f, est
donc définie et continue sur [—1; 1] comme composée de fonctions continues. Elle y admet donc
des primitives. En constatant que fy(x) = —%u’(w) u(x), avec u(x) = 1 — 22, on en déduit que
les primitives de fy s’écrivent
1(1—a2)%? 1 )32

e La fonction f; est continue sur R comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule
pas. Elle admet donc des primitives. En appliquant la méme idée que pour f; :
r2+1-1 1
——=1- .

1+ a2 1+ 2
Ainsi, les primitives sur R de f3 sont x i x — arctan(z) + k avec k € R.
o La fonction f, est définie et continue sur R\{—1;0}. Elle admet donc des primitives sur
| —o00;—1[, ] — 1;0[ et sur ]0; +o00[. En remarquant que

2 2 2

z(z+1) =z xz+1

VJIE]R, f3(.fC>:

on en déduit que les primitives de f; sur chacun des intervalles s’écrivent

2
$|—>2ln|x|—21n|x+1|—|—k::ln<<L> )—I—/@, EeR
z+1

o fest définie et continue sur RY, comme composée et quotient de fonctions continues (sin et
racine). Elle admet donc des primitives. En notant u : x + \/z, on constate que
Vz eRL,  f5(z) = 2u/(2)sin(u(z))

et les primitives de f5 sont donc z  —2cos (/) + k, avec k € R.
e fg est continue sur D, = —g + k, g + k:rr[ avec k € Z. Elle y admet donc des primitives.
On peut écrire

V&€ Din, folz)=rtan(z)(1+tan?(x)) = tan(z) tan’(z).

Ainsi, les primitives de fg sur chaque intervalle de D, sont les z — %tanz(:p) + k, avec k € R.
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. est continue sur comme quotient de deux fonctions continues sur n et polyndme).
7 est ti R quotient de d foncti ti R’ (In et polynd
On constate que

Ve eRL, fi(x)= %ln(a;) In’(z)

et les primitives de f; sur R% sont donc x 2 1n? (x) + k, avec k € R.
e fg est continue sur R donc y admet des primitives. On remarque que cela ressemble a la
dérivée d’arctangente. On modifie ’écriture :

3 1
3(1+% - ?
+5) 1+ (%)
3 1 + V3
%) + k, avec k € R.
e Apres calcul du discriminant, on constate que le dénominateur ne s’annule pas, et fy est donc

continue sur R, y admettant des prmitives.
On va utiliser la forme canonique :

V.’EGR, fS(x):

Les primitives de fg sur R sont alors = V3 arctan (

1
(x+1)2+1

Ainsi, les primitives de fq sur R sont =  arctan(z + 1) + k avec k € R.

VJIGR, fg(x>:

Exercice 2
L’idée de cet exercice est de trouver les primitives des fonctions sous le signe intégrale. On se

’
N . oL 7 . . u
ramenera aux primitives usuelles, ou aux formules de dérivations (u’e", —, ).
u
Remarquons tout d’abord que chaque intégrale existe car toutes les fonctions considérées sont
continues sur les intervalles d’intégration.

2 2 2
1 1 In(2 1 1
A= / In(z) dz = [— (ln(x))Q] = (In2))” en reconnaissant n(@) = —In(z) = v (z)u(x) avec u(x) = In(z)
.z 2 1 2 z z
° > SURE
B= / (2u+1)ew Tutl dy = [e“ +“+1] = e’®—e en reconnaissant v’ (u)e’™ avec v(u) = u?+u1
0
C /1et+1dt n e’ + ]} = In(1 + e) issant (€) = e +1
= = = alssa. =
o nle ,=In e) en reconnaissan D) avec u(x) = e

= QGL— n 26— n — 2 en reconnaissan wit) =1In
D—/e t\/m—[2 l(t)]E—Q In(2) + 1 —2 en reco assatmavecu(t)—l(t)

Pour le E, on ne reconnait pas de primitives usuelles. On transforme alors ’écriture de I'intégrale :

1 1 1
+1-1 1
E:/ - dx:/ $—dx:/ 1— dz=[z—Injz+1] =1—1n(2)
0 0 0 r+1 0

r+1 T+ 1

Méthode

]
I
|
I Dans le cas d’une intégrale avec une valeur absolue, il faut utiliser la relation de Chasles
I . . . s
| pour pouvoir enlever, suivant les intervalles considérés, les valeurs absolues.

2

Remarquons que x° —z = x(z — 1) est positif sur [—1;0] et est négatif sur [0; 1]. Ainsi,

1 0 1 0 1
F:/ |IL‘2—£U|dIL‘:/ |3:2—:E|da:+/ |x2—xdx:/ x2—xda:+/ —(2% —2)dx
-1 -1 0 -1 0

A. Crouzet 36 ©@®®



Maths. approfondies Chapitre 15 — Intégration

en utilisant le fait que |u| = u si u > 0, |u| = —u sinon. Ainsi,

1?3 .'132 ZL’3 .732 !
3 2], 3 2],

Pour la G, on reconnait presque la dérivée d’arctan. On ré-écrit :

::%¢§<Mdmﬂn—ammn<—i%))

1 (0 n 7T> o
G 6/ 6v6
Concernant la H, on peut constater que I'on a une dérivée simple :
1 /
x> et <— + 1n(u)> =e"In"(u) 4+ e“In(u)
u
et on reconnait ainsi la dérivée de u > €*In(u). Ainsi
2
H = [e"In(u)]]
=e?In(2)

Enfin, pour la derniére, on reconnait des termes de la forme «'u™ avec u = sin. On peut calculer
directement une primitive :

™

[ in®(z) cos(z) — 3sin?(x) cos(z cos(x) dx
f—/ozs (¢) cos() — 3sin?(z) cos(x) + 5 cos(x) d

-4 -3 2
_ F$n;x)—3$n;x)+5an@)
0
_ ! 1+5—9
2 2

Exercice 3
Les quatre intégrales existent car les fonctions sous le signe intégrale sont bien continues sur
Iintervalle considéré.

1

g I M¢éthode

I

I En regle générale, on essaiera de dériver la fonction In et assimilée, et de prendre une
| primitive des fonctions exp et assimilées.

e Posons u(t) =t et v'(t) = e’ sur [0;1]. Ainsi, v’(t) = 1 et v(¢) = e’ par exemple. Les fonctions
u et v sont de classe €' sur [0;1]. Par intégration par parties :

1 1
A:/ﬁ&@:mﬁ—/eMt
0 0
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et donc
A:e—[et]é:e—(e—l) 1

3
e Posons u(v) = In(v) et w’(v) = v%. Donc u’(v) = % et w(v) = % u et w sont de classe €' sur

[1; e]. Par intégration par parties :

e 3 e e 31
B :/ v In(v)dv = [U— ln(v)] —/ ¥
1 3 , 3w

e? €2 e? v 1% el e 1 23 — 1
B:—— —d’U:—— = —_— _—— - =
3 1 3 3 3 x3 L 3 9 9 9

n(x CE2
e Posons u(z) = (In(z))” et v/(z) = . Ainsi, v/ (z) = 2% et v(z) = . Les fonctions u et v

soit

sont de classe C! sur [1;e]. Par intégration par parties,

C= /1xln 2dz = [(m( )2 %} —[ezlnf)x;dx

e? €
C:——/ xIn(x)dz
2 1

soit

2
Posons alors a(z) = In(z) et b'(z) = z, soit a'(z) = i et b(x) = % a et b sont de classe C! sur
[1; €] et par intégration par parties

2 2 e e 21
o-% {w_ln@} _/ 21
2 2 L) 2

et donc

Ainsi,

e Posons a(u) = u? et b’ (u) = ue™’. Ainsi, o’ (u) = 2u et b(u) = %e“Q. a et b sont de classe C!
sur [0; 1] et, par intégration par parties :

1 , 1,1t 1oy
D—/ wde du = [uz—eu} —/ 2u—e"’ du
0 2 o Yo 2

soit

Exercice 4
Pour la A, on peut appliquer les deux méthodes.
Premiére méthode : on fait apparaitre le dy.

On pose y(z) = 22 sur [1, 2]. Ce changement est de classe ¢! sur [1, 2] et dy = 2z dz. Quand
r=1,y=1et quand z =2, y = 4.
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On réécrit puis on effectue le changement de variable :

2
1
A= d
[ @+ D@2+2)
1 1

2
- “9xd
A @+ D@2+2)2

e 1 Ly
‘/1 +Dy+22"
Par décomposition en éléments simples, on obtient que
1 1 1
(+D+2)  y+1 y+2

Ainsi
1 /41 1
a1y,
2), y+1 y+2
ln |y + 1] —Infy +2[I]

(In(5) — In(6) — (In(2) — In(3)))

5 %3 1 )
() ()
2 6 x2 2 4

Deuxiéme méthode - méthode générale. On inverse le changement de variable :

N =N

On pose y = z2, soit x = VY. sixz=1alorsy =1, et si z = 2 alors y = 4. La fonction racine est

1 L
de classe C* sur [1, 4]. On a alors dz = W dy.

Par changement de variables, on a ainsi

[ LTS S S S
A_/l (y+1)(y+2)2\/§dy_ 2/1 (y+1)(y+2)d

On obtient le méme résultat et on conclut de la méme manieére.

. 1
Pour B, on pose y = zi+1 Ainsi, pour = € [5; 1], on a

—Y Y
y=—getly=recy-l)=-you i
Siz=1/2,y= et siz =1 alors Y= L. La fonction y > —— est de classe @ sur [l, l] et
3 2 1—y 37 2
1(1—y) —y(—1 1
B e | S S
(1—y) (1—y)

Par changement de variable,

1/2 1 1 RE | 1 12 In(y)
B ——/ In(y) dy ——/ In(y) dy ——/ dy
Y Y 1—9)2 Y 1 2
3 (—1_y + 1) (1—y) 1/3 1y (1-y) 1

[(ln(y))z]]/Q _In(1/2)* n(1/3)?  In(2)*— In(3)?

2 2 2 2

B =
1/3

Pour la C, on pose z = ! Quand t =2, x = % et quand t = é, x = 2. On constate que t %

?.
est de classe €' sur [%, 2] et

dr = ——=dt.
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Par changement de variable :

/2 —t*In(t) 1
= ————dt
1 (14¢2)2¢3

B 2 tIn(t) B

SIS

Ainsi 2C = 0 puis C = 0.
Enfin, pour la D, on pose u = e‘/z, cest-a-dire t = In(u)2. Siu=e, t =1letsiu=-¢e? t=4. La

fonction u - In*(u) est de classe G sur [e, €?] et

In(u)

dt =2 du.

Par changement de variables :

Exercice 5
Remarquons déja que, pour tout entier n, la fonction x +— 1:2 est définie et continue sur [O; %] .
Toutes les intégrales considérées existent donc bien.
1. En mettant au méme dénominateur,
1 a b (a—b)xr+ (a+b)
vV r e R\{—1;1}, = + =
M=t 1) 1—22 11—z 1+4+=x 1 — a2

Par identification des coefficients,

a—b = 0 - —b—l
a+b = 1 a=0=

Ainsi, pour tout z différent de —1 et 1,
1 1/2 1/2
/ /

1—22 1—2 1+=x

et donc
1z V2 972 1/2 1 1 1/2
uO:/ 2d:J[::/ +——dz = [——ln\l—m|+—ln|l+xl
o 11—z o l—z 14z 2 2 0
soit
1 1 1 3
2.
2, 12 _g,. pi1/2
ul—/o 1_$2da}:——/0 1_x2dx:——[ln(1—a;)]0

A. Crouzet 40 ©@®®



Maths. approfondies Chapitre 15 — Intégration

et donc

3. Par linéarité de I'intégrale,

/2 n /2 n+2 1/2 om _ on+2
Up — Upgo = i 1_xzdar:— 1_x2dx: i de

soit
Uy — Uy = /1/2 —x”(l — x2) dz = /1/2 z"dx = [mnﬂ ]1/2
0 1 — 22 0 n+1],
et donc
(/2" 1
e T2 =T T T el (1 1)

. 1
Pour n = 0, on obtient donc ug — uy = 5 soit

UQ:UO—%:ID(\/g)_%

. 1 .
et pour n = 1, il vient u; —ug = S5 Soit
X

1 4 1
u3:u1—§:ln g —g

4. Pour déterminer la monotonie de la suite u, déterminons pour tout entier n le signe de

Upt1 — Up -

1/2 xn-‘,—l 1/2 xn 1/2 xn+1 _;Un o .
Upyl — Up = dz — 1 dr = ———— dx par linéarité
0 0 0

1— 22 1—=2

donc

/1/2 ac"(ﬂc—l)d
Uy — Uy = ———dx

x™(x—1)

5 S 0. Puisque

1 o .
Or, sur [0; 5], 2" >0,2—1<0et1—2%>0. Ainsi, sur cet intervalle,
1/2 x"(x—1)
1—a?
Bilan : pour tout entier naturel n, u,_; —u, <0 : la suite (u, ) est décroissante.

—x
0< %, par positivité de I'intégrale, on en déduit donc que / dz < 0.

De plus, toujours sur [0; %], 2" > 0 et 1 —2? > 0. Par positivité de I'intégrale, on a donc

1/2 2
/ T .2 dz > 0 : la suite (u,,) est bien positive.
—x
0

5. Remarquons déja qu’étant décroissante et minorée, par théoréme de convergence monotone,
la suite (u,,) converge.

: M¢éthode

I Pour encadrer une intégrale, on encadre ce qui est dans I'intégrale, et on utilise la croissance
I .y

1 de l'intégrale.

1 1 . . , .
Pour tout z € [O; 5] ;0<z < g 0<2?2< 5 bar croissance de la fonction carrée sur R*. Soit

1 9 3
0<egs=-<1l—z2*> -
2 4
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1
Donc sur [0; 5], on a

ainsi

: o 1
Par croissance de l'intégrale (0 < 3)7 on a alors

12 n 1/2 4
/ 5 dz < / —z"dz
0 1—=x 0 3

_[4am) a2t 4
"S13n+1] 3 n+l  3(n+1)2ntl

et donc

Par produit, et puisque 2 > 1, on a
lim (n+1)2"" = 400

n—+oo
et par quotient
4
lim ——m =
n—+oo 3(n + 1)27+1
4

3(n+ 1)27+1 Ainsi, par le théoréme d’encadrement,
n

Or, pour tout entier n, nous avons 0 < u,, <

la limite de (u,,) existe et vaut 0 :

lim w, =0
n——+oo

Exercice 6

n

Les fonctions z et z - t"In(1 + t?) sont définies et continues sur [0;1], donc toutes les

1+t2
intégrales considérées existent.

1. Pour tout entier n, et par linéarité de I'intégrale :

1 yna+l 1 n 1 n+1 n 1 .n
t t ¢+l ¢ " (t—1)
I —1 = dt = ——dt = —dt = ——~dt
ntl o n A 14+ ¢2 A 14 ¢2 A 1+¢2 / 1+ ¢2

it —1)
1+¢2

o

Or, sur [0;1],t" > 0,t—1 < 0 et 1+t > 0. Par quotient,
Len(t—1)
1+ ¢2

< 0 sur [0; 1]. Par positivité

de l'intégrale (0 < 1), on a donc / dt <0.

0

I,.1—1I,<0: lasuite (I,) est décroissante.

De méme,
1
T == [ 0= DI+ ) d
0
Puisque, sur [0;1], t* > 0, 1 +t* > 1 donc In(1 +¢?) > 0 et t —1 < 0. Par produit,

1
t"(t — 1) In(1 + t?) < O sur [0; 1]. Par positivité de I'intégrale, on a donc / t"(t —1)In(1 +¢2)dt < 0.
0

Jpi1 —Jp < 0: lasuite (J,) est décroissante
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n

2. Pour tout ¢ € [0;1] t* > 0 et 1+ t? > 0. Par quotient, e > 0 sur [0;1]. Par positivité de

I'intégrale,

De plus, pour tout t € [0;1] on a
0<t<1=0<t?<1 par croissance de la fonction carrée sur R*

. L . 1
ainsi 1 < 1+t < 2 et donc, par décroissance de la fonction inverse sur R, 1 > = et donc

n

" > sur [0; 1] car t" > 0. Par croissance de l'intégrale, on en déduit donc

1 m 1 tn+1 1 1
1, = 2dt< t"dt = =
o 1+t 0 n+1 0 n+1

Ainsi, pour tout entier n,

1+¢2

1
0<1, <
n—+1

Puisque lim = 0, par théoréme d’encadrement, (I,,) converge et

n—+oom 4+ 1

lim I, =0

n——+oo

3. Partons de J, et faisons une intégration par parties. On pose, pour t € [0; 1], u(t) = In(1+¢2)
et v’(t) = t", soit u/'(t) =
par parties,

n+1
2t2 et v(t) = £ wet vsont de classe C! sur [0; 1] et, par intégration
1+t n+1

1 tn+1 1 1 tn+1 2t
J,= [ t"In(1+t*)dt = In(1 + ¢ —/——
n /0 Il( + ) |:n+1n( + >:|O 0 n—l—ll—l—tQ
soit
In(2) Lo gn#2 In(2) 2
Jn = - dt = - n+2
n+1l J, n+11+¢2 n+1l n+1
. In(2) , . : L
On a alors 1113 T =0, im 1 =0et hrf I, .o =0 d’apres la question précédente.
n—+oo n n—+oo 1N n—+o0o
Par somme et produit
lim J,=0
n—+0oo
De plus,
7 = nln(2) 2n 7
nJ, = n —+ 1 n 4+ 1 n+2
Puisque, par la regle du terme de plus haut degré,
In(2 2
T . L

n—4oo N+ 1 n—>+oon+1_

par somme et produit

lim nJ, =1n(2)

n—+0oo

Remarque

In(2)

. 2. o N S A In(2
On peut ainsi conclure que (J,,) est équivalente a - c’est-a~dire J,, ~ b®
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Exercice 7

e a est la primitive de la fonction In nulle en 1. Ainsi, la fonction In étant continue sur R%, a
est de classe ! sur R*, et on a

vV zeRY, a(z)=In(x)

Ainsi, puisque In(z) > 0 < z > 1, on en déduit le tableau de variations suivant :

T 0 1 400
a’(z) - 0 +
a(z) \ 0 /

1
Remarquons que a(1l) = / In(z)dz = 0. On en déduit ainsi que la fonction a est positive sur
1

R
e Remarquons que 3 +1 > 0 <:i t3 > —1 < t > —1 par stricte croissance de la fonction
cube. Ainsi, la fonction f : ¢+ Wersi est continue sur | — 1; +00[ comme quotient et composée
de fonctions continues : elle admet des primitives. Soit F' une primitive de f. Alors, pour tout
x €] — 1;+400[, b(z) = F(1) — F(z) et la fonction b est définie et de classe ! sur | — 1; 400
On a alors
x

3+ 1
Puisque pour tout z €] —1; +oo[, Va3 +1 > 0, b’ (z) est du signe de —z. On en déduit le tableau
de variations suivant :

Vzel—1;400f, VV(x)=0—F(z)=—f(z)=—

x -1 0 +00

b’ (z) + 0 -

b(0)

Concernant le signe de b, nous allons utiliser la positivité de l'intégrale.
— Pour z € [1, +0o0], la fonction f est positive. Puisque = > 1, les bornes sont dans le mauvais
sens et donc

1
/ F(#)dt <0

— Pour z € [0, 1], la fonction f est positive. Puisque = < 1, les bornes sont dans le bon sens et

1
/ Ft)dt =0

— Pour x € |—1, 0], on ne peut pas conclure car la fonction est négative sur |—1, 0] mais positive
sur [0, 1].

e La fonction h : ¢ e~t” est définie et continue sur R. La fonction ¢, qui est donc une primitive
de h, est définie et de classe C! sur R, et on a

VzeR, d(z)=e"

t

¢’ est strictement positive, donc la fonction ¢ est strictement croissante sur R :
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x —0o0 0 —+o0

¢ (x) +

/

0
en remarquant que ¢(0) = / e dt =0. On en déduit que ¢(x) > 0si z > 0, et ¢(z) < 0 si
0
r < 0.

Remarque
On peut traiter le signe par la positivité de I'intégrale :
- Siz <0, et >0 sur [z, 0]. Les bornes étant dans le mauvais sens, on en déduit que

/ et dt <0
0

—Siz >0, et >0 sur [0, z]. Les bornes étant dans le bon sens, on en déduit que

X
/ e dt >0
0

Exercice 8

g : Méthode
I Pour une fonction définie par une intégrale, la parité se fera (presque) toujours par le
: changement de variable x = —t.

La fonction f: z — e est définie et continue sur R. La fonction g est donc bien définie sur R.
R est symétrique par rapport a 0, et pour tout réel x, on a

—2x
g(—z) = / et dt

—X

Faisons le changement de variable v = —t, soit t = —u qui est de classe €', et dt = —du.
Lorsque t = —z, u = x et lorsque t = —2z, u = 2z. Par changement de variable
2z 2z
g-a) = [ ey == [ e du=—g(0)
x xT
Ainsi, la fonction g est impaire.
2.
Remarque

On fera toujours attention a ’ordre des bornes avant d’utiliser la positivité de I’intégrale.

La fonction f est positive sur R. Il faut donc s’intéresser aux bornes de l'intégrale :
e Pour z > 0, on a z < 2z. Par positivité de I'intégrale,

2x
g(x) = / e dt >0

x
e Pour z < 0, on a par contre x > 2z. Par positivité de I'intégrale, on a cette fois-ci

2z
g(x) = / e dt <0

T
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Bilan : g est positive sur Rt et négative sur R™.
3. Soit F une primitive de f (qui existe car f est continue sur R). F est de classe €, et on peut

alors écrire, pour tout réel x,
g(x) = F(2x) — F(x)

Par somme et composée de fonctions de classe C!, g est €' sur R, et
g'(x) = 2F'(2z) — F'(z) = 2f (2z) — f(x)

c’est-a-dire
2

V 2z eR, ¢(z) =22 — 7" = 9¢ 4" _ o

4. On a alors

1
J(z)>20< 27477 > 777 & o730 > 3
Soit, par croissance de la fonction In sur RY :
1 In(2
—3$2>ln<—><:>x2< 2)
2 3
Ainsi, ¢’ est négative sur ]—oo;— % et sur [ %;—Foo [, positive sinon. On obtient le
tableau de variations suivant
x —0 In(2) In(2) —+o0
3 3
g'(@) -0+ 0 -

) \ / \

5. Soit & > 0. Sur [z, 22], la fonction f : t - e ** est décroissante. Ainsi

Vel 2], f(2x) < f(H) < fx) <= e < f(H) <

Par positivité de l'intégrale (car pour x > 0, = < 2z), on a alors

2x 2x 2x
/ 4% dt < f(t)dt < / e dt

x x xT

soit

et donc
ze 4 L g(x) < ze

Or, par croissance comparée,

1
. 2 . .
lim ze™® = lim — z2e2® =0 par produit
T—+00 z—+oo x T
+—>O (Co)
N . _Ap2 . .
De méme, lim xe %% = (. Par encadrement, lim g(z) existe et
T—+00 T—+00
lim g(x)=0
wﬂ+oog( )
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Exercice 9
La fonction f définie sur R par f(t) = t2e!. f est définie et continue sur R donc admet des
primitives. On note alors F' une primitive de f. On a donc

1 [° 1
T)=— tetdt = — (F(z) — F(0)) =
s =7 | ~ (F(a) ~ F(0))

X

F(x) — F(0)

Fest de classe €' sur R (car fest continue sur R) donc g est continue sur R*. Enfin, par définition
du nombre dérivé

_ F(z) - F(0)
lim g(x) = lim ——————
x—0 x—0 z—0

= F/0)
or F'(0) = f(0) = 0.

Bilan : g est continue sur R* et est prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = 0.

Exercice 10

On essaie de faire apparaitre systématiquement une série de Riemann sur [0;1], en introduisant
1

“de force” le terme en —.
n

e On constate que

1 n—1 1 —1 n—l\/z
U“ZWZ\/E nxnl/QZ\/___TkZ kZ:o n

Introduisons alors la fonction f, définie sur [0, 1] par f(z) = /x. Cette fonction est continue sur

[0, 1] et 1
1 & k
w1 Se()
neg \n
Ainsi, (u,,) représente une somme de Riemann de la fonction f sur le segment [0;1]. f étant
. 1 -
continue, cette somme converge vers fo f(t)dt. Ainsi,

1
1 3/2
t 1 2
lim wu, / Vidt= |—| =— =2
n—-+00 0 3/2 . 3/2 3

e On remarque que

1 1 & n 1 1
"_kzlk Zn k‘—i—n n2n< k :_Z k

=1 1—1——) i1+ -
n n

On introduit alors la fonction g, définie sur [0, 1] par g(x) = 14%: Cette fonction est continue

1 & k
w=y>0(5)

On reconnait ainsi une somme de Riemann de la fonction g sur le segment [0; 1]. g étant continue,

sur [0, 1] et on a

cette somme converge vers fo ' g(t) dt. Ainsi,

1

1 1
nEIjEIOO’U ; 1_—|—t dt = [ln(l + t)]o = ID(Q)

e Ici, on ne dispose pas d’une somme, mais d’un produit. On va alors utiliser la fonction
logarithme népérien.

Pour tout entier n > 1, w,, > 0 comme produit de termes positifs. Introduisons alors la suite
(x,,) définie pour n > 1 par z,, = In(w,,). On a alors

1 (' k 1= k
Vnzl, z,=h(w,) =—-In H(l—i——) :—Zln<1+—>
n n n = n
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On définit alors la fonction h, définie sur [0, 1] par h(z) = In(1 4 x). h est continue sur [0, 1] et
132k
Tp=—) h|—
"oon kz::[) <n>
(x,,) représente une somme de Riemann de la fonction h sur le segment [0, 1]. h étant continue,
cette somme converge vers fol h(t)dt = fo ' In(1 + t) dt. Calculons cette intégrale par intégration
par partie.
On pose, pour tout ¢t € [0, 1], u(t) = In(1 +¢) et v'(t) = 1, soit u'(t) = 1%1& et v(t) =t+1 (en

effet, t > t+1 est une primitive de v"). Ces fonctions sont de classe €* sur [0, 1]. Par intégration
par parties,

/1 In(1+¢)dt = [(1 +¢) In(1 + )] /1 (14t) dt = 21n(2)— /1 1dt = 2In(2)—[t]{ = 2In(2)—1
0 0 0

Ainsi,
lim z, =2In(2)—1

n—+0oo

Or, pour tout entier n > 1, z,, = In(w,,) < w,, = e®». La fonction exp étant continue sur R, on
en déduit que

lim w,, 21n(2) 1 eln(él)e—l —

n—-+00 e

Exercice 11
La fonction g : x — xli(z) est décroissante sur [2;+o00|. Ainsi, pour k > 2, on a
V oz elkk+1], g(z) <glk) !
x ; x =
T SIS I k)

D’apres I'inégalité de la moyenne, on a ainsi

k+1dx< Loy ]
/k rln(z) kln(k)( e )_k‘ln(k‘)

En sommant ces inégalités pour n > 2, on a alors

n k+1 n 1
Z/k xIn(z z; kln(k

k=2
soit, d’apres la relation de Chasles,

n+1 n
/2 xIn(z Z; kln(k

/TL+1 dl‘ /TL+1 1 / u fL‘
, zln(@) J, zh 9 u(z)

en posant u(z) = In(x) sur [2;n + 1]. Ainsi,

Or,

[ S = n@)y = nlin(n+ 1)) ~ In(in(2)
,  xln(x)

Bilan : on a donc, pour tout n > 2,
n 1

In(1 1 In(In(
n(ln(n + 1)) — In(In( ;kln

lim In(In(n+ 1)) —In(In(2)) = +oo par composée

n—-+oo
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Par comparaison,

3

1
i =
e 2 Fn(k) o0

tend vers +o0o : la série g
k>2

La suite des sommes partielles de la série Z diverge.

“ kln(k) kIn (k:)

Corrigés des exercices approfondis

Exercice 12

Cet exercice est classique et est une version édulcorée du lemme général de Riemann-Lebesgue.
On se fixe n € N.

La fonction ¢t + f(t)cos(nt) est continue donc l'intégrale & un sens. Nous allons faire une
intégration par parties.

Sm(m . u et v sont de classe €1 sur [a, b] et on a

.t|—>f/(t) et v :t> cos(nt).

On pose u:tts f(t) et v:t>

Par intégration par parties :

b b
/f(t)cos(nt)dt:/ u(t)v'(t)dt

b
= [u(t)o(t)]” — / u (t)u(t) dt

a
a

_ [M} 1 /a” £(0)sin(nt) di

n
. . b
_ f(b)sin(nb) — f(a)sin(na) l/ F() sin(nt) dt
n n.J,
Constatons que, par inégalité triangulaire :
‘f(b) sin(nb) — f(a)sin(na) | _ |f(0)] + |f(a)] 0
n = n n—+0o

Par ailleurs, on constate que pour tout ¢ € [a, b, puisque |sin(nt)| <1 :

| (#) sin(nt)| < [f(2)]-

Par croissance de l'intégrale (car a < b ) :

/yf ) sin(nt)|dt < /|f )| dt.

Appliquons alors 'inégalité triangulaire dans une intégrale :

/ 1/ (t)sin(nt) dt| < / |f/(t) sin(nt)|dt

n—-+oo

/ I/ (£)| dt — 0

b
puisque l'intégrale / |f/(t)|dt est une constante indépendante de n.

a
Par somme, on en déduit finalement que

lim /b f(t) cos(nt) dt = 0.

n——+oo
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Exercice 13
On suit l'indication et on introduit u la fonction définie sur R par

u: :Ul—>/ t) + xg(t )2dt

En développant :

b
VreR, u(x)= / (f2(0) + 20 (1)g(t) + 226%(1)) dt

fPydt+2z | f(t)glt)dt+z g2 (t)dt
- [ e [ |

a

Ainsi, u est un trinéme du second degré. Son discriminant vaut :

A= (/be(t)g(t)dt)2—4></bf2(t)dt/ dt_4(/ ft) dt) —4/ 2t dt/ 2(t)dt.

Or, pour tout z € R et t € [a, b], (f(t) + xg(t))? > 0, donc par positivité de I'intégrale, pour
tout z € R, u(x) > 0.
Un trindéme est de signe constant si et seulement si A < 0, c’est-a-dire

(/f dt) —4/ At dt/ 2(t)dt <0
(/bf(t)g(t)dt>2 </bfz<t> dt/bg2(t) dt

ce qui donne I'inégalité de Cauchy-Schwarz en appliquant la fonction racine, croissante sur R¥.

ou encore

Il y a égalité si et seulement si A = 0, c’est-a-dire si et seulement s’il existe x, € R tel que
u(zg) = 0. Cela donne donc

b
/ (f(t) + zog(t)*dt =0

a

Soit, puisque la fonction t - (f(t) + z4g(t))? est continue et positive sur [a, b],
Viela, b, f(t)+zog(t) =0<=Vitelab], [(t)=—wog(t)

On dit que f et g sont colinéaires.

Exercice 14

Tout d’abord, le théoréeme de la bijection nous garantit que la fonction f est bijective sur [a, b],
et que sa bijection réciproque f~! est continue. Ainsi, les deux intégrales ont un sens.

On se fixe t € [a, b]. Dans la deuxiéme intégrale, nous allons effectuer le changement de variable
r = f1(u), c’est-a-dire u = f(z). f étant C! sur [a, b], ce changement de variable a un sens.
Siz=ua, f(x) = f(a) =0et six =t, f(x) = f(t). Par changement de variable :

f(t) t
1) du = LN (z) dz
/0 () /af<f<>>f<>
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et finalement

/:f(u)du—i-/of(t)fl(u)duz/atf(u)du+/txf’(x)dx

a

~ [ (@) +ar @)z

a

=[zf (.CL‘)]Z en reconnaissant la dérivée d’un produit

=tf(t) —af(a) =tf(t)

Remarque

Ce résultat est vrai simplement si f est continue et strictement croissante sur [a, b], et
dérivable sur ]a, b[.

Exercice 15
On introduit des événements :
o Pour tout i € [0, p], on note Ur; I’événement : « on choisit I'urne i pour le tirage ».

1. Par définition, si on choisit I'urne i, il y a ¢ boules blanches et puisqu’on effectue un tirage
avec remise, IV, comptera le nombre de succes lors de la répétition de n épreuves de Bernoulli de

N . ey s B s 1os . ..
succes « tirer une boule blanche » de probabilité —. On peut en déduire que, si on choisit I'urne
P

Np%B<n,£>.
p

De plus, puisque le choix de I'urne est équiprobable,

i,

1
vielo,p], PUr)=—0.
iel0.pl BWr) =~

On souhaite déterminer la loi de NV,,. Par définition, N,(2) = [0, n] (car n tirages). Soit i €
[0, n].

Remarquons, enfin, que (Uri)ie[[o,p]] forme un systeme complet d’événements. D’apres la formule
des probabilités totales :

ny 1 & j
PV, =0 = ()= > 1 (2)
== 1) e
en introduisant la fonction f, définie sur [0, 1], par f: x> 2*(1 —z)" "
f étant continue sur [0, 1], on reconnait une somme de Riemann de f sur [0, 1]. Par théoréme

vie[0,n], lim P(N,

Jm PN, =) = (?) /01 f(t)dt = (?) /Olmi(l—x)“dx
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Il reste a calculer cette intégrale. On va introduire, pour tout k£ € [0, n],

1
Ik:/ oF(1 —z)"Fdx
0

On remarque tout d’abord que

1 n+171
1— 1
10:/(1—$)ndx:[—( z) ] =
0 n—+1 0 n—+1

(1—1‘)n_k+1

puis, par intégration par partie, en posant u : x zFetv:x — qui sont de classe

) n—k+1
C:
(1= n—k+1 1 1 (1 — n—k+1
I, = xk(;) _/ k;:ck_1<;)dm
n—k+1 0 0 n—k+1
k ! k
=04+ — k=11 _ n—(k—l):—[
—i_n—k:—i—l/oa7 ( z) n—k+1 "1
On réitérant ce procédé, on obtient :
k k—1 1
VEkel0,n], I,= . =1y
n—k+1ln—k+2 n
k!
S (n—k+D(n—k+2)..nn+1)
1 1
- n4+1 (n—k+1)(n—k+2)...n
k!
11
n+1(7)
Ainsi :
n 1 1 1
Vie |0, n], lim P(N, =1) = N
1€[0n], lim PN, =1) (i)n+1(?) n+1

Ainsi, N, suit une loi uniforme sur [0, n].

Corrigés des exercices bilans

Exercice 16

1 - Premiéres propriétés

1. Rapidement

=
I

S—

Quwly

*costdt = [sint]2 =1
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2. Pour tout n € N,

™ ™

Wy — W, = /2 (cost)™ 1 dt — /2 (cost)™dt
0 0
= /2 ((cost)™™ — (cost)™) dt par linéarité
0
= /2 (cost)™ (cost —1)dt
0

Or, sur [0, g], cost >0 et cost —1 < 0. Ainsi, t — (cost)"™(cost — 1) < 0 sur [0, g] Puisque
0< g, par positivité de 'intégrale

™
2

Wy — W, = / (cost)™ (cost —1)dt < 0.
0

Ainsi, la suite (W,,) est décroissante.
3. Pour tout t € [0, g], la fonction ¢ > (cost))™ est continue, positive et non identiquement
nulle. Par positivité de 'intégrale et continuité

VneN, W, >0.

4. Posons u = = —t, cest-a-dire t = = —u. Sit=0,u=~etsit= =, u=0.
2 2 2 2

La fonction u — g — u est de classe €' sur [0, g] De plus, dt = —du. Par changement de

variable :
W, |= /ﬂo (cos (g —u))n (—du)

2

= /2 (sinw)" du.
0

2 - Valeurs de W,

™

1. Soit n € N. Par définition, W,, o = /2 (cost)™+2 dt.
0

Posons u : t  (cost)"*! et v : t — sint. u et v sont de classe C! sur [0, g] Remarquons que
(cost)"™2 = u(t)v'(t), et u’ : t — —(n + 1) sint(cost)™. Par intégration par parties

= (3
W, 1o = [(cost)" L sin t]02 — / —(n+1)sint(cost)" sintdt
0

=0+ (n+1) /2 (cost)™(sint)?dt
0

=(n+1) /5(cost)” (1 —(cost)?)dt

=(n+1) /2 (cost)"dt — (n+1) /2 (cost)"2dt = (n+ )W, — (n+ L)W, 5
0 0

Ainsi,

VneN, (n+2)W, o= n+1W,.
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2. Premiére méthode : produit télescopique. On remarque que, par télescopage :

W. Woin_ w.

Wy, = 2 27l X =2 x W,
Womn-1)  Wam—2) W
2n—1 2n-—3 1 =

X X ...
2n 2n —2 2 2
2n—1)x2n—3)x..x17

2nn! 2
@)l 7
C(2nn))2 2]
Deuzxiéme méthode : récurrence.
. s o 2n)! w
Soit P la proposition définie pour tout n € N par P, : « Wy, = ———— ».
(27n!)2 2

(2><0)! Ky _ 1 o . . o,
200022 3 W,y. Ainsi, P, est vérifiée.
e Supposons la proposition P, vérifiée pour un certain entier n fixé. En utilisant la relation de

la premiere question :

e Pour n =0,

2n+1
Wons1) = Wapgo = g2 Von
2n+1 (2n)!

= IEESIICE ')Qg par hypothese de récurrence
n n!

(2n+2)2n+1) (2
22(n+1)2  (2™n
2

n)!
!

)2

oS

B (2n +2)!

T 22(n 4 1)2(27n!)2
et P, est donc vérifiée.
D’apres le principe de récurrence, P,, est vraie pour tout n, et finalement

2n+2)! =«
(271 (n+1))2 2

VneN, Wy, = ———

3. Notons, pour tout entier n, u,, = (n+ 1)W, 1 W,. On remarque, en utilisant la relation de
la question 1 :

’Z,Ln+1 = (n + 2)Wn+2 Wn+1 = ('n —+ 1)Wan+1 = Uy, -
(W,

La suite (u,,) est donc constante, égale a uy = WyW; = g Ainsi,

3

VneN, (n+ )W, W, =—.

[\

m
4. Soit n € N. En utilisant la relation précédente, (2n + 1)W,,, W, = 5 et donc

W om 1 @M | (2m))?
T 220+ )Wy, 2n+1)(20)! | 204+ 1)

Equivalent de (W,,)

1. En utilisant la relation de la question 1 de la partie précédente,
Wy n+l
W,  n+2 nstoo

Ainsi, W,,,o ~ W,,.
+o00
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2. Soit n € N. La suite (W,,) est décroissante. Ainsi
Wn+2 < Wn+1 < Wn

soit, en divisant par W,, > 0 :
Wn+2 < Wn+1 <

— <1
X X
W W,
puis, en utilisant toujours la méme relation
n+1 W,
< =<,
n+2 W,

. n+1 , . \%%
Puisque — —— 1, par encadrement, on en déduit que —=* —— 1 et finalement
n+2 n—oo n  Nn—+oo

Wn ~ n+1-
+oo

3. Rappelons que, pour tout n, (n+ 1)W, W, = g Puisque
n+l ~n e W,y ~ W,
+00

+o0o

par produit des équivalents
(n + 1)Wn+1Wn +N n (Wn)2

et puisque (n + L)W, W, = g, on obtient finalement
2 T 2 m
~  — ‘t ~N —
(W)~ Zsoit (W) 1y o

Par exponentiation :

™
W, ~ /—.

+o0 o2n

[T
Ainsi, puisque o — 0, on en déduit que
n

n—-+0oo

W, —— 0.
n—-+oo
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