Chapitre

Limites de fonctions

Résumé
@N étend dans ce chapitre la notion de limite de suite au cas plus général des limites de

fonctions. Cela permettra de commencer les études de fonctions, en étudiant le comportement
afsymptotique de celles-ci.
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@ Connaitre la définition des limites :

e Connaitre les limites usuelles et les croissances comparées ........................ O
e Savoir utiliser les théoremes d’addition, multiplication, quotient de limites........ O
e Savoir calculer la limite d'une composée de fonction .............................. O
¢ Reconnaitre les limites liées au taux d’accroissement.................. ... ... ..., O

@ Savoir lever les indéterminations classiques :

e polynémes et fractions rationnelles ........ ... ... O
o fonctions avec des radicaux..........i i O
o les cas “00/00” 0w “O/07 .. |

® Savoir appliquer les théoremes d’existence de limites (théoréme d’encadrement, de compa-
0 T ¥ ) P |

@ Savoir déterminer le comportement asymptotique d’une fonction (limites, asymptotes) . O
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l. Quelques définitions

Avant de commencer ce chapitre, nous allons introduire deux objets que 1’on utilisera naturelle-
ment : la notion de voisinage, et de restriction d’une fonction.

1. Voisinage

Définition 12.1. Voisinage

Soit a un élément de R U {—o0; +00}. On dit que I est un voisinage de a dans R si :
o CasaeR:ilexistee >0 tel que Ja—¢,a+¢e[C L
o Cas a =400 : il existe A € R tel que |A, +oo[ C 1.
o Cas a=—o0: il existe A € R tel que |—o0, A[ C L.

Ainsi, un voisinage de a est un domaine qui contient un intervalle ouvert autour de a.

Exemple 12.1

Notons I = |1, 2]. Alors I est un voisinage de 1,5 et 1,25. En revanche, il n’est pas un
voisinage de 3, ni de 2.

Solution

Eneffet, ]1,25; 1,75[ C Tet]1,1; 1,35 C I. En revanche, quel que soit ¢ > 0,]3 — ¢, 3+ €[N
I = @ donc il ne peut pas étre un voisinage de 3. De méme, |2 —¢, 24+¢[N] = ]2 —¢, 2]
et donc |2 —¢e,2+¢[ ¢ I

Remarque

Par abus de langage, dans la suite du cours, lorsqu’on dit qu’une propriété est vraie « au
voisinage de a », cela signifiera qu’elle est vraie sur un intervalle qui est un voisinage de a.

2. Restriction

Définition 12.2. Restiction

Soit f : E — F une fonction et A C E. On appelle restriction de f a A la fonction, notée
f] 4, définie par :

f|A:A—>F

Exemple 12.2
Soit f: R — R définie par f(z) = 22 — 1. La restriction de fa R* est la fonction :

flp- ' RT — R

rr— a2 —1

Remarque

Restreindre une fonction permet de ne ’étudier que sur un sous-ensemble de son domaine
de définition (par exemple, parce qu’elle est paire ou impaire).
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Il. Limites a I'infini

1. Limites nulles
Définition 12.3.

Si, pour tout € > 0 (aussi petit qu’on veut), la fonction f est comprise entre —e et +e
(c’est-a-~dire |f(x)| < ) lorsque x est suffisamment grand , on dit que f a pour limite 0
quand x tend vers +oco. On note

ml_lgloo f(z)=0 ou Eg.}f =0 ouencore f(x) m 0

Remarque

Mathématiquement, on écrit donc

Vex>0,3M,Vaz,o>M=|f(x)]<e

Remarque
On définit de méme lim f(z)=0:

T——00

Vex>0,3M,V z,o<M=|f(x) <e.

Exemple 12.3

lim — =0
r—+00 I

2. Limites finies : / € R
Définition 12.4.

Soit £ € R. On dit qu’une fonction f a pour limite ¢ quand z tend vers +o0o (ou —o0) si
f(x) — ¢ tend vers 0 quand z tend vers +oo (ou —o0).
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Remarque
Mathématiquement, on écrit donc

Ve>0, dM,Vax>M=|flr)—{ <e

@ REFERENCE HISTORIQUE @

Cette définition rigoureuse est due a Karl Weierstrass, considéré comme le « peére de I’analyse
moderne », méme si Bernard Bolzano avait déja défini la notion de limite, certes de maniére moins
rigoureuse..

Exemple 12.4
1
lim 24+ —-—=2

T—+00 €

Définition 12.5. Asymptote horizontale

Soit f une fonction telle que lir}ra f(z) =1 (ou £ € R). Alors, la droite d’équation y = ¢
T—+00

est appelée asymptote horizontale a la courbe de f au voisinage de +o0o (méme chose en

—00).

A. Crouzet 5 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 12 — Limites de fonctions Maths. approfondies

On dispose ici d’une asymptote horizontale d’équation y = .

Remarque
Pour étudier la position de la courbe de f par rapport a I'asymptote y = ¢, on étudie le
signe de f(z) — /.

e Si f(x) —¥¢ >0, la courbe est au-dessus de son asymptote.

e Si f(z) — ¢ <0, la courbe est en dessous de son asymptote.

3. Limites infinies

Définition 12.6.

Si, pour tout nombre A (aussi grand qu’on veut), f(x) est toujours supérieur ou égal & A
des que z est suffisamment grand, on dit que f a pour limite +o0o quand x tend vers +oo.

On note

IETW f(z) =400 ou Egglf = 400 ou encore f(z) — Hoo

Remarque
Mathématiquement, on écrit donc

VA>0,IM, Vz,x>M= flz)>A

Remarque

On définit de méme lim f(x) =400, lim f(x) =—ocoet lim f(x)=—o0
T——00 T—+00 T——00

I1l. Limitesen a € R

Ici, on s’intéresse au comportement d’une fonction f quand x tend vers a € R.

1. Limite réelle en un point
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Définition 12.7.

Soient x, et ¢ deux réels.
Si f(x) est aussi proche que 'on veut de ¢ deés lors que = est proche de xg, on dit que f a
pour limite ¢ quand z tend vers xy. On note

lim f(x)=¢ ou limf=~¢ ouencore f(z)——/
T g T—Tg

Remarque
Mathématiquement, on écrit donc

Vex>0,3a>0,V ajz—z<a=|fz)—{ <e

Proposition 12.1.

Il y a unicité de la limite. On peut donc bien parler de la limite en z.

Démonstration

Supposons que f admette deux limites £ et £’ en x et on suppose, par 'absurde, que £ # ¢’.
=4
4
|t —zg| <a = |f(z) =4 <e et |[x—z9l < = |f(zx)—V]|<e.

On pose alors € = > 0. Il existe a > 0 et o’ > 0 tels que, pour tout = € I,

On prend y € I tel que |y — yol < min(«, a’). Nous avons alors

[E=l]=1(t—fy) + (fly) =)
SE=fl+ 10— fy)l <2
Ainsi, [0 — V| < % : C’est absurde.

Exemple 12.5

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2z + 1. Soit xy = 2. Montrer que, quand x tend
vers zg, f(x) va tendre vers 5 = f(2).

A. Crouzet 7 ©@®®
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Solution
On peut le démontrer rigoureusement :

f(z)—5| =20 +1—5| = |20 — 4] = 2|z — 2|

Soit € > 0 fixé. Alors |f(x) — 5| <e 2z —-2|<ece|r—2|< % On pose alors a = g

2. Limite infinie en un point

Définition 12.8.

Soit zy un réel.
Si f(x) est aussi grand que l'on veut dés lors que z est proche de z, on dit que f a pour
limite +o0 quand x tend vers zy. On note

lim f(x) =400 ou limf=-+oo ouencore f(zr)—— 400
=T To T—Tq

Remarque
Mathématiquement, on écrit donc

VA>0, 3a>0,V 2 |jz—z <a= flz)> A

Remarque
Il y a unicité de la limite. On peut donc bien parler de la limite en x.
On définit également lim f(x) = —oo de la méme maniére.
T—xg
Remarque

Les définitions données sont correctes, que x, soit dans le domaine de définition de f ou
non. Dans ce dernier cas, on excluera la valeur x; par exemple, f : I — R tend vers ¢ en
xo ¢ I si

Ve>0,da>0,Veel, zeln(oyg—a, xo[U]zg, 29 +a]) = |f(x)—4] <e.

3. Limite a gauche et a droite

A. Crouzet 8 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 12 — Limites de fonctions Maths. approfondies

Définition 12.9.

Soit xy un réel.

e Si on s’intéresse a la limite en xy de f, en imposant z < x,, on parle de la limite a

gauche en z), et on note xllg:la f(z) ou xhﬁrgjlo f(x).
x<wmg

e Si on s’intéresse a la limite en x; de f, en imposant > x, on parle de la limite a
droite en z(, et on note lim f(z) ou lim f(z).
+ T—Tq

T—Tq g
0

Mathématiquement, f admet ¢ pour limite & gauche en z si

Ve>0,3da>0,Vaoel xelry—90,zy = |f(z)—{ <e.

Remarque

Une fonction peut avoir des limites a gauche et & droite en x différentes! Par exemple

lim — = —oc0et lim — =400
z—0~ z—0t T

Proposition 12.2.

Soit f une fonction et zy un réel. Alors f admet une limite en x si et seulement si f admet
des limites a gauche et a droite en x( et que ces limites sont les mémes.
Dans ce cas,

lim f(x) = xligl* flz) = lim f(z)

T—=To T

Démonstration

Si f admet une limite en z(, par définition elle admet également une limite a droite et a
gauche qui sont égales a la limite.

Réciproquement, on suppose que f admet des limites a droite et a gauche en x( égales a £.
Soit € > 0. Il existe donc ag > 0 et o, > 0 tels que, pour tout x € I :

z € |mg—a,, x| = |f(@) =4 <e et z€]zy, 3o+ ay = [f(z) - <e.
En prenant o = min(ay, @), on a, pour tout z € I :
x € |zg —a, 2o[U]zg, o +af = |f(z) - <e

et donc f(z) —— /.

T

Exemple 12.6

Ainsi, la fonction inverse n’admet pas de limite en 0, puisque ses limites a droite et a gauche
en 0 sont différentes.

g : Meéthode
: On est souvent amené a étudier des limites a droite et a gauche lorsque la fonction est définie
I de deux manieres différentes selon les intervalles.
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Exemple 12.7
Etudier la limite en 0 de la fonction f définie sur R par

f($):{ lsiz>0

eTsiz <O

Solution
On remarque que :
li =lim 1=1= f(0
© S = lip, 1)
o lim f(x)= lime* =e’=1
z—0~ z—0~
Puisque les limites a droite et a gauche sont égales, on en déduit que f admet une limite en
0, et liH(l] f(z)=1.
Tr—r

Définition 12.10. Asymptote verticale

Si lim  f(z) =400 (ou —o0), on dit que la droite d’équation = = a est une asymp-
z—at(ou a”)
tote verticale a la courbe de f.

IV. Théorémes d’existence et de comparaison

1. Fonctions monotones

Les fonctions monotones possedent des propriétés intéressantes concernant les limites :

Théoréme 12.3.

Soit f une fonction monotone sur un segment [a, b]. Alors f admet des limites a gauche et
a droite en tout point.

Théoréme 12.4.

Soit f une fonction monotone sur I = |a, bl.
e Si fest croissante et majorée sur I, alors f admet une limite finie en ™.
e Si fest croissante et minorée sur I, alors f admet une limite finie en a™.
e Si f est décroissante et minorée sur I, alors f admet une limite finie en ™. [‘j
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e Si f est décroissante et majorée sur I, alors f admet une limite finie en a*.

Remarque

Si f est croissante sur I = ]a, b] mais non majorée sur I, alors f admet une limite en b~ qui
vaut +oo.

De maniére générale, une fonction monotone sur Ja, b[ admet toujours des limites en a™ et
en b, finie ou infinie.

2. Limites et inégalités

Théoréme 12.5.

Soit I un intervalle et xy € I. Soient f et g deux fonctions définies sur I, sauf éventuellement
en x(, mais possédant une limite en x,. Alors, si pour tout x de I\{zy}, f(z) > g(z), on a

ey
25, o) > Jip o)

En particulier, si f(x) > 0 pour tout x # z( alors lim f(x) > 0.

=T

Attention

Le passage a la limite ne conserve pas les inégalités strictes. Si f(x) > g(z) pour tout z # x

alors lim f(z) > lim g(z). Par exemple, pour tout z, 1 + 1> 1mais lim 14->1.
T—xT( T—T( €z T—+00 x

3. Théoréme d'encadrement

Théoréme 12.6. Théoréme d’encadrement ou théoréme « des gen-

Soit I un ﬁll%grr%fla?ﬁe»et xg € I. Soient f, g, h trois fonctions définies sur I sauf éventuellement
en xy. Si, pour tout z de I\{zo}, on a f(x) < g(x) < h(x) et si fet h ont la méme limite ¢
en xy, alors la limite de g en z( existe, et

lim g(x) =/¢

T—T(

Démonstration

Admis. Idée de démonstration dans le chapitre sur les suites.

Exemple 12.8

Soit g la fonction définie sur |0, +oo] par g(z) = m Montrer que lim g(z)=1.
x

r—+00

Solution

On a, pour tout x de |0, +oo[, z — 1 < [z] < «, donc, en divisant par z > 0,

rz—1 T
<gr) < —-=1
x T
. x—1 : 1 -
Puisque lim = lim 1 =1, on en déduit donc, par encadrement, que la limite de
T—+00 €T T—+00

A. Crouzet 11 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 12 — Limites de fonctions Maths. approfondies

g en 400 existe, et
o]
lim — =1
r—+00 I

Théoréme 12.7. Conséquence du théoréme d’encadrement

Soit I un intervalle, x, € I et £ un réel. Soient f et g deux fonctions définies sur I sauf
éventuellement en xg. Si, pour tout réel © € I\{zg} ona |f(z) —¢] < g(z) et si lim g(z) =0
T—Tg

alors lim f(z) =¢.
T

Démonstration

C’est une conséquence directe du théoreme d’encadrement, puisque |f(z) — ¢] < g(x) est
équivalent a f—g(z) < f(x) < £+g(z). Il suffit alors d’appliquer le théoréme d’encadrement.

Remarque
On en déduit que si f tend vers 0 en z, |f| également. En effet, pour tout x € I :

—f(x) <|f(2)] < flz)

et on procéde par encadrement.

Proposition 12.8.

Soient I un intervalle de R, xy un réel (ou linfini), et f et g deux fonctions définies sur
I. Si f est bornée sur I (ou sur un voisinage de ;) et si g a pour limite 0 en xz,, alors

f(@)g(z) —— 0.

Démonstration

f étant bornée, il existe M tel que, pour tout x € I (ou sur un voisinage de x, ce qui sera
suffisant), on a
|f@)| <M

et donc
|f(x)g(z)| < M|g(z)|.

Cette derniere limite, par hypothese, tend vers 0, et donc fg également.

4. Comparaison a l'infini

Théoréme 12.9. Théoréme de comparaison
Soient f et g deux fonctions définies sur I = Ja, +oo[ (avec a € R). Si pour tout x de I :
. > i 1l = i = i
f(x) > g(z) et si ﬂEl_l}gloog(sc) +oo alors Il_l)IJPOO f(z) =400

o f(x) <g(z) et si ml_l}gloog(:v) = —oo alors zl_l)gloo f(z) = —c0.

Démonstration

Soit M un réel. Par définition, a partir d’un certain réel b, on a g(z) > M. Or f(z) > g(x),
donc f(x) > M pour tout x > b : par définition, 1113 f(x) = +o0.
rT—r+00
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Exemple 12.9

o _[z]+1
Déterminer lim .
T—+00 \/E

Solution

Pour tout réel x, on a [z] < < [z] + 1. Ainsi, pour tout réel > 0 (puisque v/z > 0) on a
s [x] +1

NVCENNG

soit
[x] +1

Vi <

Puisque lim +/x = +o00, par comparaison,
r—+00

5. Asymptote oblique

Définition 12.11. Asymptote oblique

Soit € la courbe représentative d’une fonction f dans un repere donné. Soit (d) une droite
d’équation y = ax + b (a # 0). On dit que la droite (d) est une asymptote oblique a €
au voisinage de +oo si

lim [f(z) — (ax +b)] =0

T—+00

Exemple 12.10
. o z? +1
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) =

est asymptote oblique a la courbe de f au voisinage de 400 et de —oo.

. Montrer que la droite d’équation y = x

Solution
En effet, pour tout réel z € R*,

2
e +1 1
fla)—a = —z==
x x
Or lim — = lim — = 0. Ainsi la droite d’équation y = = est bien asymptote oblique a

T——00 I r—+00 I
la courbe de f au voisinage de +00 et —o0

V. Opérations sur les limites et limites usuelles

Avant de donner les résultats sur les opérations, on donne une définition de tendre vers 0" et
0™ :

Définition 12.12.

Soient f: I — Ret zy € R.
e On dit que f admet 0" pour limite en z, et on note f(z) —— 07, si f admet 0 pour
T—Tg

limite en z, et est strictement positive sur un voisinage de x. ]
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e On dit que fadmet 0~ pour limite en z(, et on note f(x) —— 07, si f admet 0 pour
T

limite en z, et est strictement négative sur un voisinage de x.

1.

Opérations sur les limites

On suppose connues les limites de deux fonctions f et g.

a.

b.

C.

Limitede f +g¢

Exemple 12.11

Solution
En effet, lim x = lim & = +oo. Par somme, lim (x+ v/x) = +o0.

limg / lim f l +o00 | —0
v C+ 0 | 400 | —0

400 400 | +oo | IND
—00 —oo | IND | —o0

lim (z +vz) = 400

r—+00

r—+00 T—+00 r—+00
Limite de f x g
limg / lim f L#+0 +00 —00
#0 I signe(¢").oco | -signe(¢’).oco
+o0 signe(?).oo +00 —00
—00 -signe(?).0c0 —00 +oo
Remarque

Si ¢ =0 (et/ou ¢’ =0), seul le résultat lim(fg) = £.¢’ = 0 est déterminé. Toutes les autres
limites (du type « 0 x oo ») sont indéterminées.

Exemple 12.12

o lim (zvx) =400

r—+00

Solution

En effet, lim z = lim /& = +oo. Par produit,

Tr—+00

De méme, lim 3z =0 et
z—0

Limite de I
g

A. Crouzet

e lim
z—0

3ze® =0

lim (zvz) = +o0.
T—+00 T—~+00
lim e* = ¢® = 1. Par produit, lim 3ze® = 0.
z—0 z—0
limg /limf | ¢ +00 —00
U #0 % signe(¢").oco | -signe(¢’).oco
+00 0 IND IND
—00 0 IND IND
14
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Si limg = 0, il faut tout d’abord préciser si limg = 0% (g tend vers 0 en restant positif) ou si
limg =07, et on applique :

limg /limf| O L+0 +o00 | —00
0* IND | signe({).00 | 400 | —c0
0~ IND | -signe(£).co | —oo | +00
Exemple 12.13
1 2
14 - e+ 1
(] lim L = 0 ¢ wlirél+ T = +o0
T—+00 x
Solution
1 1+ -
En effet, lim 1+ — =1 par somme, et lim +/z = +oco. Par quotient, lim L =0.
T—+00 T T—+00 T—+00 \/E
22 +1
De méme, lim z? + 1 =1 par somme et lim z = 0*. Par quotient, lim = +00.
20+ z—0t z—0* T

I'ss Ezxercice 1.

2. Limite d'une fonction composée

Théoréme 12.10.

Soient f, g, h trois fonctions telles que f = goh sur un intervalle I. Soient a, b, c des éléments
de RU {+00; —00}.
Si lim h(x) = b et lim g(z) = ¢, alors

T—a x—b

liin flx)=c

Démonstration

Admis.

Méthode
Pour déterminer la limite d’une fonction composée f(z) = g(h(z)) en z :
e On pose X = h(z).
e On détermine la limite b de X en z.
e On détermine la limite ¢ de g en b, et on conclut : la limite de f en x, vaut c.

Exemple 12.14

Déterminer lim Vz2—z + 1.

T—+400

Solution
e Onpose X =22—2+1.0na

Iim X =+

r—+00
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e Ona
lim \/y:—&—oo

X =400
Par composée, on a donc

lim vVa?2—z+1=+c0
T—+400

Exercice 12.15

Montrer que lim ——— = +4o00.

m_)(1>* V3r—1

3

Solution
Posons X = 3z — 1. Alors :
e Ona lim 3z—1=0".
1 +
e De pl li —_— = tient.
e plus, XE)%+ +00 par quotien

VX

Par composée,

I’ FEzercice 77.

3. Limites usuelles
a. Limites classiques

On dispose d’un ensemble de limites usuelles.

Proposition 12.11. Fonctions usuelles

1 1
Pour tout entier n € N*, lim z" =400 et lim — = lim — =0
T—+400 z—+oo g z——o0 "

Pour tout entier n € N*, lim z™ = 400 si n est pair, — oo sinon.
r——00

lim vz = lim In(z)= lim e® = +oc0

r—+00 T—+00 r—+00
limIn(z) = —oco, lim e*=0
z—0 T——00

lim e * = 400, lim e* =0
T——00 T—+00

lim [z] =400  lim [z] = —o0
T—+00 T——00

lim |z| = lim |z| =400
T—+00 T——00
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CPGE ECG

Chapitre 12 — Limites de fonctions

Maths. approfondies

Proposition 12.12. Fonctions puissances

Pour tout o > 0,
Pour tout o <0,
Pour tout a > 1,

Pour tout a tel que 0 <a <1

lim z% =400
Tr—+00

lim z¢=0
T—+00

lim a®* = 400
T—400

lim a* =0 et

r—+00

et

et

et

limz® =0
x—0
lim 2% = +0c0
x—0
lim a* =0
r——00
lim a®* = +0
Tr——00

b. Croissances comparées

Théoréeme 12.13. Croissances comparées

Pour tout a >0, p>0et g >1:

X o

* e x
lim — = +o0, lim — =+o00 et lim —— =+
T—+00 L% T—+00 LY T—+00 lnp(x)
Conséquence 12.14.
Par passage a l'inverse,
x® In”(z
Iim — =0 et lim (z) =

r—400 e r—4o00 g%

Théoréme 12.15. Conséquence des croissances comparées

Pour tout a > 0,

lim z%In(x) =0
z—0*

A. Crouzet

Démonstration

1 . . . In(X) R .
Posons X = =. Alors lim X = +oo et lim z%In(z) = lim — =0 d’apres ce qui

. z z—07* z—07t X—+o00 X
précede.
Théoréme 12.16.
Pour tout n € N, on a
lim z"e* =0
T—r—00

Démonstration
Se démontre de la méme manieére que précédemment (en posant X = —x).
Meéthode

Pour utiliser les croissances comparées, il faut souvent faire un changement de variable pour

s’y ramener.

Exemple 12.16
eQz

Déterminer lim —
T—+00 1;3

17
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CPGE ECG Chapitre 12 — Limites de fonctions Maths. approfondies

Solution
On pose X = 2x. Alors
eQw eX 5 X
lim X =4occet lim — = lim = lim 2°— = 400 par croissance compareée.
x—+00 T x—+00 x3 X—400 (X/2)3 X—4o00 X3 + P P

I'= FEzercice 3.

4. Autres limites

Théoréme 12.17. Taux d’accroissement

On dispose des limites suivantes :

-1 In(1 1 : 1
lim ¢ =1, lim n(——i_x) =1, lim n<x) -1 Sln<x> —1 et 1 COS<Z')
z—0 T z—0 T z1lop—1 20 T 250 —x
Démonstration

Nous verrons la démonstration de ces limites dans le chapitre dédié a la Dérivation.

Exemple 12.17
In(1+ x)

Déterminer lim 3 )

z—0*t T

Solution

On remarque que, pour tout réel x > 0 :
In(l+z) In(l+z) 1
2

= X

3 T x
Or In(1 1
n(l+x
lim ¥:1 et lim — =+o0
r—0t xT z—0t T
Par produit,
o In(1+2)
lim = 400
x—0t 1‘3

5. Quelques indéterminations classiques
a. Polynémes et fractions rationnelles

Meéthode (Régle du plus haut degré)
En +o00 ou en —o0, il y a une méthode classique dite du terme du plus haut degré.
o Sif:xtsa,z™ + a, 13" 1 + - + ag est un polynoéme, alors lim f(x) = lim a,z".
r——+00 x—+00
ApT™ + ap_ 12"+t ag
bpak + bkl + b

e Sig:xt> est une fraction rationnelle, alors

n
anx

I = BB G
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Exemple 12.18

z?+1 . . . .
R, Déterminer xEEloo f(zx) et Igr_noog(:v)

Soient f: 2+ 223 —322+6x—1let g: 2>

Solution

D’apres la regle du terme du plus haut degré,

lim f(z)= lim 223 = +oco

r—+00 T—+00
De méme,
. _a? 11
lim g(z) = lim — = lim - =—
T——00 T——00 21 z——00 2 2
Attention

Cette méthode ne s’applique qu’aux limites en +o0o et —oo.

Racines

Méthode (Quantité conjuguée)
Lorsqu’une fonction contient des radicaux, on utilise la quantité conjuguée.

Exemple 12.19
Soit f: x> Va2 + 1 —x. Déterminer lim f(x).

T—+00

Solution

On constate que la limite en 400 de f est indéterminée. Alors, pour tout réel z, on a

V2 +1+zx 1
f@) = e =) e e~ Vs i 4 e

et donc, par composée et quotient,

lim f(z)=0

T—+00

o) 0
«—»ou«—»
o) 0

Méthode
oo 0 , , .

Dans les cas « — » ou « 5 % On comumence par mettre au numérateur et au dénominateur
o0

le terme prépondérant (en utilisant les croissances comparées).

Exemple 12.20
. e+l :
Soit f: x> ——. Déterminer lim f(x).
e —1 z—+00

Solution
Alors

A. Crouzet 19 ©@®®
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Or )
x L+-
lim — = 0 (croissance comparée) et  lim “— =1 par quotient
z—+00 T z—+o0 | —e 7
Par produit lim f(x)=0.

r—+00

I's Ezxercice 2.

VI. Négligeabilité et équivalence

Nous allons introduire les concepts déja vus avec les suites de négligeabilité et équivalence, afin
de simplifier certaines limites. Nous reviendrons plus en détail sur ces notions dans un chapitre
ultérieur.

Dans toute cette partie, x désignera ou bien un nombre réel, ou bien +00, ou bien —oo.

1. Négligeabilité

Définition 12.13. Cas des fonctions

Soient f et g définies au voisinage de z, avec g ne s’annulant pas au voisinage de x. Alors,
on dit que f est négligeable devant g au voisinage de z, et on note f = o, (g), si

. f@)
lim —= =0
z—Tg g(q;)

f = 0,,(g9) peut se noter également f(x) = o, (g(x)) ou encore f(x) = o(g(x)) et se lit « f

To
est un petit o de g au voisinage de x( ».

Exemple 12.21

Par exemple, z = o(z?) puisque
+00

lim —= lim —=0
r—+00 I r—+00 I

Exercice 12.22
Montrer que sin(z) =0 (V)

Solution

En effet, pour tout x > 0 :

sin(x) _ sin(x)\/x
NN

sin(x
_
T
Puisque ) et vV —— 0, par produit
T z—0 z—0
sin(x
lim (z) =0

z—0 \/E
et donc sin(z) =0 (V).

On dispose d'un ensemble de négligeabilités usuelles, qui découlent des limites vues ou des
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méthodes usuelles vues précédemment.

Théoréme 12.18. Négligeabilités usuelles — fonctions

Soient « et § deux réels strictement positifs. On a
e Sia< S, ona

a B B8 — o
T +Ooo(m) et Oo(x)

e Sia<p,
(In(z))* = o((n(@))?) et |In(z)|* =o(|In(z)|).

e Si0<p<gq,alors p® = o(¢”).
+oo

foo

Théoréme 12.19. Croissances comparées — fonctions

Soient « et § deux réels strictement positifs.
e Sig>1,o0na

o xT
x +—OOO(Q>

et en particulier x® = o(e”).
+o00

e Sig>1 alors

e On a
(In(@))" = 0,0 (2%) et [In(@)|" =0 (i)

e Si0<g<1,alors

2. Equivalence

Définition 12.14. Equivalence de fonctions

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de xy. On dit que f est équivalente a g
en x, si, au voisinage de z, on a

f—g;dm

ce qu’on note f ~g. Ainsi, puisque g ne s’annule pas au voisinage de x, on a
0

f~g sietseulementsi lim — =1
To

Remarque

Il y a bien équivalence entre les deux définitions. En effet, puisque g ne s’annule pas au
voisinage de x
f(@) —g(=) f(@)

f—g=o0(g) < y 0= —= —— 1.
xq g(x) z—Tg g(x) z=—zo
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Exemple 12.23

On a les équivalents suivants :

sin(z) s et 22—a3 ~ —a3.

+o0
En effet
sin(x) x? — 23 1
— 1 et ——=——-+1——1
X z—0 —X €T T—+00

On dispose également d’équivalences usuelles, qui permet de déterminer efficacement des limites.
Leurs démonstrations seront vues ultérieurement.

Théoréme 12.20. Polyndmes et puissances
Soient « et 3 deux réels tels que 0 < a < 3. Alors
(%4 2P) ~ 2P et (2% +2P) ~ 2
+o00 0
De plus, si a et § sont des entiers, alors

(x® +2P) ~ 2P
—oo

Ainsi, si p < g et si (ay, ..., a,) sont des réels tels que a, # 0 et a, # 0, alors
L ay, Ay
E agxh ~ a,x, g apxk ~apx?, et — ~ —=.
+o0o 0 pr— xk +oo P

Enfin, des équivalences qui découlent des limites de taux d’accroissement :

Théoréme 12.21. Equivalences usuelles

On dispose des équivalents suivants :

o In(l+2)~uz, « sin(z) >z,

e " —1 el . tan(x)?;x,

. . * a1 x?
SiaeR* (1+2) 100455, o cos(z) — 1~ —T.

VIl. Caractérisation séquentielle

Connaitre la limite d’une fonction peut permettre, dans certains cas, de déterminer la limite
d’une suite.

Théoreme 12.22. Caractérisation séquentielle de la limite

Soit I un intervalle, f : I — R une fonction, et (u,,) une suite. On suppose que (u,,) converge
vers £ € I ou & une extrémité de I, et que lim f(z) = a. Alors

lim f( n) =a

n—+oo

Exemple 12.24

Soit f : x + /7 et u la suite définie pour tout n par u, = 1+ < Puisque u,, —— 1 et
n+1 n—-+oo
que lim f(z) =1, alors
z—1

lim 1+
n—-+o0o n+1
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Exercice 12.25

Déterminer, de la méme maniere,

lim In (

n—+0oo

=)
n? 41

Solution

On pose f: x  In(x) et pour tout n, u, = - o On a rapidement

n2+
n

Uy ~ — —— 0
n2 n—4oo

et lir% In(z) = —oo. On en déduit donc que
Tr—r

lim ln< r ):—oo
n—+oo n2+1

VIIl. Etude des limites d’'une fonction

1. 1lere étape : limites

Lorsqu’on se donne une fonction, on commencera toujours par déterminer ses limites au borne
de l'intervalle de définition :
e Si fest définie sur R, on déterminera lim fet lim f.
T—+00 r——00
o Si fest définie sur | — oo; a[U]a; +00], il faut déterminer 4 limites : en +00, —oo, a™ et a™.
On notera directement les asymptotes horizontales (limite finie en +00 ou —o0) et les asymptotes
verticales (limite infinie en a* ou a™).

2. 2éme étape : branches infinies

Si les limites en +o00o et/ou —oo sont infinies, on cherche une éventuelle asymptote oblique. Pour
cela on détermine
f(x)

lim —=

r—+00 I

e Si cette limite est nulle, on dit que la courbe de f possede une branche parabolique de
direction I’axe des abscisses en +oo.

A

L’exemple classique est la fonction logarithme népérien.
e Si cette limite est infinie, on dit que la courbe de f posséde une branche parabolique
de direction I’axe des ordonnées en +oc.
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L’exemple classique est la fonction exponentielle.
e Si cette limite est un nombre réel a, on dit que la courbe de f admet une direction asymp-
totique d’équation y = az. Il reste alors a calculer Il_l}gloo( f(z) —ax) .
o Si cette limite est un réel b, la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique
a la courbe de f en 4o0.

A

o Si cette limite est infinie, on dit que la courbe de f posséde une branche parabolique
de direction la droite d’équation y = azx.

A

/

(bien siir, tout ceci est valable en —oc0.)
I'=  Ezercice 8.
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Exercices

Chapitre 12 — Limites de fonctions

Exercices

Maths. approfondies

Limites simples

Exercice 1
Déterminer les limites suivantes :

) 5 1
1. lim z°+ —
T——00 x

4. lim 22 x (2+2)

T——00

~ 41

T

7. lim
zotoo 2

Exercice 2 Limites de composée
Déterminer les limites suivantes :

1. lim Vz2

T—+00

— X

Exercice 3 Melting pot (30 min.)

Déterminer les limites suivantes :

1. lim z3—322+41

r—+00

223 + 1
4. lim i

-0 2 —1

o3+ 22 +1
7. lim ———
2 x—2
x>2

Exercice 4 Croissances comparées et encadrement

Déterminer les limites suivantes :

e’ —x

1. lim
z—+oo ¥ — ]

o (2%)”
4. lim
z—0+ (533)5

A. Crouzet

Limites de somme, produit, quotient

5. lim

(30 min.)
lim Vz+z
T—400
lim 23 x (1 — —3>
r—+00 €T
|
lim T
T——00 =

lim 22+ 3z —
Xr—r—00

2x +1

lim

1
) T—+00 ,/;134_ _\/E

22 —5x+6
. hm _—
z—2 (2 — x)Q
r<2

(30 min.)

e’ —x

z——00 e — ]

1+ 22

z—0 2%

25

lim 3z° — 2273
r—r—00

1 1
. lim (1——) <2+—
T—r+00 ;c2 :CQ

) 202 —x—1 ‘
lim 5
z—+o0 | —xc+1
. 2+ 1
.o lim —————
z—+oo 202 — 21 + 1
o 2x+1
. lim
x—0 x
x<0
, —2x — 3
o lim ——
x—3 m
xr>3
.’125 T
i (=°)

1
. lim z L—J
rz—07t €T

@®®
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im — z+VT 4V 8. lim In(+/) 9. lim In(v/)

[ wEJroo V41 z—0 x1/4 5400 .Tl/4
vV Lo ztl 12. lim (1 4 z)®)
i 11. 1 :
10. glgli% o _ 1 o0+ 22 In(x) @07

Limites de fonctions

@00 Exercice 5 Fonction (5 min.)
Déterminer la limite en 0 de la fonction f définie par

xln(x) siz >0
v zER, fl2)= { 0 sinon
@00 Exercice 6 Fonctions et partie entiere (10 min.)
1. Montrer que, pour tout réel z,
1

RERITETI

N |

2. Déterminer alors "

Ny e )

_ . sin(x)
000 Exercice 7 Calcul de lim
x—0 x

Soit € le cercle trigonométrique dans un repeére orthonormé et 2 le disque, d’aire 7, dont il est
la frontiére.
Soit A le point de coordonnées (1,0). Soit 6 € 0, g[ On note alors

e By le point du cercle de € tel que (Z)_Z, OBy) = 0.
o Cy le point d’intersection de la droite (OBy) avec la droite d’équation = = 1.
o Dy le secteur angulaire délimité par € et par les deux rayons [OA] et [OBy].

(10 min.)

C
& Co

By

1. Déterminer l'aire du secteur angulaire D,.

2. Calculer 'aire des triangles AOB, et AOC.

3. En remarquant que AOBy C Dy C AOCy, en déduire que
. sin(0)
lim
6—0 0

=1.

Comportement asymptotique
@00 Exercice 8 Fonctions (20 min.)

Déterminer le domaine de définition, les limites aux bornes et le comportement asymptotique
aux bornes des fonctions suivantes :
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froe 2y + 14 g:xi_)em_efm h:le_i i.xHx2+2l‘+2
et +e 7 r  x? ' r—1
Exercice 9 Des branches infinies (20 min.)
Etudier les branches infinies des fonctions suivantes :
—1)3
fixrIn(e” +e7%), g:rax+Voe+1lln(z+1), h:x— %
x

Pour aller plus loin

Exercice 10 La croissance a ses limites (10 min.)

Soit f une fonction croissante sur R, telle que f(n) ——— +oo. Montrer que f(z) —— +00.
n—+oo xr——+00

Donner un contre-exemple lorsque f n’est pas croissante.
Exercice 11  Périodique, mais réguliere (15 min.)

Soit f : R — R une fonction périodique, et admettant une limite finie en 4+00. Que peut-on dire
de f?
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1
Les trois premiere se traitent par somme, les trois suivantes par produit, et enfin les trois dernieres
par quotient.

1. Puisque lim 2? = +oo et lim —» par somme, lim % 4+ — = +oo.
x

T——00 T——00 I T——00
2. De méme, \/r — +00 et par somme, /T + 1 ——— +o0.
xr—+00 xr—+00
3. Enfin, 2> —— —o0 et 273 ——— 0. Par somme, lim 32° — 2273 = —c0.
Tr—r—00 Tr—r—00 r——00
4. Ona lim 2?2 =+occet lim 2+ x = —oo, par produit, lim z?(2+ ) = —oo.
Tr—r—00 rT—>—00 Tr——00

1
5. De méme, 22 —— 22 = +00 et 1 — — —— 1 par somme. Par produit,
T—+00 :1;3 T—+00

1
3 (1 — —3) — +o00.
€T T—+00

6. Enfin, par somme, on a

1 1
lim 1——=1 et lim 2+ — =2
T—+00 X T—+00 x€X
P duit, i 1 ! 2 Ly 2
ar pro 111,1:_1)2100( _F><+F>_ .
1 - +1
7. Par somme, — +1 —— 1. De plus, 22 —— +o00. Par quotient, lim < =0.
T T—+00 r—+00 r—+00 I

8. De méme, —x — 1 —— 40 et L ——— 07. Par quotient,

T——00 T r——00
. —x—1
lim T = —00.
T—>—00 —
x
1 .
9. Enfin, par somme, — — 1 — —1 et 272 + 1 —— 1. Par quotient,
\/5 xr—+00 r—+00

1

L
lim \/5—:
z—4oo 72 4+ 1

Exercice 2
1. Par la régle du terme de plus haut degré,

lim 22—z = lim 22 = 4.
T—+00 Tr—+00

Par composée,
lim Va2 —2x = +oco.

T—+00
2. De méme
22 —Tr+1 ) x? )
lim —— = lim — = lim —=x = +o0.
z——c0 —2x +4 z——00 —2I Tz——00 2
Par composée,
. 22 —Tx+1 ’
lm (— | = +4o0.
z——00 —2x +4
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3. Enfin,

Par composée,

Exercice 3
Pour les polynomes ou fractions rationnelles en 400 ou —oo, on utilise la regle du terme de plus
haut degré Ainsi,

1. lim 23 —322+1= lim 2% = 400 d’apreés la régle du terme de plus haut degré.
xr——+00 xr——+00
2. lim 2z + 1 = —oo donc par quotient lim = 0. Enfin, par la régle du terme de plus
r——00 z——00 21 +
haut degré,
lim 22+ 3z = lim 2% =400
Tr——00 Tr——00
Par somme, lim 22+ 3z — = 400
T——00 2:[} + 1
3. Par la regle du terme de plus haut degré,
2?2 +1 . x? . 1 1
hm—: lim —= lim - = -

z—to0 222 — 2x + 1 z—+o0 212 z—+00 2 2

4. De méme,

22341 23 )
lim 5 = lim — = lim 22 = -
z——oo % —1 z——oo 2 T5—00

5. La limite étant indéterminée, méme en factorisant, on utilise la quantité conjuguée :

1 B 1 VeI VE Vet l+Ve
N PR VY Y-S pre R L

En posant X = x+1, on constate que hm X =+o0et Xhm VX = ~+o00. Ainsi, par composée,
—+00

lim v+ 1= +o00. Par somme, on en dedult donc

Tr—+00

lim = 400

Tr—400 \/IE—F \/_

6. On constate que lim 2x +1=1et lim x = 0~. Par quotient,
z—0~ z—0~

o 2z 41
lim

z—0 €T
<0

7. De méme, hm 322 +2x +1=17et lim x —2 = 0*. Par quotient,

r—2+

o3 +22+1

lim ————— = +00
r—2 r—2

x>2

= —00

8. On constate que lir121 2?2 — 52 + 6 = 0. On a donc une indéterminée du type « % ». Au numé-
T2~

rateur, nous avons un trindéme du second degré dont 2 est donc une racine. Apres factorisation,
on obtient 2% — 5z + 6 = (z — 2)(z — 3). Ainsi,
2> —5z+6 (r—2)(x—3) x—3

2—2)2  (z—22 @ x—2
en utilisant la parité de la fonction carrée. Ainsi, puisque hnél r—3=—1c¢et 11151 r—2=0",
T2~

par quotient

x> —5x+6

lim = 40

z—2 (2 — 1.)2

r<2
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9. On constate que 1im+ —2r—3=-9et 1im+ Va —3 = 0" car la fonction racine est toujours
r—3 z—3

positive. Par quotient,
. —2r—3
im —— = —o0
r—3 T — 3
>3

Exercice 4

Remarque

La méthode du terme de plus haut degré ne s’applique que sur des polynémes ou des frac-
tions rationnelles. Si des fonctions du type exponentielle ou logarithme sont présentes, il faut
utiliser les croissances comparées en factorisant par la fonction qui est la plus importante.

1. On constate que
x

ez_x_ez(l—e%) _1_eI
et —1 ex(l_l) _1_6%

x

Par croissances comparées, lim — = 0 et par quotient, lim — = 0. Par somme et quotient,
x—+o00 ¥ z—+oo ¥

e’ —x
=1

lim
z—+o00 e — 1
2. En —o0, il n’y a pas d’indétermination! lim e* =0 donc par somme, lim e* —zx = 400
T——00 Tr——00

et lim e® —1 = —1. Par quotient,
Tr——00

e’ —x

lim
z——00 e — 1

= —00

3. Quand on a des fonctions puissances, la seule méthode acceptable est de repasser a la notation

exponentielle.
<x5)z e® In(z5) e5z In(x) &bz In(z)

= = = = e

— — 5z(In(z)—In(5))
(5ZE)5 e51n(5%) o5 ln(e” ")) ez 1n(5)

On peut également utiliser les propriétés des fonctions puissances, dans le cas ou x > 0 :
S5\x bx bx
(z°)" 2 <E) _ oBolln(@)—In(5))
(51:)5 55z 5
On pose X = 5z(In(x) — In(5)).
o En 0% : puisque X = 5zln(z) — 521n(5), 11:(61 X =0 par somme et croissance comparée.
z—0*

Puisque lim eX = 1, par composée
X—=0

L (2°)°
lim =1
z—0* <5zc>5
o En +oo : puisque X = 5z(In(x)—In(5)), lim X = +o0 par produit. Puisque lim X = +o0,
T—+00 X—+o00
par composée
o (@0)°
lim = +00

T—+00 <5$>5

5. Par somme, lin(f)1+ 1+ 22 =1 et par composée, lim 2% = lim ot In(2)
Tr—

= 1. Par quotient,
z—0t z—0*

1422
lim =
z—0+ 2%
6. Quand il faut calculer une limite avec la partie entiere, on passera souvent par le théoreme

d’encadrement.

1 1 1
Pour tout x > 0, ——1<{—J<—
T T T
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En multipliant par x > 0,

1
Pour tout z > 0, 1—x<wL—J <1
x
Puisque lim 1 —x = lim 1 = 1, par encadrement, la limite existe et

z—0*t z—0*t

. 1

lim z {—J =1

z—0F x

7. Avant d’envisager la quantité conjuguée, on peut essayer de factoriser, ici par v/z :
Jz
VI |14+ =+1 1+ 241
Vr+r+r e B tET
vr+1 Va4 - i+

ethl—i—l,ona lim X = lim Y:1.Puisque)l<iml\/§:1,par
r —

T—+400 r—+00

. T 1
Am o= im i o=

Par quotient, on en déduit donc

1

E t X =1
n posan +\/E

composée,

 ardEevE

li
r—+00 v+ 1

In(yz) 1ln(x)

pl/A T 9 1/
/4 = 0F, par quotient
(/@)
lim

z—07t $1/4
9. En utilisant la méme écriture que précédemment, et par croissance comparée, on a

i 2G/2)

T—+00 x1/4

8. On constate que

Puisque lim In(x) = —cc et lim !
x—0F x—0F

=0

10. Pour tout réel £ > 0, on a

ﬁ_ﬁaj 1 =

e —1 =z e”—lzﬁex—l

e’ —1

Puisque lin% = 1, par quotient et produit, on a
T—r

11. Par croissance comparée, 111%1+ 2?In(z) = 0~ (car 22 > O et In(x) < 0). Puisque lirr(l]x +1=1,
T—r T—

par quotient, on a
i r+1
im —— = —©
20t 12 11’1(2U>

12. Pour tout réel z > 0, on a

(1 4 $)ln(x) — eln(:v)ln(l-‘rx) — exln(w)lnuTM)

. . . ) . In(1+2) .
Puisque lim zIn(z) = 0 (croissance comparée), et lim ————= = 1, par produit
z—07F z—0F
In(1+=
lim :cln(x)g =0
z—0*t T

et par composée,
lim (1 +2)"® =1

z—0t
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Exercice 5
Pour déterminer la limite en 0 d’une fonction f, on calcule la limite en 0~ et en 0.

lim f(z)= lim 0=0
z—0" z—0"
lim f(z) = lim xIn(x) = 0 par croissance comparée
z—0* z—0*
Ainsi, h%l f(z) = lirgl f(z) = 0. Ainsi, f admet une limite en 0, et
z—0~ z—0*
lim f(z) =
z—0

Exercice 6

1. Pour tout z, on a [z] < z < [z] + 1, donc 0 < = — [z] < 1. On a alors :

—1
1

< —(z—[2]) <
puis 1 <

2— (2 — [z])

VA =]

2

1 1
soit — < —————— < 1 par décroissance de la fonction inverse sur R*
253 (z — [z])

2. On utilise le résultat précédent, pour x > 0 et on mutliplie par = : on obtient
x

25—

Or 2 —— +o00. Par comparaison :
2 g—+4oo

T
lim — =
2 =)

Exercice 7

1. L’aire du disque vaut 7 (car rayon 1). Par proportionnalité, l'aire du secteur angulaire de
disque d’angle 8 vaut 7w x %, c’est-a-dire 7

2. Le triangle AOB, est un triangle isocele en O. La hauteur issue de By a pour longueur
OBy sin(f) = sin(f). Ainsi, laire du triangle OAB, vaut OAX;m(e) = sin2(9).

L’aire du triangle OAC, vaut OAXA% car le triangle est rectangle en A. De plus, ACy =

OAtan(f) = tan(f). Donc laire du triangle OACy vaut O4xten(®) _ tan(e)
3. Les inclusions indiquées dans ’énoncé nous permettent d’en dedulre les 1negahtes sur les aires

Anop, < Ap, < Aoac,
soit
sin(f) < 0 < tan(6).
Puisque 6 € |0, g[, on peut alors écrire
sin(6) <1< sin(6)
0 0 cos(0)

—_

ou encore (car cos(f) > 0) :

sin (6
cos(f) < 1n0( ) <1
Puisque éin(l) cos(f) = 1, par théoreme d’encadrement, on en déduit
—
sin(0)
m =1.
-0 6
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Exercice 8
o La fonction f est définie sur R* (fonction racine). Par somme, on a
li =14 li =
lim f() et lim f(z)=+oc
Puisque la limite en 400 est infinie, on déterminer le comportement asymptotique :
f(a:)_2\/5+14_ 2 14

x x N

Par somme, on a

Tr—+00 I

Ainsi, la courbe de f admet une branche parabolique de direction ’axe des abscisses.
e Puisque pour tout réel x, e* >0 et e >0, 0n a e* +e~* > 0 : la fonction g est définie sur
R.
Pour tout z, on a
em(l _ e—Qr) 1— e—2m
9(x) = e?(14e728)  14e 2

Par composée, lim e 2% = (. Par somme et quotient
T—+00
li =1

La courbe de g admet donc une asymptote horizontale d’équation y = 1 au voisinage de +o0.
De méme, on a pour tout z,

e % (e?r —1) e — 1

9(z) = e 27(e2r + 1) T 2w +1

Par composée, lim e?* = 0. Par somme et quotient

T——00
La courbe de g admet donc une asymptote horizontale d’équation y = —1 au voisinage de —oo.

e Rapidement : h est définie sur R*, on obtient par somme
lim h(z)= lim h(z)=0
T——00 T—+00

La droite d’équation y = 0 est donc asymptote horizontale a la courbe de h au voisinage de +oo

et —oo. .

En 0, on écrit h(z) = % Alors, par quotient et sans difficulté :
lim A(z) = lim h(z) = —oc0
z—0~ x—0t

o i est définie sur | — 0o; 1[U]1; +o0o[. En 1, par quotient :

lim i(z) = —oc0 et lim i(x) = +o0
z—1- z—1+
Par regle des termes du plus haut degré, on a respectivement
iz
lim i(z) =+o00 et lim =) =1
T—+00 Tr—+00 I

Enfin,

Ainsi, la droite d’équation y = x + 3 est asymptote oblique & la courbe de i au voisinage de +oo.
On obtient la méme asymptote oblique au voisinage de —oo.
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Exercice 9
Par composée, on a tout d’abord que

lim f(zx)= lim f(x)=4oc.

T——00 xr——+00
Déterminons le comportement asymptotique au voisinage de +oo. Pour tout > 0 :
f(x)  In(e®4e%)
r x

In (e” (1 +e27))

x
r+1In(1+e72%)

x
In (1 +e %)

T T—+00

=1+

Enfin, en reprenant le calcul précédent

= —2x

On peut en déduire que la droite d’équation y = = est asymptote oblique a la courbe de f au
voisinage de +o00.

De la méme maniére, on montre que la droite d’équation y = —x est asymptote oblique a la
courbe de f au voisinage de —oc.

Par composée, produit et somme, on constate tout d’abord que

lim g(z) = +o0.

T—+00
Pour tout z > 0 :
g(x) |+ va+1ln(x+1)
r T
V14 = In(z + 1)
=1+ z
T
lln(z+1) ) : .
=1+4/14— > 1 par composée et croissance comparée
xT \/E T—~+00

Enfin,
g(x) —x=vVzr+1lln(x+1) o T
T—r+00
Ainsi, la courbe de g admet une branche parabolique de direction la droite d’équation y = .
h est définie sur |—oo — 1[ U [1, +o0o[. Par composée

lim h(x) = lim h(x)= +oc.

T——00 T—+00

Pour tout z € |—oo — 1[ U [1, +o0],

h(z) (z—1)°
r \ 22(z+1)
Puisque, par croissance comparée
r—1)3 r—1)3
i LD gy, D

a—too x2(x + 1)  a—=—oc 22(z 4 1)

par composée
) T ) h(z)
lim — = lim —= =1.
r——00 I Tr—+00 I
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Enfin, toujours pour = € |—oco — 1[U [1, +o0],

r—1)3
h(z)—x = %—x

V@1 —avr+1
Vr+1
Ve —(evar D)
B \/x+1(\/(x—1)3+x\/x+1)
—42% +3x — 1
V@2 —1)(z—1)2+zvz+1
e(asid

x2 , .
= —4 par composée et quotient

$2< /1_% 1 1’+\/a;+1> T—400

La droite d’équation y = x — 4 est asymptote oblique a la courbe de h au voisinage de +o0o et

—0Q.

Corrigés des exercices approfondis

Exercice 10

Soit A € R. Puisque f(n) i +00, il existe un rang ng tel que
n——+0oo

vV on>=ng, f(n)>A

Mais alors, pour tout réel z € [ng, +oo[, par croissance de f, on a

flng) < f(z) = A< f(ng) < flx)
et finalement, pour tout = € [ng, +ool, f(x) > A, ce qui signifie que f(zr) —— +00.

r—+00
Comme contre-exemple, prenons par exemple f : R — R définie par

f(x)—{x si zeN

0 sinon

Par définition, pour tout n € N, f(n) = n ———, et pourtant f n’a pas de limite quand = tend
n—-+oo
vers +00.

Exercice 11
On note T > 0 la période de f, et £ = liIJP f(z) e R.
T—r+00

Soit € R. Pour tout entier n € N, on a, par périodicité,

f(x+nT) = f(a).

Or, puisque T' > 0, x + nlT ———= +o0. Par caractérisation séquentielle de la continuité, on
n—-+00

en déduit alors que
lim f(x+nT)= lim f(y) =/

n—+oo y—+0o0
c’est-a-dire, puisque f(x) = f(x + nT'), par unicité de la limite, f(z) = /.
Ainsi, la fonction f est constante.
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