Chapitre

Convergence d’une suite

Résumé

@@ 0USs allons généraliser la notion de limite, qui a été vue en classe de Terminale. Nous intro-
duirons des méthodes pour déterminer les limites et des théoremes permettant de montrer
l’existence de limites.
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« Quand je regardais le tableau, jéprouvais la méme convergence en un seul
et unique point : un bref instant touché par le soleil qui existait maintenant
et pour toujours. C’est fortuitement que je remarquais ma chaine a la cheville
de loiseau, ou que je songeais combien la vie de cette petite créature, battant
briéevement des ailes puis toujours forcée, sans espoir, d’atterrir au méme en-
droit, avait dii étre cruelle. »

Donna Tartt (1963-) — Le Chardonneret
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Objectifs

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour cela, il faut savoir
refaire les exemples et exercices du cours, ainsi que ceux de la feuille de TD.

@® Concernant les limites :

e Connaitre la définition mathématique des limites

o Savoir déterminer des limites en utilisant les théoréemes (somme, produit, quotient)
e Savoir utiliser le théoreme d’encadrement et les théoremes de comparaison

e Connaitre les croissances comparées

e Savoir appliquer le théoréme de la limite monotone

@ Savoir reconnaitre les suites adjacentes
@ Savoir démontrer qu'un suite est négligeable devant une autre

@ Savoir démontrer que deux suites sont équivalentes
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I. Généralités

1. Limite finie

Définition 7.1.

Soit (u,,) une suite et £ un nombre réel. Si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous
les termes de la suite & partir d’un certain rang, on dit que la suite (u,,) a pour limite /,
et on note

lim w,=¢ ou wu, ——/¢
n—+o0o n—+0o0o

Mathématiquement, (u,,) a pour limite ¢ si et seulement si

Ve>0,InygeN, VneNn>2ny=|u, —¥¢ <e

bte—f——mmrm - = = Gl

L—e—fF———————=—==——= e T — - — — - = = —

v

Exemple 7.1
. P 1
La suite u définie pour tout n par u,, = 7 converge vers 0:

1
1m =
n—+oon 4+ 1

Propriété 7.1. ’

Si une suite (u,,) a une limite finie, celle-ci est unique. ’

Démonstration
On suppose que (u,,) converge vers £ et £’ et que ¢ # ¢’. Donc la distance entre ¢ et ¢’ est
non nulle. On la note d, on prend € = 7 et on s'intéresse aux deux intervalles £ — g, + %[

r_d g d

A
v

d

Par définition de la convergence de (u,,) vers ¢, il existe un rang n; tel que, pour tout

n 2> nq, on ait
d d
|Un—€|<5 — Un€:|€—z,€+z|:

De méme, il existe un rang n, tel que, pour tout n > n,, on ait

d d
_/< /__ / _
lu,, — '] 5:>un€]€ 4,£+4[
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Mais alors, pour tout n > max(n,ns), on a
E}E df—i-d[ﬂ]f/ dﬁl—i-d[—@
tn TR VRV

ce qui est absurde, les deux intervalles étant disjoints.

2.  Limite infinie
Définition 7.2.

Soit (u,,) une suite.

e Si tout intervalle de la forme ]a; +00[ contient tous les termes de la suite & partir d'un
certain rang, on dit que la suite (u,) a pour limite +oo, et on note

lim w, =400 ou wu, —— +00
n—-+00 n—+0oo

e Si tout intervalle de la forme | — 0o, a[ contient tous les termes de la suite a partir d'un
certain rang, on dit que la suite (u,) a pour limite —oo, et on note

lim w, =—0c0 ou wu, — —00
n—+0o n—+o0o

Mathématiquement, (u,,) a pour limite +00 si et seulement si

VAeER, dngeN, VneN n>2ny=>u, > A

Exemple 7.2
La suite u définie pour tout n par u,, = n a pour limite +o00, et la suite v définie pour tout
n par v,, = —n? a pour limite —oo :

lim n=+o00 et lim —n°=-—o0
n—+oo n—+oo

Algorithme 7.2.

Si une suite croissante (u,,) a pour limite 400, on peut utiliser 'algorithme suivant pour
déterminer le plus petit entier n vérifiant u,, > A (ot A est un réel positif quelconque) :

A. Crouzet 4 ©@®®
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Algorithme 1 : SEUIL
Entrées : Saisir A (nombre positif)
Initialisation :
n <+ 0
U+ ugy
Tant que U < A
n<n+1
U<+ u,
FinTantque
Sorties : Afficher n

En PYTHON, pour la suite u définie par

UO = ].
\/717 Upy1 = 1 +_1L%
on obtient :

<[> Code Python

1 def seuil(val):

2 n=0

3 u=1

4 while u<val:

5 n=n+1 # on passe au rang suivant

6 u=1l+u**2 # on calcule le terme suivant de la suite

7 return n # on renvoie le rang du premier dépassement

ce qui donne, par exemple :

Console Python -+

>>> seuil(1000)
5

3. Suite convergente

Définition 7.3.

On dit qu’'une suite est convergente si elle posséde une limite finie. On dit qu’elle est
divergente dans le cas contraire.

4. Suite sans limite

Remarque
Certaines suites ne possedent aucune limite, que ce soit finie ou infinie.

Exemple 7.3

La suite ((—1)") prend la valeur 1 aux termes pairs, et —1 aux termes impairs. Elle ne peut
donc ni converger, ni tendre vers 'infini : elle ne posséde donc pas de limite.

Il. Théorémes sur les limites

1. Théoréme de comparaison

A. Crouzet 5 ©@®®
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Théoréme 7.3.

Soient (u,,) et (v,) deux suites convergentes, de limites respectives ¢ et ¢’. Si, pour tout
n = ng, on a u, < v,, alors £ < .

Démonstration
Supposons au contraire que ¢ > ¢’. En notant d la distance (non nulle) entre ¢ et ¢, et en

d . R . . .
prenant £ = 1> 0, cela signifie qu’a partir d’un certain rang nq, les termes de la suite (u,,)

se trouve dans l'intervalle |¢ — %, l+ %[.

. . . d d .
Or, v, > u,, donc, a partir d’'un certain rang v, > ¢ — 7> v+ T Donc lintervalle

10— g, U+ é[ ne contient aucun élément de la suite (v,,) & partir d'un certain rang :

4
absurde.

2. Théoreme d’'encadrement

Théoréme 7.4. Théoréme d’encadrement

Soient (u,,), (v,,) et (w,,) trois suites. On suppose que, pour tout n > ng, u, < v, < w,, et

que lim w, = lim w, ={. Alors, (v,,) converge et
n—+0oo n—+oo

lim v, =¢
n—-+o0o

. wy
Wy
. N Uie wr ws
.
.Uy o Vg o Ug
o3 o Us ’ . U7
o Uy . h
o Ug 7
. Uq
us3

Remarque

Ce théoreme est également appelé théoreme des gendarmes.

Démonstration
Soit € > 0 fixé.
Par définition de la limite, il existe un rang n; tel que pour n > ny, |u,, —¢| < £. De méme,
il existe un rang n, tel que, pour n > ny, |w,, — | < e.
Mais alors, pour tout n plus grand que n; et no, |u, —¥¢| < ¢ et |w,, —{| < &. Or, u,, <
v, < w,, donc, pour n > max(n;, ny), on en déduit
—e<u, <y, —£€<w,—¥l<e¢e

c’est-a-dire

lv, — | <e

On en déduit bien que lim v, =/¢.
n—-+o0o

A. Crouzet 6 ©@®®
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Méthode

1
I
I
I Pour déterminer la limite d’une suite ou (—1)™ apparait, on appliquera (quasi) systémati-
: quement le théoreme d’encadrement.

Exemple 7.4
Déterminer la limite de la suite (u,,) définie pour tout n > 0 par
(=)™ +2
" n

Solution

Pour tout n £ 0, on a —1 < (—1)" < 1, donc 1 < (—1)" + 2 < 3 et puisque n > 0, on a
1
n

—1)" 42
SN+ 3
n

= X
n
Or, lim — = lim — = 0. Par le théoreme d’encadrement, la limite de (u,,) existe et
n—+oo n n—+oo n
—1)" 42
lim L =0
n—-+00 n

Théoréme 7.5.

Soient (u,,) et (v,,) deux suites, et £ un réel. On suppose que pour tout n > n,
lu, — | < v, et que lim v, = 0. Alors
n—-+00

lim wu, =/
n—+00

Démonstration

Application du théoréme d’encadrement.

Exemple 7.5

On constate que, pour tout n > 0 :

n n

‘ (—1"

1 _{)n
et lim — = 0. Ainsi, d’apres le théoreme précédent, la suite << D ) converge et a pour
n—+oo n n n>1

limite 0.

Théoréme 7.6. Théoréme de comparaison

Soient (u,) et (v,) deux suites.

e Si pour tout n = ng,
n—-+00 n—+oo

, etsi lim v, = —oc alors lim wu, =—oc0
n—+00 n—+oo

U, = v, et si lim v, = 4oo0 alors lim wu, =+
e Si pour tout n = ng, u, <V

Démonstration
Démontrons le premier point. Soit A un réel strictement positif quelconque. Puisque lim v,, = +0o0,
—+00

n—+
il existe un rang ng tel que, pour tout n > ng, on a v,, > a. Or, puisque pour tout n, u,, = v,

A. Crouzet 7 ©@O®®
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on a également u,, > a pour n > ny.

Par définition de la limite infinie, cela signifie donc que lirf U, = +00
n—-+oo

3. Suite extraite

On dispose d’une propriété importante, portant sur la notion de suite extraite d’une suite :

Proposition 7.7.

Soit u = (uy, ),y une suite réelle. Alors (u,,) admet une limite ¢ dans R U {—o0, 400} si et
seulement si les suites (Ugy, )nen €t (Uspi1)neny admettent toutes les deux ¢ comme limite.

Démonstration
On raisonne par double implication.

o Suposons que (u,,) tende vers £. Soit € > 0 fixé. Il existe un rang ng tel que, pour tout
n > 0, on ait |u,, —¥f| < e. Mais alors, pour tout n > ng, 2n > ny et 2n+1 > ny, donc

‘u2n —E‘ <e et ’u2n+1 _E‘ <eg

Ainsi, (ug,) et (ug, 1) tendent toutes les deux vers /.

» Réciproquement, supposons que (ug,) et (ug,,1) convergent toutes les deux vers la
méme limite ¢. Soit € > 0 fixé. Il existe un rang n; tel que, pour tout n > n;, on
ait |uq, — ¢| < £. De méme, il existe un rang n, tel que, pour tout n > n,, on ait
|u2n+1 - €| <e.

Soit n > N = max(2ng,2n; + 1).
— Si n est pair, il s’écrit n = 2p et puisque n > N, n > 2ng et donc p > ny. On
peut garantir alors que
|y, — €| = |ug, — | < €
— Si n est impair, il s’écrit n = 2p + 1 et puisque n > N, n > 2n; + 1 et donc
p = n;. On peut garantir alors que
|tp, =] = |ugpir — € <&

Dans tous les cas, si n > N, alors |u,, —¢| < . On peut alors conclure que u,, — .
n—+00

Remarque

Il est intéressant d’utiliser la contraposée de cette proposition : si 'une des deux suites (us,,)
ou (usy, 1) ne convergent pas, ou bien si elles n’ont pas la méme limite, alors la suite initiale
(u,) ne converge pas.

Par exemple, la suite ((—1)") ne converge pas; en effet, la suite ((—1)2") est constante égale
a 1, donc converge vers 1, et ((—1)2"*1) est constante égale & —1, donc converge vers —1.

4. Convergence des suites monotones

Théoréme 7.8. Théoréme de la limite monotone

Toute suite (u,,) croissante majorée converge, et sa limite est égale & sup {u,,, n € N}.
Toute suite (u,,) décroissante minorée converge, et sa limite est égale & inf{u,,, n € N}..

Démonstration

Traitons le premier cas, et supposons (u,,) croissante et majorée. Notons A = {u,,, n € N}.

A. Crouzet 8 ©@®®
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Cette partie est non vide (car elle contient, au moins, ug) et est majorée (puisque (u,,) l'est).
D’apres le théoreme de la borne supérieure, A admet une borne supérieure, que ’on note £.
Par définition, on a déja que

v, u, </

Soit € > 0, et intéressons nous a o = £ — €. Puisque £ est la borne supérieure de A, o ne
I’est pas, et il existe donc un élément a € A tel que a > «. Dit autrement, il existe un entier
ng € N tel que a = Up, > @ = ¢ — e. Mais alors, puisque (u,,) est croissante, on peut en
déduire que

Vn>ng, u, >l(—e = {—e<u, </

et donc
Vn >=ng, lu, — £ < e.

Ainsi, u,, — £.
n—+oo

Attention

Une suite croissante majorée par M converge, mais pas forcément vers M! Sa limite est en
revanche inférieure ou égale a M.

Théoréme 7.9.

Toute suite croissante non majorée a pour limite +o0. Toute suite décroissante non minorée
a pour limite —oo.

Démonstration

Soit (u,,) une suite croissante non majorée. Soit A un réel fixé. La suite étant non majorée,
on peut trouver un terme u de la suite strictement supérieur & A. On a donc uy > A.
Or, la suite u étant croissante, on a, pour tout n > N, u,, > uy > A. Par définition, on en
déduit

lim wu,, =400
n—+oo

Exemple 7.6
La suite (u,,) définie par u,, = n? est croissante, non majorée : sa limite est +oo.

La suite v définie pour tout n > 0 par v, = 1 — L est croissante, majorée (par 1) : elle
n
converge donc.

Théoréme 7.10.

Soit (u,,) une suite croissante de limite ¢. Alors, pour tout entier n, on a u,, < /.

Démonstration

Supposons qu’il existe un entier ng tel que u, > ¢. Notons r = u,, — £ > 0. Par croissance
de la suite u, on a donc, pour tout n > ng, u,, = u, . Mais alors, I'intervalle [0 —r;f+r[ne
contient aucun terme de la suite a partir de nj. Cela contredit le fait que la suite u converge
vers £ : ceci est absurde.

I1l. Opération sur les limites

A. Crouzet 9 ©@®®
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1. Limites usuelles

Théoreme 7.11.
On dispose des limites suivantes :
li P = N* li = =0 N* lim /n=
W =t ey B oy =0 bel) o lm V=t
lim |n| =+o0 lim In(n) =400 lim e" = +o0
n—+o0 n—+00 n—+00
lim n® = +oo(a € RY) lim n*=0(aeR") lim n!=+o0
n—+00 n—+o0o n—+00

2. Limite de u,, + v,

limv,\ lim u,, 14 +o00 | —o0
v 4+ 0 | +oo | —o0

+00 +oo | +oo | IND
—00 —oo | IND | —o0

Exercice 7.7
Déterminer la limite lim n? + v/n.

n—-+o00
Solution
En effet, lim n? =+4oco et lim /n = 4o0. Par somme, lim n?+ /n = +oo.
n—+o0o n—-+00 n—-+00
3. Limite de u,, X v,
limwv,\ limu, C+0 +o00 —00
#0 I signe({").0co | -signe(¢’).c0
+oo signe({).oc0 +o0 —00
—00 -signe(?).oco —00 +o0

Remarque

On retiendra qu’on applique la régle des signes pour déterminer le signe du résultat.

Exercice 7.8

Déterminer la limite lim ne™.
n—+0o00

Solution

En effet, lim n=4ocet lim e" = +oo. Par produit, lim ne™ = +oo.
n—+oo n—-+00 n—-+00

A. Crouzet 10 ©@®®
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4. Limite de == si la limite de (v,,) n'est pas nulle

UTL
limv,\limu, | ¢ +o0 —00
U #0 ; signe(¢’).co | -signe(¢’).oco
400 0 IND IND
—00 0 IND IND
Exercice 7.9
9 _ 1
Déterminer la limite lim 2—"
n—+oo 2 __ 1

n

Solution
Par somme, on a les limites suivantes :
: 1 .2
lim 2——=2 et lim ——1=-1
n—+o0 n n—+oo 1

Par quotient, on en déduit que

Lt
N B
n
5. Limite de == si la limite de (v,,) est nulle
limv,\limu, | 0 l#0 +00 | —00
ot IND | signe(l).0o | 400 | —00
0~ IND | -signe(l).0o0 | —oo | 00

6. Limite de (¢")

Théoréme 7.12.

Soit ¢ un nombre réel. On s’intéresse a la suite (¢™).
e Sig>1, lim ¢" = +o0.
n—-+oo
e Si—1<g<1, lim ¢"=0.
n—+o0o
e Sig=1, lim 1" =1.

e Si g < —1, la suite (¢"™) ne posséde pas de limite.

Démonstration

Tout part de I'inégalité de Bernoulli, qui se démontre a l'aide d’une récurrence : pour tout
x > 0, et pour tout entier n, on a

1+z)">14nx
e Si g > 1, on peut écrire g =1+ x avec x = ¢ — 1 > 0. D’apres I'inégalité de Bernoulli

" >1+nr=1+n(g—1)

A. Crouzet 11 ©@®®
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Or, puisque ¢ —1 >0, on a
lim 1 —1)=
Par théoreme d’encadrement,

lim ¢"™ = 400
n—+0oo

e Si g =1, la suite (¢") est la suite constante égale a 1. Elle converge donc vers 1.

e Si —1 < g< 1, posons @ = j > 1. Alors, d’apres ce qui précede

lim Q"=+

n—+oo

Or, on a
1 1

o< =(3) -z

Par théoreme d’encadrement, puisque lim Q" = +oco on a
n—+oo

lim |¢|"=0etdonc lim ¢" =0
n—+0oo n—+0oo
e Si g = —1, lasuite (—1)™ vaut 1 pour les termes pairs, et —1 pour les termes impairs.

Elle ne peut donc converger.
e Sig< —1,ona lirf lg|™ = +00. Donc la suite (|g|™) prend des valeurs aussi grandes
n—-+oo

que l'on veut. Or, la suite (¢™) prend des valeurs positives pour les termes pairs, et
négatives pour les termes impairs. Elle ne peut donc pas avoir de limite.

Méthode

1
I
I
I Pour déterminer la limite d’une suite composée de puissances, on met les plus grandes
| . - , AV
| puissances en facteur, et on utilise le résultat précédent.

Exercice 7.10
Soit u la suite définie pour tout entier n par
3n +4n
Uy, = ——————
3 X 4" 4 2n

Déterminer la limite de la suite w.

Solution

Pour tout entier n, on a

Puisque—1<%<1et—1<§<1,0na
3 n 2 n
lim (—) = lim (—) =0
n—+oo \ 4 n—+4o0o \ 4
Par somme et quotient, on en déduit que

lim u, ==
n—+00 3

5 FErercices 1, 2, 3 et 4.
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7. Croissances comparées

Théoréme 7.13. Croissances comparées

Pour tous réels a et b strictement positifs :

n

e
lim — =400
n—+oo N
n? N
im = 400
n—+00 lnb(n)
et de maniére générale, pour g > 1,
n n!
lim — =400 et lim — =+o0
n=-+oo nd n—r+oo g

Remarque

On note souvent de la maniere suivante (avec ¢ > 1 et a > 0) :

In’(n) << n® << ¢" << n!

On donnera une notation rigoureuse a la fin de ce chapitre.

Démonstration

Voir chapitre Limite de fonctions.

Exemple 7.11
On a
.on ) n(n)
lim — =0et lim =0
n—+oo e’ n—+o0o 1
Exercice 7.12
1
Déterminer lim Ln(n)
n—+oo n 4+ 1
Solution
On constate que, pour tout n > 0 :
In(n) In(n)
ningy 0 (1H52) 14
n+1 n(1+ ) 1+~
n n
) ) . In(n) ) In(n)
Par croissances comparées, lim = 0. Par somme, on a donc lim 1+ =1.
n—-+oo n n—-+oo n

1
On a également lim 14 — = 1. Par quotient,
n—+oo n

n+In(n)

im — =
n—+oo N+ 1

I's  Ezxercice 5.

IV. Suites adjacentes
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Définition 7.4.

On dit que deux suites (u,,) et (v,) sont adjacentes si (u,,) est croissante, (v,,) est décrois-

sante et si lim v, —u, = 0.
n—+oo

Exemple 7.13

. o 1 1 .
Les suites u et v définies pour tout n > 1 par u,, = —— et v, = ~ sont adjacentes.

Solution

En effet, la suite u est croissante et v est décroissante : pour tout n,

1 1

—n+(n+1) 1
n(n+1) n(n+1)
1 1
UnJrl_’Un:n_i_l_g
—(n+1 1
_n-th <0
nin+1) nn+1)
Enfin, pour tout n,
2
Uy — Uy =— ——0
n n—+oo

Théoréme 7.14.

Si deux suites sont adjacentes, alors elles sont convergentes, et elles ont la méme limite.

Démonstration
Commencons par montrer que la définition des suites adjacentes entraine que, pour tout n,
Uy < Uy S U, < V.
Soit (w,,) la suite définie, pour tout entier n, par w,, = v,, —u,,. Remarquons que, pour tout
n:
Wpy1 — Wy = (Un+1 - un-i—l) - (Un - un) - (Un+1 - Un) - (un-H - un) <0
<0 >0

La suite (w,,) est donc décroissante, et de limite 0 : cela implique que tous les termes de la
suite (w,,) sont positifs et finalement, pour tout entier n, v,, > u,,.
En utilisant la croissance de (u,,) et la décroissance de (v,,), on peut alors écrire :

VnEN,U0<Un<Un<UO

La suite (u,,) est donc croissante majorée par v, : elle converge, vers une limite que l'on
note ¢. De méme, la suite (v,,) est décroissante minorée par u : elle converge, vers ¢’. Or,
par définition, lim wv, — u, = 0. Par opération sur les limites, cela implique £ — ¢ = 0,

n—-+00
soit £ =1’

Méthode

Pour montrer que deux suites sont adjacentes, on montre qu'une est croissante, I’autre est
décroissante et que la différence des deux tend vers 0.

A. Crouzet 14 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 7 — Convergence d'une suite Maths. approfondies

Exercice 7.14
Soient u et v deux suites définies pour tout n > 1 par

N 1

un:kz;ﬁ et v, =u,+

n xn!

Montrer que u et v sont adjacentes.

Solution

Pour tout entier n, on a

1
un+1—un:m>0

donc la suite (u,,) est croissante. De méme

1 1 1 1 1
Untt T U = Ut F T T T (“" * W) T hr) T DmrD

Apres mise au méme dénominateur

nn+1)+n—(n+1)> -1
Up+1 — Up = = <0
n(n+1).(n+1)! n(n+1).(n+1)!
donc la suite (v,,) est décroissante. Enfin v,, —u,, = # et
lim —— = 0 par quotient
n—+oo n.n!

Bilan : les suites u et v sont bien adjacentes.

Remarque

Etant adjacentes, elles convergent, et ont la méme limite. On peut montrer que leur limite
commune est e.

I's Exercice 9.

V. Comparaison de suites

L’idée de cette section est d’introduire des méthodes de comparaison de suites, permettant de
déduire certains résultats sur les limites.

1. Négligeabilité

Définition 7.5.

Soient u et v deux suites, v ne s’annulant pas a partir d’'un certain rang. On dit que u est
négligeable par rapport a v au voisinage de +oo si et seulement si
un

— — 0

vn n—-+oo

On note alors u,, = 0, (v, ), ou plus simplement u,, = o(v,,), et on lit « u est un petit o de
v au voisinage de 400 ».

Exemple 7.15
On a n = o(n?).
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Solution
1

n
En effet, —=—- — 0.
n2 n n—+oo

Propriété 7.15. Opérations sur la négligeabilité

Soient u, v et w trois suites non nulles & partir d’un certain rang.
@ (Multiplication par un réel) Si u,, = o(v,,) alors pour tout réel k, ku,, = o(v,,).

® (Quotient) Si u,, = o(v,,) alors u,w,, = o(v,w,) et In_o (—)
w

n

® (Transitivité) Si u,, = o(v,,) et v,, = o(w,,) alors u,, = o(w,,).

® (Somme) Si u,, = o(v,,) et w,, = o(v,,) alors u,, +w,, = o(v,,).

Démonstration
Démontrons par exemple le second point. Puisque les suites ne s’annulent pas a partir d’un
certain rang, on peut s’intéresser a leur quotient :

= 0
Vp Wy, U, N—too
uTL
w. n
=0
_n v, n—+oo

Les autres se démontrent de la méme maniere.

Remarque
Attention : pour la somme, il faut que les suites soient négligeables par rapport & une méme
suite.

Exercice 7.16

Montrer que e~ = o(n*) et que In(n) — 2n? = o(n?).

Solution

Remarquons que
e 0 tient
T = Thpd a0 Par quotient.

Enfin, In(n) = o(n?*) et n? = o(n*) (par croissances comparées). Par somme, In(n) — 2n? =
o(n*).

Remarque
Une suite vérifiant v = o(1) est une suite qui tend vers 0.

Proposition 7.16. Croissances comparées
On peut écrire les croissances comparées ainsi : sia > 0et >0 :

n® = o(e"), (Inn)® = o(n?), sia< B, n*=o(nf), et e"=o(n!)
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De manieére générale, si 1 < ¢ <p:

n*=o0(q"), q"=o(p") et ¢"=o(n!)

2. Equivalence

Définition 7.6.

Soient u et v deux suites, v ne s’annulant pas a partir d’un certain rang. On dit que u et v
sont équivalentes au voisinage de +o00 si

un

— — 1

vn n—-+oo

On note u,, 2 Vny OU plus simplement u,, ~ v,,.

Exercice 7.17
Montrer que n? +n ~ n2.

Solution

En effet, pour n > 1 :
n®+n

n2 n n—+oo

Remarque
On dispose d’une autre définition : u et v sont équivalentes si et seulement si

Uy = Vp + 0400 (Un)

En effet,

Conséquence 7.17.

Soient deux suites u et v équivalentes. Alors
e Si u converge vers ¢, v converge également vers /.
e Siw est de signe constant a partir d’un certain rang, v est également de signe constant
et de méme signe a partir d’un certain rang.

Propriété 7.18. Opérations sur les équivalents

Soient u, v, w et x quatre suites non nulles & partir d’un certain rang.

@ (Compatibilité avec la multiplication) Si u,, ~ v,, et w,, ~ x,,, alors u,w,, ~ v,x,,.

u v
® (Compatibilité avec le quotient) Si u,, ~ v,, et w,, ~ z,,, alors —= ~ —*.
wn J"n

® (Compatibilité avec les puissances) Si les suites u et v sont strictement positives, et

telles que w,, ~ v,,, alors pour tout entier p € Z, uh ~ vh.
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Démonstration

Les preuves se font en utilisant la définition. Par exemple, remarquons que

el e g
Vp Ly, Uy, Ty n—-+o00

Remarque
Attention : en général, on ne peut ni ajouter, ni soustraire des équivalents.

Exercice 7.18

Déterminer
In(n) + n*

notoo 1 —n4

Solution

4 ~ —n*. Par quotient

Puisque In(n) = o(n?), on a In(n) + n* ~ n*. De méme, 1 —n
In(n) +n*  n?

— 1
1—n4 —nt

et donc
_In(n)+nt
lim ——

——1
n—too 1 —n4

Proposition 7.19. Formule de Stirling

On dispose d’un équivalent de n! :

n n
n! ~ (—) 2mn

Remarque
On retrouve, grace a ce résultat, que ¢" = o(n!).

I's  Ezxercice 6.

VI. Cas des suites récurrentes
1. Définition

On se donne une fonction f: Dy — R avec D, une partie non vide de R.

Définition 7.7. Point fixe, intervalle stable

Soit I un intervalle non vide inclus dans 2 f-

e On dit que z( € I est un point fixe de fsur I si f(zy) = x.
e On dit que [ est stable par fsi f(I) C I, ¢’est-a~dire si pour tout x € I, f(x) € I.

On souhaite étudier une suite récurrente, c’est-a-dire une suite (u,,) définie par ug € Dy, et pour
tout n € N, u,, .1 = f(uy,).
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Remarque

Si f est une fonction affine, il s’agit d’une suite arithmético-géométrique.

L’étude générale des suites récurrentes n’est pas au programme, et doit étre accompagnée. Citons
plusieurs résultats classiques, a redémontrer a chaque fois :

Proposition 7.20. Suite récurrente et intervalle stable

Soit f: Dy — R, et I C D un intervalle stable par f.
On note u la suite définie par uy € D et pour tout entier n, u, 1 = f(u,).

Si ug € 1, alors pour tout entier n, u,, € I.

Démonstration
Il s’agit d’une récurrence a faire systématiquement.
Soit P la proposition définie, pour tout entier n, par P, : « u,, € I ».

o Initialisation : pour n = 0, par définition de la suite u, uy € I : P, est vraie.

e Supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n fixé, et démontrons que
P, .1 est vraie.
Mais alors, par hypothese de récurrence, u,, € I. Puisque I est stable par f, on en
déduit que f(u,) € I, c’est-a-dire u, ., € I : P, est vraie.

Ainsi, d’apres le principe de récurrence, on peut en déduire que, pour tout entier n, u,, € I.

Proposition 7.21. Suite récurrente et limite

Soit f: Dy — R, et I C D un intervalle stable par f.
On note u la suite définie par uy € I et pour tout entier n, u, 1 = f(u,).

Si la suite (u,,) est convergente, de limite ¢, et si f est continue sur I, alors la limite ¢ est
un point fixe de f.

Démonstration
Il s’agit d’'une démonstration a faire systématiquement.

Pour tout entier n, u, 1 = f(u,). Puisque (u,,) converge vers ¢, (u, ) également (il s’agit
de la méme suite, mais décalée d’un rang).

f étant continue sur I, et puisque, pour tout n, u, € I, on peut en déduire (il s’agit de la
caractérisation séquentielle de la continuité) que

dimf(u,) = £(0)

Par unicité de la limite, on en déduit alors que ¢ = f(£).

Pour déterminer la monotonie de la suite u, on étudiera le signe de la fonction g : x — f(z) —=x.
En effet, pour tout entier n,

Exemple 7.19
Soit (u,,) la suite définie par ug > 0 et pour tout entier n,

_ 2
Upy1 = 2un + gun'

Etudier, selon la valeur de uq, la suite (u,,) et déterminer sa limite.
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Solution

On introduit, dans la suite, la fonction f : R — R définie par f(z) = 222+ gm et la fonction
g : R — R définie par g(x) = f(z) — .

On étudie rapidement les variations de f et le signe de g. On obtient :

3
x —0 % “+00
varia- +00 +00
tions \ /
9
de f _ﬁ
et
1
g9(z) + 0 - 0 +

Le tableau de signe de la fonction g nous apprend plusieurs choses :
e La fonction f a deux points fixes : 0 et %
e Sur [0, é] la fonction g est négative, et sur [é, +oo] la fonction g est positive.

On complete alors le tableau de variations de f pour ajouter les deux points fixes :

3 1
x —00 2 0 z +0o0
varia- | T 1t
tions \ __—— 5
de f S — !
200
D’apres cette étude, on peut alors conclure que les intervalles |0, %[ et ]%, +oo[ sont stables
par f.

On peut maintenant conclure par disjonction de cas :

e Siug=0o0uuy= %, les suites sont constantes et donc convergentes.
o Siug €]0, %[, puisque 'intervalle est stable, on en déduit que pour tout n, u,, € |0, %[
Comme sur cet intervalle, g est négative, on en déduit que, puisque u,, € |0, %[, alors
g(”n) <0 = Upt1 — Up <0

La suite (u,,) est donc décroissante, minorée par 0. D’apres le théoréme de convergence
monotone, la suite u converge. En notant ¢ sa limite, et puisque f est continue sur R,
on a

U1 = fu,) = L= f(l) = L€ {0%}

1 . . . 1
Or, uy < s et la suite est décroissante : elle ne peut converger vers - et finalement

lim wu, =0
n—-+0oo

A. Crouzet 20 ©@®®



CPGE ECG Chapitre 7 — Convergence d'une suite Maths. approfondies

. 1 . . 1.
e Siug € ]37 +o0[, puisque l'intervalle est stable, on en déduit que pour tout n, u,, €
1 . oy 1. .
]37 +oo[. Comme sur cet intervalle, g est positive, on en déduit que, puisque u,, €

1
|25 4ocl, alors
g(“n) >0 = Upp1 — Up 20

La suite (u,,) est donc croissante. Intuitivement, si elle convergeait, ce sera vers % mais
étant croissante ce n’est pas possible. On le rédige rigoureusement.
Supposons par I’absurde que (u,,) converge. D’apres le théoreme du point fixe, puisque
f est continue, u converge vers un point fixe, ¢’est-a-dire 0 ou % Or, ug > % et la suite
(u,,) est croissante : c’est donc absurde. Ainsi, la suite u ne converge pas. Or, elle est
croissante, donc si elle ne converge pas, c’est qu’elle tend vers +oo.

On peut alors dresser le bilan final :

. 1
U, —— 0 si ug € [0, =]
n—+oo 5
1 . 1
U = Sl ug = <
n—+oo 5 ?
Uy — +00 Sl Uy > —.
n—+00 5

I”= Exercices 10 et 11.
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Exercices

Exercices

Maths. approfondies

Premiéres limites

Exercice 1 Limites de somme (10 min.)
Déterminer la limite (si elle existe) des suites (u,,) définies par
n 1 5 n 1 n
erd e

Exercice 2 Limites d'un produit (10 min.)

Déterminer la limite (si elle existe) des suites (u,,) définies par

5\" 2\" 5
L%:WXG> z%:@)x@——>
3 3 n4

Exercice 3 Limites d'un quotient (10 min.)
Déterminer la limite (si elle existe) des suites (u,,) définies par

3. u, =3n®—2n"3

5/6)" —17 —2n—7 5/6)" —7
1o, = OO T 9 uy = 1 3w, = /0 7
5n? (1/2) Sn=2+1

Exercice 4 Limites d'un polynéme ou de fraction rationnelle (10 min.)

Déterminer la limite (si elle existe) de chacune des suites (u,,) définies par

1. u, = —2n° +n*—Tn3+8n + 2
—2n—7

u P —
" n?24+2n—6
Limites générales

Exercice 5 Limites (15 min.)

3. u, =3n+1+

n?4+1

Déterminer les limites des suites suivantes (sans utiliser les équivalents ou négligeabilités).

1. u, =-n3+3n2—2n+1 . 2(—1)n°+1
C Uy, = ——————
) 241 " n+2
ST T 6. u, =303 +4n2 +2n — 1
2n? + 1 —3n+1
n—1 2—3n
—1)"+4
L= U
n
Exercice 6 Limites - le retour (15 min.)

n®+3n+1

8. u, = ————
2n +1

2n+4n_5n

9. U, = —-—

3"+ 2 x hn

L0,y 23—
.Un— 7n_1

Traiter les limites de l’exercice 5 en utilisant les négligeabilités et équivalences (sauf limites 4 et

5).
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Suites monotones

000 Exercice 7 Monotonie et limite | (20 min.)
On consideére la suite (u,,) définie par :
1
F) et u; =1
1. Montrer que Vn > 2, 0 < u, <1 puis donner la monotonie de la suite (u,,).
2. En déduire que la suite (u,,) est convergente.

V22, U, =1u, (1—

3. Montrer que Vn > 2, wu, = et en déduire lim wu,,.

2(n — 1) n—+00

000 Exercice 8 Monotonie et limite Il (20 min.)

Soit (u,) la suite défini 2n e 0
oit (u,,) la suite définie par u,,; = ——— et u :
n p n+1 1+ 5un 0=
1. Montrer que V n > 0, wu, > 0. En déduire la monotonie de (u,). Que peut-on en
conclure ?
2u,,

2. Montrer que V n > 0, u,,1 <
n
3. En déduire que Vn > 0, u,, < ) Ug-

n)-

/N
] DO

En déduire la limite de la suite (

g

Suites adjacentes

000 Exercice 9 Suites adjacentes | (15 min.)

n
On considere les suites (uy,),>1 €t (v,,),>1 définies, pour n > 1, par : u,, = Z — etv, = u,+—.

k=1
Montrer que (u,,) et (v,) sont adjacentes. Que peut-on conclure ?

Suite, monotonie et point fixe

000 Exercice 10 Suites et point fixe | (30 min.)

Unp,

u, +1

1. Soit f la fonction définie sur | —1; +oo[ par : f(x) = ﬂri-i-l Montrer que si z € [0; 1], alors
f(x) € [0;1].

Montrer que pour tout n > 0, u,, € [0;1].

Etudier le signe de f(z) — x sur | — 1; +ocl.

Montrer que (u,,),cn est décroissante.

En déduire que (u,,),en converge.

Déterminer la limite de (u,,),en-

On considere la suite (u,,),cy définie par ug =1 et, pour n > 0, u, 1 =

oGt N

000 Exercice 11 Suites et point fixe Il (30 min.)

On consideére la fonction f définie sur R par : f(z) = —2* — —z + 3; ainsi que la suite (u,,),>0

2 2
définie par : ug = 2,5 et, pour tout n > 0, u, 1 = f(u,).

1. Mettre f(z) sous forme canonique.

Montrer que l'intervalle [2, 3] est stable par f.

Montrer que pour tout n > 0, u,, € [2;3].

Etudier le signe de f(x) — z.

Etudier le sens de variation de (u,,),>0-

Montrer que (u,,),>o est convergente puis déterminer sa limite.

Al o
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Suites et limites

000 Exercice 12 Exercice bilan | (15 min.)

On considére la suite (u,,) définie par uy = 3 et pour tout 7,

2
Upy1 = 1 +u
n
1. Démontrer que pour tout n € N, on a
0<u, <3

2. On considere la suite (v,,) définie pour tout n par

U, — 1

U, + 2
a) Expliquer pourquoi la suite (v,,) est bien définie pour tout n.
b) Démontrer que la suite (v,,) est géométrique.
c¢) Exprimer v,, en fonction de n.

3. Exprimer u,, en fonction de n. En déduire la limite de (u,,).

Un

000 Exercice 13 Exercice bilan Il (15 min.)
On considere les suites u et v définies par uy = 1, vy = 12 et pour tout entier naturel n :
U, + 2v, u,, + 3v,
Un4l = =5 et Upyq = —
1. Soit (w,,) la suite définie pour tout entier naturel n par w,, = v,, — u,,.
a) Démontrer que la suite (w,,) est géométrique. On précisera la raison et le premier
terme.
b) Déterminer I’expression de w,, en fonction de n.
¢) En déduire que pour tout entier n, w,, > 0
d) Déterminer la limite de la suite (w,,).
2. Démontrer que la suite (u,,) est croissante, et que la suite (v,,) est décroissante.
3. En déduire que les suites (u,,) est (v,,) sont adjacentes, et qu’elles ont la méme limite que
I’on notera ¢ dans la suite du probléme.
4. Soit t la suite définie pour tout entier naturel par t,, = 3u,, + 8v,,.
a) Montrer que la suite (t,,) est constante.
b) Déterminer alors la valeur de /.

000 Exercice 14 Exercice bilan Il (15 min.)
On définit deux suites (u,,) et (v,) par uy = 20, vy = 1 et
u,, + 4v,, u,, + 5v,,
Unpl = =g O Upy = =

1. Pour tout entier n, on pose w,, = u,, — v,,.
a) Montrer que (w,,) est une suite géométrique, a termes positifs.
b) Déterminer la limite de (w,), et exprimer w,, en fonction de n.
2. Démontrer que la suite (u,,) est décroissante, et que la suite (v,,) est croissante.
Démontrer que les suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes.
4. Pour tout entier n, on pose t,, = du,, + 24v,,.
a) Démontrer que la suite (¢,,) est constante.
b) En déduire l'expression de u,, et v, en fonction de n, et déterminer la limite de (u,,)
et (vy,)-

b
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@00 Exercice 15 Suites adjacentes II (20 min.)
1
On définit la suite (h,,),>1, pour n > 1, par : h,, = Z =
k=1

1. Montrer que (h,,) est croissante. On note ¢ la limite, finie ou infinie, de (h,,). Justifier son
existence.

2. Montrer que hy,, — h,, > %, pour tout n € N*.

3. En raisonnant par ’absurde, montrer que ¢ = +o0.
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Corrigés

Corrigés des exercices

Exercice 1
1
1. Puisque 2 > 1, 2" ——— +400. De plus — ——— 0. Par somme,
n——+00 n* mn—+oo
lim 2™ — — = +00
n—+oo n

2. Ona2 > 1. Donc (§)n ——— 400. De plus, —1 < L < 1, donc (l)n —— 0. Par somme,
3 3 n—+o00 2 2 n—+00

5\" 1\"
s (34 () =

3. Enfin, on remarque que n=3 = % Donc 2n~3 —— 0. De plus, 3n® ——— +o0. Par

n n—+o00 n—+00
somme,

lim 3n° —2n"3 = +oc0

n—+00

Exercice 2
n
1. Remarquons que 2 > 1 et 2> 1. Donc 2" —— 400 et (i) — +00. Par produit,
3 n—-+oo 3 n—+oo

5 n
lim 2™ x <§> = 400

n—+0oo

n
2. Puisque —1 < 2 <1, (E) —— 0. De plus, % —— 0, donc par somme
3 3 n—+o0o n n—-+o0o

lim 1-— — = 1
n—+oo n

On en déduit alors, par quotient, que

) 2\" 5
lim (—) X (1 — —) =0
ntoo \ 3 nt

3. 0na—1<2< 1, donc (E) —— 0. Par somme,
6 6 n——+0o

5 n
li 2 — =2
et Tt (6)

n—-+oo

De plus, n® ——— 4o00. Par produit

n—-+0oo
5 n
lim n? x <2+ (—) > = 400
n—+00 6
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Exercice 3
1. Puisque —1 < % <1, (g) —— 0. Par somme,

n——+o0o
. 5\"
lim (—) —7=-7

n—+oo \ O

De plus, 512 ——— +oo. Par quotient

n—-+00
5/6)" — 17
lim L -0
n—+o00 Bn?
2. Puisque n ——— +o0, par produit, —2n ——— —oo. Par somme
n—+0oo n—+0oo
lim —2n —7 = —o0
n—-+00

n n
De plus, —1 < 2 <1 et donc (l) ——— 0" (0" car pour tout n, (l) > 0). Par quotient
2 2 n—+o0o 2
y —2n—17
m ———5 =—00
n—+o00 (1/2)

3. Puisque —1 < % <1, (5/6)" — 0. Par somme
n—-+0oo

lim (5/6)" —7=—7

n—+0oo
De plus, n™2 = iz —— 0, donc par somme
n n—+oo
lim n2+1=1
n—+oo
Par quotient
- (5/6)" =7
lim ——— =—

n—+oo Hn 2 +1

Exercice 4
On utilise la mise en facteur pour lever I'indétermination.

1. On met n® en facteur :

5 n* T3  8n 2
R N

no

. 1 7 8 2

=t (24—t )
Par somme, on a

| 5 7 8 2 5

nﬁlrfloo_ +n_n2+n4 n5__
De plus, lim n° = 4o00. Par produit, lim wu, = —o0
n—+0oo n—+oo
2. De méme :
n <—2 — %)
U, =
T
7
(27
= 2 6
n(1+2-7)
Par somme,
. 7 ) 2 6
lim —2——=-2 et lim 1+———=1
n—+00 n n—+00 n n
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Puisque n ——— +o0, par produit
n—+o0o

. 2 6
lim n(1—|————> = +00
n——+oo n n
Par quotient, lim wu, =0.
n—-+00
3. Enfin, n? + 1 —— +oo0 par somme. Par quotient,

n—oo

) -3
lim =
n—+oo n? + 1

0

De plus, 3n + 1 ——— +o00 par somme. On conclut donc par somme que lim wu, = 400
n—-+0o0 n——+oo

Exercice 5
1. Pour tout entier n # 0,

2
Puisque lim — = lim — = lim — =0, par somme on obtient
n—+oo n n—+oo n, n—+oo n,
. 3 2 1
lim —1+—-——+4+—=-1
n—-+00 n n n3
Enfin, lim n3 = +o0. Par produit
n—-+00
lim wu, =—o0
n——+oo

Autre possibilité : d’apres la régle du terme de plus haut degré,

lim u, = lim —n3=—o0

n—-+0oo n—-+oo

L _nlsd) el

G

Puisque lim — =0, par somme et produit
n——+oo n

2. Pour tout entier n # 0,

. 1 ) 1
lim 24+ —=2et lim ——4=-4

n——+00 n n—+oo n
Par quotient,
lim uw,=—=—=
n—+oo —4 2

3. Méme méthode que précédemment. Pour n # 0, on a

24m) (245
=n

Uy =

1 1
n(1-7) (1-3)
1
Puisque lim — = lim — = 0, par somme et produit
n—+oo N n—+oo N,
. 1 . 1
lim 2+ —==2et lim 1——=1
n—+oo n n—+4o0o n
Par quotient
1
2+ = 2
lim —< ”2) =-=2

n—+o00o (1 o %) 1

Enfin, puisque lim n = +o0, par produit
n—+oo

lim wu, =400
n—-+00
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4. Réflexe : lorsqu’il y a (—1)",

Pour tout n, on a

Donc pour tout n # 0

et donc
, . )
Puisque lim — =
n—+oo n n—+oo N2
et

on pense directement au théoréme d’encadrement

5 2
— car n” > 0.

3
_<Un< 9
n

lim w, =0

n—-+oo

5. Méme réflexe que précédemment. Pour tout entier n
( 1)n3+1 <1

1< (—

2
(car n 42 > 0)

donc
—2
< Uy S
n+ 2 n-+2
Puisque lim —~ = lim = 0, d’apres le théoréme d’encadrement, la suite (
n—+oo n + 2 n—+oco N +
et
lim u, =0
n—-+oo
6. Pour n # 0, on a
3 4 2 1
RN G e e
Par somme,
4 2 1
lim 3 + + —— =3
n—+oo n
Enfin, ligl n3 = 4+o00. Par produit
n—+oo
lim wu, =400
n—-+0oo
7. Pour tout n # 0, on a
n(3d) (aed)
Up = 2 =2
n(z-3)  (5-3)
Par somme et produit,
2
lim —3—{——2—3 et lim ——3=-3
n——+oo n—+oo n
Par quotient,
-3
lim wu, =—=1
n—-+oo -3
8. Pour tout n #+ 0,
(+348) i
U n
" n(2+1) 24~
Par somme et produit
3 1 1
lim 14 — +——let lim 24+ —=2
n—+o0 n n—+00 n
Par quotient
3 1
I+-+—=5 1
lim =
n—-+oo 2 + - 2
n
30
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Enfin, lim n = +o0. Par produit,
n—-+oo

lim wu, =400
n—-+oo

9. Réflexe : lorsque 'on a des puissances ainsi, on met en facteur la plus grande puissance, et
on se rameéne a des suites de la forme (¢™). Ici, pour tout entier n, on a

e (Err-1) () ()

= o (+2) (g)"+2

Par somme,

Par quotient,

10. Pour tout entier n,

O

Puisque—1<§<1,—1<§<1et—1<%<1,ona

' 4 n ] 3 n ] 1 n
lim (—) = lim (—) = lim (—) =0
n—-+oo 7 n—+oo \ 4 n—-+o0o 7

Par somme, produit et quotient
et par produit

Exercice 6
On utilise les propriétés des équivalents et petit o. Ainsi,

1. u, ~ —n?®donc lim wu, = —oo.
+o00 n—+o0o
2n 1 .
2. u, ~ — =—=donc lim wu,=—=.
+oo —4n 2 n—+00 2
2n? .
. U, ~ — =2ndonc lim wu, =+oo.
400 N n—-+oo

. Onau, ~ 3n3etdonc lim u, = +oo.
+o0 n—+o0o

+oo —3n n—+o0o
TL2 n .
.Onau, ~ —=—,donc lim u, =+oo.
400 2n 2 n—00 n
-5

n +r:o 2x5m"
—4n 4 4
10. Enfin, u,, Foirral (;) — 0 (car —1 < - < 1) et donc

1 1
= —= et donc u,, — —=
2 n—-+0oo 2

3
6
7. De méme, u,, ~ 2% _Jet lim u, = 1.
8
9

. Ici, en utilisant les comparaisons, u,,

lim w, =0
n—+oo
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Exercice 7
1. Soit P la proposition définie pour tout entier n > 2 par P,:“0 < u,, < 17
Initialisation : pour n = 2, uy = 1 et donc 0 < uy < 1 : P, est vraie.
Héréditié : supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n > 2 fixé, et montrons
que P, est vraie.
D’apres I’hypothese de récurrence, on a donc 0 < u,, < 2. Mais alors :
1

1 1
Oéunél:ogun<l——2)<1——2 carl——2>0
n n n

1 1
= 0< Uy <1 car — >0doncl—— <1
n n

Ainsi, P, est vraie et la proposition est héréditaire.
D’apres le principe de récurrence, on en déduit que la proposition P,, est vraie pour tout n > 2,
c’est-a-dire

Vn>2 0<u,<]!

Déterminons la monotonie. Soit n > 2. On a :

1
Upt1 — Up = Uy (1__2)_un

R . s s 1 . .y .
Or, d’aprés ce qui précede, u,, > 0 et —— < 0. Par quotient, u, ; —u,, < 0. Ceci étant vrai

pour tout n > 2, on en déduit que | la suite (u,,),>2 est décroissante |

2. La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0. D’apres le théoréme de la limite monotone,
on en déduit que (u,,) converge.
3. Soit @ la proposition définie pour tout entier n > 2 par @Q,,:“u,, =

n 2 . .
= — = 1. Ainsi, Q4 est vraie.
2(n—1)  2x1
Hérédité : supposons que la proposition @Q,, est vraie pour un certain entier n > 2 fixé, et
montrons que @, est vraie.

D’apres I’hypothese de récurrence, u,, =

1
Up4+1 = Up (1 - ﬁ)

n 1
= — (1 — —) d’apres ’hypothese de récurrence
2(n—1) n?

n n?—1
2(n—1) n?
n (m—1m+1)
2(n—1) n?
n+1 n+1
2n 2n+1-1)
ainsi, (), est vraie et la proposition est héréditaire.
D’apres le principe de récurrence, la proposition @Q,, est vraie pour tout n > 2, et donc

oy
2(n—1) °

Initialisation : pour n =2, uy =1 et

2 - T Mais alors, en utilisant la définition :
e

n
VYV n>2, = —
St TP
Mais alors
n 1 1
un ~N —= - —
+oo 2n 2 n—toco 2
Ainsi,
lim wu, =
n—-+00
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Remarque

On pouvait trouver l'expression de u,, en fonction de n sans récurrence. En effet, on re-
marque, par définition de u que

(g
= ;i:[: (1 = %) en posant k=i-1
_ifk”—lZTfMﬁdﬂk+D

2 2
k=2 k k=1 k

n_lk_l n—1k+1

k=2 k k=2 k

1n_ n
n—12 2(n-—1)

par télscopage

Exercice 8
1. Soit P la proposition définie pour tout entier n par P,:“u,, > 0.

Initialisation : pour n = 0, ug > 0 par hypothese donc F, est vraie.

Hérédité : supposons la proposition P,, vraie pour un certain entier n fixé, et démontrons que
P, .1 est vraie.
Par hypothese de récurrence, on a donc u,, > 0. Mais alors :

14+5u,>1>0 et 2u2>0

2
n

donc par quotient, ———
pard 1+ 5u,

> 0, c’est-a-dire u, .y > 0: P, est donc vraie et la proposition est
héréditaire.

D’apres le principe de récurrence, on en déduit que la proposition P,, est vraie pour tout entier
n, c’est-a-dire

vYn, wu,=0

Déterminons alors la monotonie de u. Soit n un entier. On a :
2u2
Upy1 — Uy = m—un
2u2 u, (14 5u,)

1+5u,  1+5u,
2up — (u, + 5uj)

1+ 5u,
—u,, — 3u?
1+45u,

D’apres I’étude précédente, puisque u,, > 0, alors —u,, < 0. De plus, —3u2 < 0; par somme,
—u,, — 3u2 < 0. Le dénominateur est quant & lui positif :1 + 5u,, > 0. Par quotient

Unt1 — Up <0

Ceci étant vrai pour tout entier n, on en déduit que | la suite (u,,) est décroissante.

La suite est donc décroissante, minorée : d’apres le théoreme de la limite monotone, on en déduit
que la suite (u,,) converge.
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2. Fixons un entier n. On constate que 1+ 5u,, > du,,. Puisque u,, > 0 et que la fonction inverse
est décroissante sur RY, on en déduit que

1 1
JE— g R
1+5u,  bSu,
Mais alors, puisque 2u2 > 0, on en déduit par produit que
2u2 22 2u,
— L=
1+5u, oSu, )

3. Soit @ la proposition définie pour tout entier n par @,, : “u,,

N

2\
(g) ’LL07.
0
Initialisation : pour n = 0, on constate que (%) ug = ug : la proposition ), est donc vraie.

Hérédité : supposons la proposition (),, vraie pour un certian entier n fixé, et démontrons que
Q.41 est vraie.

Par hypotheése de récurrence, on a donc

En utilisant la question 2, on a alors :

N

Upy1 S —

<2(2)" H.R
A ug par H.R.

2 n+1
<(5) w
Ainsi, @, est vraie et la proposition est héréditaire.

D’apres le principe de récurrence, on en déduit que @),, est vraie pour tout entier n, c’est-a-dire

271
vV neN, un<<g> Ug

En utilisant la question 1, on a plus précisement, pour tout n,

2”
°<“n<(5) o

2 n
Constatons que, puisque —1 < § < 1, alors (g) ——— 0. D’apres le théoreme d’encadrement,
n—+oo

on en déduit donc que

Exercice 9

Démontrons que (u,,),>; est croissante, (v,),>1 est décroissante et que v,, —u,, —— 0.

n—+oo
Soit n > 1.

n+1 1 i 1
Upy1 — Up = 7o 7o
k=1 k2 k=1 k2
= ! >0
(n+1)2
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La suite u est donc croissante. De méme, soit n > 1.

1
Up41 = Up = Upqq + il <Un + E)
1 1

:(un+1*un>+n+1*n
1 1 1

+ —
n+1)2 n+1 n
n nn+1) (n+1)>

- n(n+1)2  n(n+)?  n(n+1)>2

_ntnn+1)—(n+1)? -1
B n(n+1)2 "~ n(n+1)2 <0

La suite v est donc décroissante. Enfin

1
vn—un:——>0
n n—+oo

Les suites u et v sont donc adjacentes. Par théoreme, elles sont donc convergente et ont la méme
limite.
Remarque

2
. . T . , . .,
Leur limite commune est &> Mais la démonstration n’est pas aisée.

Exercice 10
1. La fonction f est définie et dérivable sur | — 1; +oo[. Pour tout x > —1, on a

, l(x+1)—21 1
f (.%') = 2 = 2
(x+1) (x+1)
Pour tout réel x > 1, f'(z) > 0. La fonction f est donc strictement croissante sur | — 1;4o00].
On obtient le tableau de variations suivant :
T —1 0 1 +00
f (@) +
Varia- 1
tions / 2
e | 0
Par croissance de f sur | — 1; +o0], on constate alors que si 0 < x < 1, alors
1
0= 1(0) < f@) < f(1) = 5 <1

Remarque
On dit que 'invervalle [0; 1] est stable par f.

2. Soit P la proposition définie pour tout entier naturel n par P, : “u, € [0;1]"

Initialisation : pour n = 0, on constate que ug =1 € [0;1] : P, est vraie.

Hérédité : supposons la proposition P, vraie pour un certain entier n fixé. On a alors, par
hypothese de récurrence, u,, € [0;1]. Mais alors, d’apres la question 1, f(u,,) € [0;1], c’est-a-dire
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Up4q € [0;1]. Ainsi, P, est vraie et la proposition est héréditaire.
D’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n, et ainsi

VneN, wu,€]l0;1]

3. Soit z €] — 1;+00[. On a
x

fa) o=
Cz—x(z4+1) —a?
B z+1 S xt1

Puisque x €] — 1;+00[, z + 1 > 0 et —2? < 0. Ainsi, pour tout z €] — 1; 400, f(z) —x < 0.

4. Soit n € N. D’apres la question 2, u,, € [0;1]. On peut donc appliquer la résultat précédent a
x = u, €] —1;400[ et on obtient f(u,)—wu, <0, c'est-a-dire u,,; —u, < 0. Ceci étant valable
pour tout entier n, on en déduit que la suite (u,,) est (strictement) décroissante.

5. D’apres la question 4, la suite (u,,) est décroissante. Mais d’apres la question 2, elle est bornée,
et donc minorée (par 0). D’apres le théoreme de la limite monotone, on peut donc dire que la
suite (u,,) converge.

6. La suite (u,,) converge. Notons ¢ = liril u,. D’apreés ce qui précede, £ > 0. Mais alors, par
n—+oo

somme et quotient de limite

na+ooun—|—1:£+1

De plus, ¢ est également la limite de la suite (u, ;). En utilisant la relation de définition et en

passant a la limite, on en déduit
l

(= —
C+1

c’est-a-dire £(¢ + 1) = £, soit encore ¢? = 0, et finalement ¢ = 0.
Bilan : la suite (u,,) converge verss 0.

Remarque

Le raisonnement précédent, qu’on précisera plus tard dans 'année, s’appelle le théoréme
du point fixe et dit (sous condition sur f) que si u,,,; = f(u,,) et que la suite (u,,) converge,
alors la limite ¢ vérifie £ = f({), c’est-a-dire est un point fixe de f.

Exercice 11
1. Pour tout réel x, on constate que :

1
f(:v)zi(x2—3:r)+3
1 ( 3)2 9 3
2\ 3 4
_1( 3)2 9+3
o \" 3 g
_1( 3)2+15
2 \" 79 8

A. Crouzet 36 ©@®®



Maths. approfondies Chapitre 7 — Convergence d'une suite

2. On utilise la relation de la question 1. Soit = € [2;3]. Alors
2<zrx<3 = L < 3 < 3
x —Lr—=-< -
1 332 9
= Z < (a: — 5) < Z car la fonction carrée est croissante sur R™
1 1 ( 3)2 9
= —-<=-|z—=]| <=
8 2 2 8
16 1 3\ 15 24
8 2 2 8 8

Ainsi, pour tout réel z € [2;3], f(x) € [2;3] : I'intervalle [2; 3] est stable par f.
3. Soit P la proposition définie pour tout entier n par P, : “u,, € [2;3]”.

Initialisation : pour n =0, uy = 2,5 € [2;3] : P, est vraie.

Hérédité : supposons la proposition P,, vraie pour un certain entier n fixé, et démontrons que
P, .1 est vraie.
Ainsi, par hypothéese de récurrence, u € [2;3]. Or, on a montré a la question 2 que l'intervalle
[2; 3] est stable par f. Donc, puisque w,, € [2;3], f(u,) € [2;3], c’est-a-dire u, 1 € [2;3] : la
proposition P, est donc vraie et la propriété est héréditaire.

D’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout entier n, c’est-a-dire :

VneN, wu,€[2;3

4. Fixons un réel . On a alors

1 3
flx)—r==2>—-2+3—2x

2" T3
I PP
— 2t T "

On dresse le tableau de signe de ce trindme du second degré : le discriminant vaut A = i et les
racines sont donc x; = 2 et 5 = 3. On obtient le tableau de signe suivant :

flz)—=z + 0 — 0 +

5. On utilise les questions 3 et 4. Pour tout entier n, u,, € [2;3]. Or, on vient de voir que si
€ [2;3], f(z) — 2 < 0. Ainsi, pour tout entier n, f(u,)—u, <0, c’est-a-dire u, . —u, <0:

la | suite (u,,) est décroissante. |.

6. D’apres la question 5, la suite (u,,) est décroissante. D’apres la question 2, elle est minorée
par 2. D’apres le théoréme de la limite monotone, on en déduit que la suite (u,,) est convergente.
Notons £ sa limite. Par somme et produit, on a

1 3 3
2.2 2_ Z
9tn T tn +3m2£ gt 3
De plus, hm Upi1 = 111411 u,, = ¢. En utilisant la deﬁmtlon de la suite u, on a
n—+oo
1 3

Upy = Eu% —5Un +3

et par passage a la limite
(= 142 36 +3
S 2 2
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c’est-a-dire %62 — 2y + 3 = 0, équation déja résolue dans la question 4, et qui admet comme
solutions 2 et 3. Or, la suite (u,,) est décroissante, et ug = 2,5; elle ne peut donc pas converger
vers 3. On en déduit finalement que

lim wu, =2
n——+oo

Exercice 12

1. Soit P, la proposition définie pour tout entier n par “0 < u,, < 3”.

e Initialisation : Pour n =0, ug = 3 et donc 0 < ug < 3 : B, est vraie.

e Hérédité : supposons que la proposition P, est vraie pour un certain entier n, et montrons
que P, est vraie :

0<u, <3
donc 1<u,+1<4
1 1 1 . , .
et donc T > — > 7 car la fonction inverse est décroissante sur R
1

ainsi 22Uy 2 5 soit 3 > u,, =2 0

La proposition P, est donc vraie.

Bilan : d’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout entier n.
2.

a) Puisque pour tout entier n, 0 < w,, alors u,, +2 > 2 # 0. Ainsi (v,,) est bien définie.
b) Montrons que la suite (v,,) est géométrique :

2 1 1—u,,
v _ un+1 - 1 _ 1+un _ 1+un _ 1 — un _ __1,0
T i + 2 2 o9 M2 449y, 207
1+u, 14w,
. f . 1 . -1 2
La suite (v,,) est donc géométrique, de raison —; et de premier terme vy = :°+2 =z
0
2 1\"
¢) On a donc, pour tout entier n, v, = g (—§> .
. . Uy, — 1
3. Puisque pour tout entier n, on a v,, = ——, alors
Uy +
u, — 1 —1—2v,
v, = S o, (u,+2)=u,— 1 u, =————
Ainsi, pour tout entier n,
4/ 1\"
—1-2(3)

n
Puisque —1 < —% < 1, par théoréme, lim (——) = 0. Par somme et quotient

n—+00

. —1

lim u,=-—=1
n—+00 —1

Exercice 13
1.
a) Pour tout entier n, on a

u, +3v, u, +2v, 3u, +9, — (4u, +8v,) v, —u, w,

Wp41 = Upg1 — Upy1 = 4 3 12 12 = E

La suite (w,,) est une suite géométrique, de raison - et de premier terme wy = vy — uy =
12 -1 =11.
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1 n
b) Ainsi, pour tout entier n, on a w,, = 11 (E) .

c¢) Puisque 11 > 0 et % > 0, pour tout entier n, w,, > 0.

1 1\"
d) Puisque —1 < Tz <1, lim (E) = 0. Par produit,

n—+oo

lim w, =0

n—-+oo
2. Pour tout entier n, on a
U, + 2v, v, —2u, 2w,
un-‘rl_un:T_un: 3 = 3

Puisque pour tout entier n, w,, > 0, alors u,,; —u,, > 0 : la suite u est bien croissante.

De méme,
u,, + 3v, Uy, — Uy  —W,

Up+1 — Up = 4 — Uy = 1 =1

Ainsi, puisque pour tout n, w, > 0, alors v,,,; —v,, <0 : la suite v est décroissante.
3. D’apres les questions 1d) et 2, on vient de démontrer que la suite u est croissante, v est

décroissante, et lim v, —u,, = lim w, = 0. Les suites u et v sont bien adjacentes.
n—-+0oo n—+00

Par théoréme, les deux suites adjacentes convergent, et convergent vers la méme limite que ’'on
note £.
4.

a) Pour tout n, on a
tni1 = Upyq + 88Uy = u, + 2v, + 2(u,, + 3v,) = 3u,, +8v, =t,

La suite (t,,) est donc constante.
b) La suite étant constante, pour tout entier n, t, = t, = 99. Par somme et produit, puisque ¢
désigne la limite de (u,,) et (v, ), on obtient
lim ¢, =3(+80 =114
n—+oo

Ainsi, puisque la suite (¢,,) est constante, on a 11¢ = 99 et donc ¢ = 9.

Bilan :
Exercice 14
1.

a) Pour tout entier n, on a

U, +4v, u,+5v, 6u, + 24v, — (bu,, + 25v,,) U, —v, W,
B - Y 30 T30 30

La suite (w,) est une suite géométrique, de raison P et de premier terme wy = uy — vy =

20 — 1 = 19. Puisque wg > 0 et % > 0, la suite (w,,) est donc a terme strictement positifs.

1 n
w, =19 (—)
30

1 1\"
Puisque —1 < 30 <1, lim <%> = 0. Par produit,

n—-+oo

b) Ainsi, pour tout entier n, on a

lim w, =0
n—+oo

2. Pour tout entier n, on a

_u, +4u, A, — A, Aw,
Upy1 — Up = —Up = -

)
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Puisque pour tout entier n, w,, > 0, alors u,,,; —u,, <0 : la suite u est bien décroissante.

De méme,
U, + 5v, U, —V,, W,
Upt41 — Up = 6 _Un——6 __6
Ainsi, puisque pour tout n, w, > 0, alors v,,,; —v,, > 0 : la suite v est croissante.
3. D’apres les questions 1b) et 2, on vient de démontrer que la suite u est décroissante, v est

croissante, et lim wu, —v,, = lim w, = 0. Les suites u et v sont bien adjacentes.
n—+00 n—+oo

Par théoréeme, les deux suites adjacentes convergent, et convergent vers la méme limite que ’'on
note £.

4.

a) Pour tout n, on a

thy1 = DUpyq + 24v, 1 = u, + 4v, + 4(u,, + 5v,) = bu,, + 24v,, =t,

La suite (¢,,) est donc constante.
b) La suite étant constante, pour tout entier n, t, = ty; = 124. Par somme et produit, puisque
¢ désigne la limite de (u,,) et (v,,), on obtient

lim t, = 50+ 24¢ = 29¢

n—+0oo
Ainsi, puisque la suite (¢,,) est constante, on a 29¢ = 124 et donc £ = 12—2;.
Bilan :
) ) 124
lim u, = lim v, =—
n—+00 n—+o0 29

Enfin, puisque u,, —v,, = w,, et bu,, + 24v,, = t,,, on obtient apres résolution et pour tout entier
n, que

1 n
o, + 24w, 1244456 (%)
N 29 N 29

t— 5w, 124—95 (=)
29 29

Uy, et v, =

Exercice 15
1. Pour tout n > 1, on a

n+1 n
1 1 1
h+1—h — - — - = .
" " Zkzlk ~k n+l

La suite (h,,),>1 est donc croissante, et admet donc une limite (finie ou infinie).
2. Pour tout n > 1 :

h2n_hn:ZE_ E

Remarquons que pour tout k € [n+ 1, 2n], on a, par décroissance de la fonction inverse sur
RY :
1

n+1

<

el

1
n+1<k<2n = — K
2n

Ainsi,

2n 1
hon — hy = -
2n n k_z k
=n+1
2n
1 1 1
> —=—02n—(n+1)+1)=-.
k=n+12n 2n 2
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3. Supposons par I'absurde que la limite de (h,,) soit finie. On la note ¢. Mais alors

hy ——— 0 et hyy, — ¢

n—-+o0o n—-+o0o

(hyy,) étant une suite extraite de la suite h, elle a la méme limite. Mais alors

By — hyy —— 0.

n—+oo
1
Or, pour tout n > 1, hy,, — h,, > o c’est absurde.
Ainsi
lim h,, = 4o0.
n—-+oo
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